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Nachtriigliche Berichtigung. 


Der in Bd. XV, S. 83 cursiv gedruckte Satz ist fehlerhaft. Beim Beweise 
(S. 84, Zeile 9—14 v. 0.) wird angenommen, dass die daselbst beschriebenen M, 
Umbhiillungsgebilde von charakteristischen M, von zweifach unendlich vielen 
der anfinglichen Gleichungspaare seien. Dies trifft aber im Allgemeinen 
nicht ein und daher werden im Alligemeinen nicht simmtliche Werthsysteme 
der pix, die einer der auf S. 84 betrachteten, von Charakteristiken von 
F+16=0 beschriebenen M, zugehéren, der partiellen Differentialgleichung 
2. O. geniigen. Eine M, freilich, fiir welche alle jene Werthsysteme der 
partiellen Differentialgleichung 2. O. geniigen, ist eine charakteristische M, 
dieser Gleichung. Bicklund. 
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Recherches sur les fonctions cylindriques et le développement 
des fonctions continues en séries. 
Par 


N. Sonine, 
professeur de l'Université & Varsovie. 





Ces recherchés sont divisées en six sections. 

La premiére est consacrée & |’étude des conséquences auxquelles 
conduit la propriété récurrente des fonctions cylindriques exprimée par 
la relation 
, dS, (a) 

2) Sn41(2) + 2 — 8,1(2) = 0. 
Comme résultat final on obtient le développement d’une fonction 
S,(a + x) en série de la forme 
(22) + Sy(a-+2) —= J°(«) + Sy(a) + 2.>” (—1)"I"(a) - 8a(a). 
a=1 


Dans la seconde section jadjoigne 4 la propriété (2) cette autre 


(40) Sy (2) = J [S.—1(2) + Sn 41 @)] 


et je considére les intégrales définies d’une forme nouvelle qui possé- 
dent ces deux propriétés caractéristiques des fonctions cylindriques et 
qui s’expriment linéairement par ces fonctions. 

La troisiéme section est consacrée & l’évaluation des intégrales in- 
définies contenant les fonctions cylindriques. Le sujet a été traité 
récemment par M. Lommel, mais a l’aide d’une méthode peu directe 
et générale. 

Dans la quatriéme section j’étudie les intégrales définies contenant 
les fonctions cylindriques. J’y déduit une formule trés-générale et, je 
crois, trés-importante, 4 savoir 

9 a 
a,= Tm(ba) - amet. TeV A) 
(Vc? +- a2)" 
m n—m—1 yaveieerat 
ve (Yea) Je—-1(g/@—b), a>b, 


=> a 


0, a<b un>m>—l, 
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et j’en fais plusieurs applications; par exemple, au No. 47. j’en obtient la 
généralisation d’une formule célébre d’ Abel. 

Une formule de M. H. Weber, reproduite au No. 39., me con- 
duit au développement d’une fonction continue pour chaque valeur 
réelle positive de la variable en série procédant suivant les polynomes 
entiers d’une forme déterminée. 

A la fin de la section se trouve une expression trés-élégante de 


. 


la fonction cylindrique de seconde espéce Y°(x), & savoir 


fa 


é Fs . 
Y°(x)== — 2f J°(x) ones) dtj= —2/ 7aide +2 | sin(xcosg) dg. 
u 0 0 

La cinquiéme section traite de l’équation différentiélle de Bessel dont 
on n’a fait aucune mention dans les quatre sections précédentes. J’y 
considére la forme symbolique de la solution, donnée par M. Hargreave, 
et je fais voir sur cet exemple particulier de quelle utilité peut étre 
souvent la forme symbolique lors méme qu'elle n’a pas dinterprétation 
directe. Je me permet de remarquer que c’est par la considération de 
la forme symbolique de la fonction Y°(x) que j'ai trouvé son expression 
qu’on vient d’écrire. 

Enfin dans la sixiéme section je présente la généralisation des 
considérations développées dans la premiére section et j’en fais une 
application, en me réservant de traiter ce sujet 4 fond dans un mémoire 
special. 


L 
Nouvelle origine des fonctions cylindriques. 
1, Concevons une série de fonctions d’une variable indépendante x 
(1) S)(2), 8, (x), S,(), Sadie S,(<), ~** 
qui soient liées entre elles par une relation récurrente 


as, 
(2) Sig: +252 
et la condition 


dS, 
3) 8, — — 4. 


Partant de cette définition on peut exprimer tous les termes de la 


série (1) au moyen du premier, qui reste complétement arbitraire, et 
de ses dérivées de divers ordres. 





— 8,-1=—0 





En effet en désignant le symbole ~ par D on peut écrire les 
équations (2) et (3) comme il suit 


(4) Bugs + 2D8, — 8-1 = 0, 5, = — DS, 
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et si l’on considére maintenant D comme une constante, la relation 
récurrente ne sera qu'une équation linéaire aux différences finies dont 
la solution générale sera 


65). S=(—D+yD?+1)"L+4+ (—D—yD?+1)" M 
L et M étant deux constantes (ou fonctions périodiques) par rapport an. . 
Pour déterminer ces constantes on pose d’abord n = 0 et l’on trouve 
=—L+ HM; 
on pose ensuite » = 1 et l’on obtient, conformément a la condition 
8, = — DS,, 
O= L— NM. 
Done 
La MoS, 
et la fonction S, qui satisfait aux équations (4) sera 
(6) S, = (— D+VD'+ 1" + (—D—-VDE+ 1)" g 


» _* 


Ce sera en méme temps l’expression symbolique du terme général de 
la série (1), dont l’interprétation se trouve dans les deux formules 
suivantes: 





n pair: 
= - n® as, n? (mn? — 2°) d'S 
(7) S.=Sot Ta dat t+ iaaa dat 
1 _n®[n®— 2%)---[n®@—(n—2)?] d* Sy | 
I 3:0 # go? 
n impair: 
. nm aS, , n(n? —12) dS, 
= - ——° 1 —____ —_9 
(8) Sn -|4 dz ' 1-2-3 da 


n[n? — 12] [n? — 32] -- [Wt (n—2)?] £5. 
+ anes a 
Si lon introduit un nouveau symbole A, lié au symbole D par la 
relation 


(9) D =icos A, 
on obtient une nouvelle formule symbolique trés-utile 
(10) n = (—7)"* cosnd- S&S). 


2. Soit maintenant f(x) une fonction quelconque et proposons- 
nous de développer f(«@ +) suivant les fonctions de la série (1) de 
sorte qu’on ait 


(11) fla-+a) = Ay(a) - S,(2) + 2 >) (—1)"Aa(@) - Sa (2), 
s=1 
A,(a), A,(a@),---An(@),-+- étant une série de fonctions d’une seule 


variable «. 


1* 
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En différentiant ce développement par rapport 4 2 on obtient 
rn—D d 


s 
f (a-+a) = Ay (a) 4% +2 >(- 1A, (a) +", 





ou, eu vertu des équations (2) et (3) et aprés une legére transformation, 


(12) f (@+2) = — A,(@) Sy — D!(—1)"(Anta() — An—1(0)] Se. 
a=1 
La différentiation de l’équation (11) par rapport 4 « fournit 
i 7. 
(13) f (a+2) = “A +2 D(-1) See «Ble, 


et si l'on compare maintenant les deux séries représentant la méme 
fonction /’(«-+-x), on trouve 


dA, n—@ dA, : 
(14) O= (4, m S*) S, +2 1)" (4.4: + 2—*— A,-1) S.. 


Cest évidemment la condition pour que la série au second membre de 
Yéquation (11) représente une fonction de la somme « + x. Supposons 
quelle doit étre remplie indépendamment de la forme particuliére de 
la fonction S,(x). Cela conduit & admettre que les coefficients qui 
multiplient les fonctions S,, S,,-- +S, sévanouissent separément, 
cest-i-dire qu'on a 

dAy 


“da 


. aA, 
(15) Angi +24" — Api =0, Ay=— 





On retrouve ainsi dans la série de fonctions A,, A,,-+- An, --- 
a . ae . . . oe 
les mémes propriétés caractéristiques dont jouit la série (1); donc, en 


désignant - par D, et posant D, =i cos A, on obtient 
(—D, + VDP +1)" + (—D,—VD PF 1)" 


(16) A, (a)= a wane A, (a) 


=(—17)" cos nA, - Ay(a). 
Quelles que soient les fonctions initiales S,(7), A,(«), la série (11), 
si elle est convergente, représente toujours une fonction de la somme 
a+ &. 
3. Soit f(a) = S,(a). Désignons pour ce cas spécial les fonctions 
A,(@) par J"(a), de sorte qu’on ait 


nrn—=n 


(17) Sy(a-+-2) =J°(a)-Sy(a) + 2 2 (—1)"J* (a) - S,(a). 


Tant que le theoréme de Taylor est applicable a la fonction S,(«+ x), 
on peut l’écrire sous la forme symbolique suivante 
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(18) Sy (a+-x) = e*? - Sy(a) = extere4 . §, (22); 


de Yautre coté, l’équation (17), lors qu’on y introduit les expressions 
symboliques (10), fournit 


(19) S,(e+a2)— [ 7°(@) 42 Sr r@ - cos nd| Sy (a) . 
Soa 


En égalant ces deux développements de la fonction S,(@ + 2) on 
obtient 


r= 


extend « Sy(x) = [J*(a) + 2 >) #T"(a) + cs nd| 8, (2), 


et l’on en conclut 
(20) gaicosd — J0(a) +2 >) in Jn (a) - cos nd. 

a=1 
On voit done que les coefficients J*(a@) ne dépendent point du tout 
de la forme particuliére de la fonction S,(x) et restent les mémes 
quelle qu'elle soit; par conséquent on peut écrire 


(21) J* (9) aw = DAVE Fi" +(— D- VEL IY Joi) (—t)"cos nA - J (x). 





— 


On voit de plus que notre fonction J"(#) coincide parfaitement 
avec la fonction cylindrique de premiére espéce, que l’on définit au 
moyen du développement (20). On peut done énoncer le théoréme 
suivant: 

Tant qwil est possible le développement de la fonction S,(a + x) 
suivant les puissances entiéres positives de a, a liew aussi le développement 
suivant les fonctions cylindriques J”(«) selon la formule 


(22) S)(@+a) = J°(a)-S, (a) + 2>' (—1)"J™(«) - 8, (x). 


Pour « =O on obtient ce corollaire: 


La fonction S,(«), développable suivant la formule de Maclaurin, 
Vest aussi selon la formule 


n= 


(23) S\(@) = 8,0) - J%(@) +2." (— 1840) - JW), 


4. La formule (20) fournit, comme on sait, l’expression suivante 
de la fonction J"(«) 


na 
(24) In(e) = J exicos cos mA dd. 


Mais on peut en tirer une autre expression remarquable de la méme 
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fonction. A cet effet remarquons que |’égalité (20) a lieu pour chaque 


valeur réelle (et méme imaginaire) de A. En la multipliant par 
sa (ee d&, ov p est un nombre entier positif, # une fraction 


positive, et l’intégrant entre les limites 0 et oo, on obtient 


jf erica snp 4 dA = Ia) | stp *)4 ah 
% 0 


+2 Di rIr(a) fsoend-snie— 0A dh. 
s=1 0 


Mais toutes les intégrales au second membre sont connues, 4 savoir 


J a ie os id ? 


v 
0, lorsque » > p—1, 


as 
J cos nA - sin(p— #)A i 


x Se son F “i n=p—l1, @=1, 


0 - 
; ” m<op. 


w/a a 


On en conclut 


nD 


. n=p—1 
fetes 08 an = Ja) +2 > Ira), 


a=1 


ale 


0 


Dp 


. rn=p—2 
- f gricons Sin (PDA aa — J%(a) +2 >> im J*(ct) +i? JP-1(a), 


rn=l 
0 


Si lon remplace p par p+ 1 et que l’on retranche des résultats les 
formules primitives, on obtient, en remarquant que la fraction 1 — @, 
dont le second membre ne dépend en aucune maniére, peut étre rem- 
placée simplement par @, 


(25) 2 fectens S094 cos pAdd =i? JP(a), O< F< 1, 
0 


2 f erica sin PA — Sn (PDA GA = iP J? (a) + iP J?—1(@). 


0 


5. La formule (23) nous fournit immédiatement le développement 
d'une fonction S,(«@), synectique autour du point a = 0, suivant les 
fonctions cylindriques J*(«). Les développements de ce genre ont 
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été considérés par M. Ch. Neumann qui les déduit par |’intermédiaire 





d’un développement auxiliaire, celui de la fraction oa” Ue dévelop- 
pement auxiliaire, devenu a présent inutile, peut étre obtenu trés- 


aisément au moyen de notre formule (22), lorsqu’on y substitue — a 
au lieu de @& et que l’on admet S, (x) = ‘ Alors, en remarquant que 
J”"(—a) = (—1)"J"(@), on trouve 


n= @ 
1 


(26) gow = I") + Sy(z) + 2S’ I*(a) - S,(2), 
a=1 
ot 
ie) REE PE A. 
La fonction (27) n’est autre que celle que M. Neumann a désignée 
par O"(). Pour passer de sa forme symbolique & la forme effective 
on peut appliquer les formules (7) et (8) ou mieux encore procéder 


de la maniére suivante, Pour chaque valeur de «x différente de zéro 
on peut écrire 


2:8 
(28) _ J e-*tdt, : 
0 


6 étant une constante telle que la partie réelle de 7B > 0. En vertu 
de cette formule on trouve sans peine 





us eae oe 
Ona) = f g-at (t+ VO+1) +6-WFD) at, 
0 


ou, en introduisant la nouvelle variable o = tz, 





‘> aw? a? )” 21 72)” 
(29) 0" (a) — fetter) + (o—Vatpa®) 


o 
9,1 e-"do. 


0 
En vertu de la condition imposée a la constante B rien n’empéche 
de remplacer la limite supérieure simplement par oo et !’on obtient 
ainsi une formule communiquée sans démonstration par M. Neumann. 
(Theorie der Bessel’schen Functionen, p. 16.) 
6. Si lon substitue —m au lieu de m dans les formules (6) et 
(10) on obtient 


(30) S_» (x) =(—1)S,(@). 
D’aprés cela on peut écrire au lieu de (22) 


@o ao 


(31) Sy(a+a) = >) (—1)" J*(a) - Sa(@) == >) I-* (a+) + 8,(@). 


—oe —-@Q 
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Effectuons sur les deux membres l’opération (—i)? cos pA. En re- 
marquant que d’aprés la définition de la fonction S,(x) on a 


(—2)? cos pA - S, = (—1)P?+” cos pA - cos nA -S, 


= + {(—ae+ cos (p-+n) A + (—1)" (—i)P-* cos (p—n) A} S, 
= + {Sp4n+ (1) Ss} ; 


on obtient 


(82) Sy (a2) =F DI (@) {Span + (—1)" Sp 0} 


_ DF" (@)-5,-0(@): 


On retrouve de li comme cas particuliers les développements de 
J?(a+2), OP (a+x), donnés par M. M. Lommel (Studien iiber die 
Bessel’schen Functionen § 10.) et Schlafli (Math. Annalen, t. III., 
p. 138). 

7. Nous avons déterminé la fonction A,(e@) pour le cas spécial 
f(z) = 8,(a). Revenons maintenant & l’équation générale (11), 

Supposons que la fonction S,(a) soit synectique dans un cercle 
décrit du point « = 0 comme centre; les-fonctions S, -- +S, --+ seront 
aussi synectiques dans l’intérieur du méme cercle. 


Pour « = 0 on obtient de la formule (11) 


(33) —f (e) = 8,(0) - A,() + 2 |S (—1)" 8,(0) A, (a), 


ou sous la forme symbolique 


(3%) f(a) =[5,(0) + 2 D'i* 8,(0) 008 nA, | 44 (2). 


Telle est la dépendance entre les fonctions f(«), A,(«). Pour 
quelle ne soit pas illusoire, il faut admettre que la série périodique 
entre parenthéses est convergente pour chaque valeur de A,. Cela 
admis, désignons la somme de la série par F(icosA,). On voit que 
cette série s’obtient du développement (23) de la fonction S,(«) suivant 
les fonctions cylindriques, lorsqu’on y remplace J*(«) par (—7)" cos nA,. 
Cela permet d’établir une simple dépendance entre les fonctions S, (0) 
et J'(z). En effet si l'on remplace dans la formule (23) les fonctions 
cylindriques J,(«) par leurs expressions intégrales (24) on trouve 


nm 


(34) 8,(a) = + J rico? Fi cos @) dg, 








on 


la 
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co 
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ou encore 


na 


(35) 8,(0) = FD): = f andy — FD) -I%e). 


On en conclut aisément 


(36) S, (a) = F(D,) - d*(a). 
Enfin léquation (33’) se transforme en celle-ci 
(37) f(a) = F(D,) - Ay(@). 


La formule (36) montre que la série de fonctions S,, 8, +--+ S,,--- 
propres & servir au développement d’une fonction f(«@-+ 2) suivant la 
formule (11) s’obtient de la série des fonctions cylindriques J°® (2), 
J’(x),+++,J"(x),+-+-+ lorsqu’on applique 4 tous ses termes la méme 
opération F'(D). 

La formule (37), contenant trois fonctions f(a), Ay(«), F(D,), 
permet de déterminer l’une d’elles lorsque les deux autres sont données; 
toutefois il est nécessaire que la fonction F'(D,) soit développable en 
une série suivant les puissances entiéres positives de D,. Si l’on sait 
déterminer la fonction F'(D,) correspondante a des fonctions données 
f(a), Ay(@), on obtient en vertu de la formule (33) le développement 
de f(@) suivant les fonctions A,(a), A,(a@) +++ A,(@)--- 


Si l’on admet en particulier A, (a) = =, la formule (33) servira 
au développement d’une fonction f(«) suivant les fonctions de M. Neu- 
mann O°(a@), O'(@), --- O"(@)-+-+ Remarquons en passant que ce 
probleme se rattache intimément a celui des fonctions génératrices 
dAbel. En effet si l’on représente * par l’intégrale définie 

as 


J e-** dt, 


0 
on aura 


£8 
f(a) = f eat. P(-8) at 


0 


la fonction F'(—?) est precisément la fonction génératrice. 


II. 
Nouvelles expressions intégrales des fonctions cylindriques. 


8. Nous avons trouvé lexpression la plus générale de la fonction 
S, considérée comme terme général dune certaine série. Cette ex- 
pression (6) a été obtenue et a lieu seulement a condition que m soit 
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un nombre entier. Dans le cas général, ot » n’a pas cette signi- 
fication restreinte, la formule (5) doit étre considérée comme |’expression 
symbolique la plus générale de la fonction S, de deux variables x, n, 
satisfaisant a l’équation (2); mais l’interprétation de la forme symbolique 
est si difficile que sa connaisance ne dispense en aucune maniére de 
la recherche de la forme effective de la fonction S,. Cette recherche 
peut étre accomplie avec succes de la maniére suivante. 
Posons 


S, =f % x) - rat 


ou a, b désignent deux constantes absolues, ®(¢, 2) une fonction in- 
connue de ¢, x. Substituant cette expression dans |’équation (2) on 
trouve 





6 
*Ty1 ' g OO(t,x)] dt _ 
J [G-9ee0 +2282] 2, mo, 


et comme cette équation doit avoir lieu pour chaque valeur de », on 
en conclut que la fonction ® doit satisfaire 4 l’équation différentielle 


— t) o(t, 2) +2208) 0, 


qui donne aprés ideale 


x 1 


ape fl fano 


O(t,z)—=e * vit). 


Done, quelles que soient les constantes a,b et la fonction w(¢), 


l’expression 
6 


‘ r (-7) dt 
(38) a= fe v(t) 


a 


satisfait 4 l’équation (2). 
Pour que cette expression satisfasse aussi & la condition (3) il 
faut admettre 


6 b 
+ (—) © (¢2) 
fe “vOSG=-ife “wm(ii—a)at, 


ce qui peut s’écrire 


(39) J w(t). de eg 








fo 
et 


éq 
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9. L’expression (38) contient deux constantes et une fonction 
arbitraire et ces quantités ne sont liées que par une seule condition 
(39), qui ne peut assurément servir 4 la détermination de la fonction 
w(t). Du choix de cette fonction dépendent essentiellement les propriétés 
de la fonction S, et inversement on peut se proposer de trouver une 
fonction ~(¢) telle que la fonction S, posséde une propriété donnée. 
Supposons que la fonction S, doit avoir la seconde propriété récurrente 
exprimée par |’équation 


(40) nSp (a) = + [s.— (2) + S,41(2)| . 


Ou s’assure que cette propriété, pour » entier, appartient a la 
fonction cylindrique J*(x), ce qui permet d’en généraliser la conception 
et d’appeler fonction cylindrique chaque fonction S, qui satisfait aux 
équations (2) et (40) quel que soit le nombre n. 

En substituant l’expression (38) dans la formule (40) on obtient 


(41) Ss (t)-d (2-9), a = 0, 


et comme cette condition doit avoir lieu quel que soit le nombre », 
on en conclut qu’on aura aussi, o(f) étant une fonction arbitraire, 


J vo @ (2-9) s() —0, 


a 
ou, en intégrant par parties, 


b 6 
x 1 fe 2 (¢ 1 
2 t 2 


} | i) ; 
e w(t)<6(t) — | e o(t)- w(t) dt =0. 


a a 


Cette équation donne y'(#) =O et par conséquent ~(¢) = constante 
arbitraire, que nous supposerons égale a ser° La condition (41) de- 
vient aprés cela 


(42) € -"=0. 


10. Avant d’aller plus loin il est bon de faire quelques conventions 
qui abrégeraient le langage. 

Nous désignerons des lors la partie réelle d’une quantité complexe 
t par R(t) et le coefficient de i dans la partie imaginaire par J(¢), de 
sorte qu’on aura toujours 


t= R(t) + iJ(é). 
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En représentant, conformément 4 l’usage général, la quantité com- 
plexe ¢ par un point du plan, nous nommerons vecteur ¢ la droite qui 
joint Yorigine au point ¢, ligne ¢ le prolongement de cette droite au 
dela du point ¢ a linfini. 

L'intégrale d’une fonction f(z) prise le long du vecteur ¢ dans la 


t 
direction de 0 a¢ sera désignée simplement par J f(2) dz, et Vinté- 


grale prise le long de la ligne ¢ par Jr dz. 


Log ¢ sera toujours reputé réel pour ¢ réel positif. Enfin ¢* = e's‘, 
Reprenons maintenant notre sujet. 


ll. En désignant par «, 6 deux constantes telles que R(xa) < 0, 
R(xB) < 0, on voit que la condition (42) fournit quatre systémes de 
valeurs pour les limites a, b, & savoir 


e. ad=cO-@, b=: 6, 
0 0 
20 lie dln Sie die ken 5 mone 
” Oe wT ae b 6? } » arbitraire 
0 
20 = 
3°. a= ——, b=co: 8, 


4°, J(xa) = +00, J (ab) = + 00, R(n) > 0. 


Conformément 4 cela on obtient quatre solutions particuliéres du systeme 
de deux équations (2) et (40), & savoir 


f ad 


2 
re 1 
Ss’ Po 1 e «x ¢-7) dt 
ne Qn ttt ? 
S-a 
0 


B 
1 
S” = 1 x7) dt 
a Qt yeti? 

















(43) ie. 
wn 1 . on dt 
Sy = 2at f e* ; yeti? 
0 
si a 
etai 
feet . 
° x 
IV 1 ry (:— * dt ~ 
Ss tai eh Sar Rw) > 0. 
xtoi . 





Etudions ces solutions, en commengant par S,. 








gra 
lim 
poi. 
dar 
Yin 


(44 


Vo. 


in 


(4 
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12. Avant tout il faut choisir convenablement le chemin d’inté- 
gration. Si on le suppose sans noeuds et que |’on joigne les points- 
limites co a, oo-# par une ligne a linfini telle que pour tous ses 
points R (xt) = — oo, on doit admettre que le point ¢ = 0 se trouve 
dans l’intérieur du contour fermé ainsi obtenu; dans le cas contraire 
Yintégrale serait évidemment nulle. 

Développons maintenant la fonction S, en une série potentielle. 
L’expression (43) est peu commode pour ce but; c’est pourquoi nous 
la transformons en introduisant une nouvelle variable d’intégration 


tx 2 
u=--, ce qui donnera 


- ” —s d . ‘ 
(44) s= (3) ah f tr Re’) <0, RB) <0. 


Si lon développe maintenant la fonction e * 


Yon se rappelle la formule connue 
Ps 
sj ou ae 1 
‘Qnt ytteti (n+ p)’ 
on obtient 


oes 
(45) 8, = (4) 2 We tern CY 


C’est precisément la série que Hankel a prise comme définition 
de la fonction cylindrique de premicre espéce pour n quelconque et que 
Yon désigne par J*(x). Ainsi S,; = J"(#) et nous emploierons dé- 
sormais la notation J”(x) au lieu de S;. 


v : , 
Posant t= dans l’intégrale (45) on trouve encore une forme 


en série et que 


intégrale pour la fonction J"(x), & savoir 
wf" 


xv 1 
. — % y EC eee i ” 9 Q’” 
(46) J* (x) =(S)". = fie * sr? Rita’) <0, Reap’) <0. 


wa" 


Ces trois formes intégrales peuvent étre considérées comme ex- 
pressions immédiates des trois propriétés récurrentes des fonctions 


‘ 


cylindriques, & savoir (2) et des deux suivantes 


2 nap 2a" J" (a) 
(47) Jet? (x) = (—2)P ante ees 
OF a Te) 


(da®)? 


p entier 


(48) J*— P(x) == BW ast 
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Remarquons encore que lorsque » est un nombre entier les trois 
intégrales (43), (44), (46) se réduisent 4 de simples intégrales fermées 
prises autour de l’origine le long d’un contour quelconque. On con- 
clut de 1a 
p=—@ 

JP (a) + t?. 


oe 
Pp 


Ce développement a été pris par M. Schlémilch pour définition des 
fonctions cylindriques. Il conduit trés-simplement 4 cette conclusion 
que J~?(x) = (—1)? - J? (a). 

13. Soit a = 6 = e¥‘ et supposons que le chemin de |’intégrale 
(43) se compose d’un cercle de rayon 1 décrit de l’origine et d’une 
double ligne e¥‘. On aura pour R(xe¥*) < 0 


wy 
ff Fed 5 (P< #)—ng 
2xi J" (x) = on fd ' wert e? idg 


evi w—2n 


a e+.) 
+ fF t er 


ou, en posant dans la premiére et la troisitme intégrale t = ¢® - ev, 
dans la seconde gp = »y¥ —2a-+6 et la réduisant aux limites 0 et z, 





et (4—p)i 


49) I*(z)— 





a 
_ff crs v-emecos(zcosysins-+n6) dé 
0 


A 2( O+ywi —O-yi 
; 2 (e¢ _ —n@ 
—sinna fe’ (< : jn ao}. 


0 


Pour » = = et par conséquent R(x) > 0 on obtient une formule 
donnée par M. Schliafli au tome I. des Annali di Matematica (p, 237) 
et reproduite au tome III. des Mathematische Annalen (p. 143). Pour 
R(x) < 0 on pourrait prendre » = 0; enfin pour des valeurs purement 
% 32 
a @ 

(FH). 5 E49 


J 


imaginaires de x on prendrait ~ = - 


14. Soit maintenant « = e et supposons 


que le chemin de l’intégrale (43) se compose de deux lignes a, B 
et d’un are de cercle, joignant les points a, 6. Cette intégrale 
devient 








ou 


tr¢ 















SS SS 


SS wwe 
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+e 


. Ly ae 
22id"(x) —=— fé (: *) et a if exisin p—ngi dg 
Ps wt se 
+--+) at 
+ fe 7 ar > 


B 


* v0| 





ou, en posant ¢=a-w dans la premiére intégrale, ¢ = Bu dans la 


ar e . * os m4 
troisiéme et réduisant la seconde aux limites 0 et 7-he, 
mo, 


2 
(50) J*(x) = = [con (e sing — np dg 


e 
0 


> # 1 x 1 
1 "a 3 (¢u—- _) a ? (au—-—-) du 
+ 357 Jie "e a ae ie 
i 


Cette formule a lieu tant que R(xa) <0, R(«#p) <0, comme 
cela est necéssaire pour la convergence de la seconde intégrale. Pour 
des valeurs réelles positives de x ces conditions se transforment en une 
seule — sine < () qui sera satisfaite par chaque valeur de « entre 


. . 4 LJ ra 
les limites 0 et —- La seconde intégrale reste encore convergente et 


par conséquent la formule (50) vraie 4 la limite «=, lorsqu’on 
suppose R(m) > 0. Ainsi pour les valeurs réelles positives de x et 
R(n) > 0 on aura 


cos (x sin g — ng) dg 


bo OO 


(51) 9 I*(a) = 4 


0 
F x 1 nm du 
+f sin E (u + =)— =| 2 ; 
1 


Remarquons que chacune des deux parties dont se compose la 
fonction J"(x) dans les formules (49), (50), (51) posséde la propriété 
exprimée par la relation (2). 

15. En remplagant « par 2+ y dans la formule (43) on 
trouve 
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o-p 
ee 5) 26. * 
meinen ty fd DECD a, 





2xi 


@-a 


R(a+y)a<0, R(«+y)B <0, 
x (t-- ) 


et en développant e” selon la formule du No. 12. on obtient 





o.f8 
p=2 ss  . dt 
62) IMety)— DIP@) ae J ar) 8, 
QS | 


= >) J(a)Ir-2(y), Rye) <0, Biyp) <0. 


p=——@ 


On s’assure aisément que pour chaque valeur de y on peut choisir 
telles constantes «, que non-seulement seraient satisfaites les con- 
ditions R(ya) << 0, R(yB) < 0 mais encore ces autres R(x-+-y)a < 0, 


R(x«+y)8 <0, ou, ce qui est la méme chose, Ry«(1+<) <0, 
RyB(1+<)< 0, si Yon admet mod = <1. Done la formule (52) 
aura lieu pour mod 2 < mod y. Elle appartient 4 M. Schlifli (lc. 
p- 136). 

En la comparant avec la formule (22) on conclut 
(53) Jno (x) + (—1)P J*-? (2) 

= {(—D+/DP +1) +(—D—yD*+1)}J"(a), 

p entier positif, » queleonque. 

16. Discutons maintenant la formule (44). 

Supposons que le chemin de l’integrale se compose d’un cercle de 





rayon ; décrit autour du point «w= 0 et d’une double ligne . -e, 


On suppose naturellement — = << = pour que la condition 


Re#—)i < 0 fit satisfaite. Désignons ce—¥‘ par h et remarquons 
que R(h) > 0. 
La formule (44) se réduit 4 la suivante 


ee . 
pi xe—Pt 


Hem (aay fe GY tae 


—na-y 
. a 4 d 
+a—enny fe 4u a 
h 
a | 














dou, 
‘= 


apres 


(54) 


Pour 
on 0 


(55) | 


dod 
La f 


(56) 


Pou 


(Ab 
obti 
de ] 


que 


ray¢ 














Fonctions cylindriques, 17 


d’ou, en posant dans la premiére intégrale p = 6 — y, dans la seconde 
“= — bl s et réduisant la premiére aux limites 0 et 2, on obtient 


apres quelques réductions 


a 


BP —2 
(54) reom(gyt{ fe mm" eos (“te sin o—no) do 
0 


ao 
h a 7 
—sinnaz fe ? (*— joa) _ ds _ . 
gt tl 
1 


Pour «= h on retrouve la formule de M. Schlafli; posant h = xi 
on obtient 





ma 


ae * ei ie: 
(55) J™(a)=—=e ? Aff eiemecomate-sinns f 2( +) ae, 
0 1 
J(x) <0. 
17. Soit 
+a V—a2 
a “3S 


dot 
h=a+b, #2®=—(a—bh=e—B, rx=—ya —0. 
La formule (54) se transforme et devient, & condition R(a+b) > 0, 
a 


(56) J"(/a?—b?) = (PY. : [ 2+ cos{asins—no)ao 


uw 
0 


wo 


aj 1 b 1 
— sinnx J « 3" -gb+s) ds ; 
gt tt 
% 


Pour » = 0 on obtient la formule’ de Bessel 
J° (Va? — b?) = =f e°°89 cos(asine)de. 


(Abh. d. Berl. Acad. 1824, formule (55)). En supposant » entier on 
obtiendrait sans peine les formules (50), (51), (52) du méme mémoire 
de Bessel, 


na r a i 
18. Soit maintenant a’ =e +98 »_ b= o 2+) et supposons 


que le chemin de Il’intégrale (44) se compose d’un are de cercle de 


hd c , c , 
rayon = et de deux lignes 2% =e 6. On aura 


Mathematische Annalen, XVI. 
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+e He 


| mm(3)-ate{ f BOAT (or siay 


fresh 


. 


ou, apres les réductions analogues 4 celles que nous avons déja effectuées 
ples haut dans un cas semblable, 
So 


J*(2)= (<). ~ f oe oe? cos (< ts sing —n 9) dp 


0 





Dp 


! mong ? saps gags “*~ teats | 40 | 
ta [ e Bs g'—%e erty 
y ‘ 
A la limite ¢ = 0 on trouve, en supposant R(n) > 0, 


na 


2 
(57) J* (x) =(=)".4 [ee oe? cos (“t# sing — ng) dg 


1 ds 
+ fins mF rot 
Pour x = c on retrouve la formule (51). 
Pour z = — ci on obtient en vertu de la formule (24), en admet- 


tant que » soit un nombre entier positif, 


nm 
J*(—ci) = <™ | °°? cosnpdg 
0 


mn 


2 © 
vee F { | eccors cosn gm dg +_fsin [¢ (s ane +) —n*| nee 
0 1 


) et par conséquent 





(58) 


La 
défi 


pow 


rem 


(61) 


Pov 


2¢ 



















es 
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a 
2 


ma 
(58) J contcosnpdg—(—1) fecorcosnpdg 
% 


> 





ee fen[se—a)— oho et 


La démonstration directe de cette égalité singuliére de deux intégrales 
définies parait presque impossible. Remarquons qu'elle n’a lieu que 
pour les valeurs réelles positives de c. 
19. Divisons la formule (54) par (zy et posons x= 0. Si l’on 
remarque quen vertu de la formule (45) lim me = oa pour 
x © 
x=, on trouve, en remplagant h par 2h | 


(59) 2 { femme cos(hsins -n6)d6— ioe Fn}, | 
0 


Rh) > 0. | 


Si lon suppose R(n) > 0, la formule (54) reste convergente, et par 
conséquent vraie lors méme que R(h) = 0. Si lon y remplace x par 


V—2ah et qu’aprés l'avoir multipliée par (/h)" on pose h =0, on 
obtient, en remplacant a par h, 


a h 
(60) O= . {_fessrcostisine-+no)ae—sinns f<* fi}. 
0 1 


En ajoutant et retranchant les deux équations (59) et (60) on trouve 


a 


° y h 
2 ff gicoso ' __ mane ~hs igs ) 48 
(61) x = cat fe °°87 cos (hsing) cosn6 dé rs [(: +-e ') as 
° 1 


0 


ma oo 
2 : : : sin n7% —*\ ds 
=- e*o8esin (khsing) cinné d6— ——— e-*s—e * J—— 
7% Ld ntl 
0 1 


R(n) > 0, R(h) > 0. 





Pour » entier on aura les deux formules connues de Poisson. 
20. Remplagons ¢ par 2c dans la formule (57), divisons-la par 


(J Yet posons x=Q. On obtient ainsi 
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na 
2 


& i { , 1 8 a\ ds 
(62) fin ef C™PCOS(csing—mp) dp xf sin(es—n3 =i 
Si Yon remplace hk par ¢ dans l’équation (59) et que |’on retranche 
du résultat la formule (62), on trouve 


nm ro) 
(63) _feceteos(csing—ng) dg- sinna [ e-- 48 


gttl 
= t 
2 


an . 
~F ( a\ ds 
+ jsin cs—Ns tt 
1 


Les fonctions transcendantes qui sous forme d’intégrales définies se 
sont introduites dans ces derniéres formules méritent peut-étre une 
étude spéciale qui ne serait pas a sa place ici, Nous nous bornerons 
& une seule remarque. Les fonctions 


C-) oO 1 
d * ds 
—hs_@8& a SS... —hegn—ideo 
e rr? e ari e— 4#s"—1d 5 
e 
1 i 0 


entrent dans nos formules multipliées par sin ma et par conséquent 
disparaissent du resultat pour » entier; mais il suffit de diviser ces 
formules par sin ma et de déterminer les valeurs des expressions de 





la forme is par les régles ordinaires du calcul différentiel pour obtenir 


de nouvelles formules contenant les fonctions mentionnées correspon- 
dantes 4  entier. C'est ainsi que la formule (49) donne pour 


entier positif 
- ds 
= fe hs ti 


n 
=(-19 Ee — ats Ge J eros sin (h sino — no) odo}, 
0 


et en particulier pour n = 0) 


ie =—I'(1)+logh— x fo sin sin ) -od6. 
1 


La fonction au premier membre est |’exponentielle intégrale Ei (—h); 
Vintégrale au second membre se développe aisément en série suivant 
les puissances entiéres de h, 








En 


et 


mw) 
aie 


dc 








\“S 


we \e \ 


~e 
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21. La formule (44) peut s’écrire 


Vu : 
maonteyen cy f EO ty, 


En développant la fonction exponentielle en série de Taylor on trouve 


iti) -S'5 (ny aPet 
2?TIp Wu) (dVu)?’ 


et par conséquent 








= oo. 8" 
NY (xi? * a? e& dVu 
n == i —_$ - ——- ————_ - —~-_ —- @ 
J (2) = (=) e-# ‘a Tp Ini “if la Vu)? (Vu )ete+i 
Mais l’intégration par parties répétée p fois fournit 
2 8’ o.p" 
- dP dVu __ (2n-+ p+ 1)(2n-+-p+2)-+-(2n-+2p) eo du 
22 4 Vu)? (Vu)2@teti 20 ‘ yr ret 
2. a’ 


— Sater ete (2n+2p) 
TT (n+p) 


1 TT (n+p — 4) Din+2p. 
’ 


Vx  TI(2n-+>p) 








done 


(+ P—4) oan ° 
Ten+piip 22" (2x i)?- 


Ny 
= 
~) 
& 
“—~ 
w/8 
A 
® 
8 
Fo 


On en conclut 





,)” ~) ‘ TT 2n— 
y@)— = joo ~ aceietiee or 





TT (n+ 2p+4) ‘ 
al * —, (—1) anpep+ TM ep+i) eayrts| , 





(64) ain 
ae Bs __W(n+2p+4) 2p 
O0= cos x D( 1)? Ten+2p+ittpp) (2a)2e+! 
p=2 
: Vara 4) 
sins Sty GE ore 
Ces formules ont éte données par M. Lommel pour le cas n > — - 


(Studien, § 7.). Les formules (56) du mémoire cité de Bessel fournis- 
sent aisément le développement de J°(x) en une série de la forme (64), 
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22. La formule (44) donne 


©. p 
VeFW 1 1 [Orne 
Va+h)” g" oat * ail 
_? 
et si on développe la fonction e 4”, on obtient immédiatement 
J™( Va-+h) "Ra ttl Va) 
(65) Varn" Var? 





quelles que soient x, h. Past Studien § 5.) 
Soit z= 7? + R?,h=——2rReosg- On trouve 


Q a J VAT R—IrReoeg) -$ RP cos? >, I"? VR +R) 
VrtR— 2r Reos cos p)” _ TIp (Vre+ Re)" +P 


Mais la formule (65), lorsqu’on y pose x = r?, h = R?, donne encore 


J" +P ( (Viz+R?) NO — Re)! J tP+2 (yp) 
“Verret ~ ->' 271g = tpta ? 





done 
4 —1)? RP+?9 cos? w Jrteta(y -) 
Q= YL not .. 
én 


29 Tl gTTp pire 


q 
sara” maintenant que la formule (40) permet'd’obtenir I’expres- 


sion de 7) au moyen des fonctions cylindriques. Cette expression 


est celle-ci 


J” ~~ ~ Tq n+2k TT(n+k—1) 7, : 
a am TAMG=H) gt Went ge) 2): 


done 


J ete tk (r) 
Rr+s cog? gp? ae 





v 


-2 3 > —1)2 (n4+-p+ 2h) TT (n+ p+k—1) 
ab Gs PY TT pT 1 (q—k) 1 (wn +-p+k+q) 


r” 


ou, en appliquant la transformation 


k=a@ q=—2 


<5 i 4 k=@m q=0 
zx yu = > > u! = > _. 
q=0 &=0 


k=0 g=k 


p=e2k=xn2q=—n 
_4)*+9 whyees 
= >} 2 ad si (n-+-p-+2k) TT (n--p+k— —1) Re+2t+20 cosrgy 7 2 @) | 
pm 2 f= 2 Tip TTkTTgTT (m-+-p-+q+2k) r 


Ici la sommation par rapport 4 q s’effectue au moyen de la formule 
(45) et expression de Q devient 








ou | 


Cet 
gen 
Ma 
J*( 
Ret 


cos 
sou 


(46 
no} 
de 
au 








“ 


n-bs —_ 
(67) Q—2" DS) (n+ | a Fe a 2s PS 1p Tm tek—d) cogs—2ky , 


(68) 





-> 5" —1)F. "4? (n+ p+2h)T(n-+p-+k—1) sy MTP) yeteek (R) 
= . ? 
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Thkitp rm R" 


P 
ou, en posant p+ 2k=—s, 


k=@ s=@ 


Qa >) Sah et A ps) Mts RY) ogee gy TR ITH) 


TTk-TT(s—2k) R" 


n 


=0 s=2k r 


ou enfin, en remarquant que 


k=@ s=@ ‘Si k= NS r=($ *) 

k k k 

“= > (u,,+4.4.)= 2 5 ur, 
k=0 8=3k s=0 k=0 s=0 (=0 


. 8 ss ° 8 
oul (2) désigne le plus grand nombre entier contenu dans —, 
8 
_ r=(5) 
- ) 2* Tk -TT(s— 2k)” 


Si l'on. considére les fonctions C” que fournit le développement 


(1—2acosp+at)-*— >'C" (cos p)- a’, 


s=0 


on aura 


J” (Vit + R*—2rR cosg) “Th(n— Int) saa 
Virt+R—2rR cosg” alt ») Sots) rn -C} (cos@). 





s=0 


Cette formule a été donnée par M. Gegenbauer. 

Sous cette forme elle ne reproduit pas la premiére formule de ce 
genre, découverte par M. Neumann et correspondante & n= 0. 
Mais la formule (67) donne en ce cas 


s— BD 


J(V P+ R—2rReosgy) =I"(r)-J°(R) +2 > J*(r)-J*(R)-c08(s 9). 


Remarquons qu’en différentiant cette formule m fois par rapport a 
cos m on retrouve la formule générale (67) pour le cas de n entier 
sous cette forme 

J” ["(Vre+R?—2rReosg) _ ue J" +8 (p) , get (R)  d*cos(n+8) p : 


‘(Vre+R? —2r, —2rRcosq)” ” R” (d cosq)” 


s=0 








23. Aprés les développements précédents la discussion de la formule 
(46) n’est d’aucun intérét; c’est pourquoi nous la passons outre et nous 
nous tournons 4 la discussion des trois autres solutions du systéme 
de deux équations (2) et (40). On verra que ces solutions s’expriment 
au moyen de la premiére S,. 
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Pour le faire voir par rapport aux solutions S,’ et S;” il est bon, 
pour préciser les idées et l’exposition, de choisir les chemins d’inté- 
gration de la maniére suivante. 

Soit ABCD wn cercle de rayon 1 décrit autour du point 0, OS 
la direction de l’axe réelle négative. Désignons |'intégrale 


D_ 
x ~ 
/ %\ 
/ \ 
\ 
RAE RA, 
Séo) ) 4 
; 
\ 
ae 
= 








1 a(-5) ae 
Qui : eH 


prise le long d'un chemin quelconque, par exemple BCD, par la 
lettre J(BCD) etc. Alors la solution J*(%) =), s’exprime par 
J(SABCDAS) et pour les deux autres solutions on peut prendre les 
chemins OC DABCO et OCDAS. 


Mais d’aprés notre convention sur la valeur de ¢ on aura 
8S, = J(CDA) — J(CBA) + J(AS)(1— 4), 
8,’ = J(OC)(1—e—2"**) + J(CDA) — J(CBA)-e—2"*!, 
8S," = J(0C) + J(CDA)+ J(AS). 
On en tire tout de suite 
S; <i ennai f S; Satan (1 —e-2"**) 8)"; 


d’ou la troisitme solution s’exprime linéairement au moyen de deux 
autres. 


Prenons maintenant S_,, et introduisons-y t = _ Ta i , dor 
nh ; 
t+" == e—™it” i -- oN. Le chemin SABCDAS se trans- 


forme en OCBADCO de sorte qu’on trouve 


8. =— "1 J(OCBADCO) = e&*' J (OCDABCO) = ei. 8%. 
Done 
Sx an got I~*(g), 


SO me enn J") — Iw) _ IT @) eI) 
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24. Considérons maintenant la quatriéme solution S - qui se ré- 
duit & la forme 


Itai 
IV ey 1 o— = du 
SY =(S) ser | Se Ra) >0. 


1? 
kiwi 
Prenons oo7 dans les limites avec le méme signe, par exemple + cot. 
Si Pon admet dans la formule (44) «’ = fp’ = i et qu’on y ajoute 








I+ wi 0-+a% 
s a 
wv\n 1 u-7—- du u—7, du 
o=(3) al f 6 SH (==0) +f * ae of, 
0+: k+oi 
on obtient 
l-+-wi 
wv\nr 1 u-— du 
J*(«)=(<) ‘mar J & “aH Re) >0. 
koi 
Done : 
S7Y = J" (2). 
Si l’on pose dans la formule (44) a’ = — i, B’ = 7 et quon y ajoute 
= ai I++ ani 
u-— du -= du 
vm G =). Qnt i{ fi ms yer (=0) +fe pak yeh (= o} 
k—ot +ani 
on trouve aussi 
l+oi 
” ied zy 1 u- du 
J"(«) =($) anf ‘oar? Rin) >0- 
k—wi 


Done S‘" = J"(a). Les chemins des intégrales qui représentent 
s ry doivent couper en un point l’axe réelle positive; si l’intersection 
n’a pas lieu, ces intégrales deviennent nulles. 

25. Soit R(k) > 0 et posons 1 =k. La derniére intégrale peut 
étre prise le long de la ligne droite passant par le point & et paralléle 
i axe imaginaire. En désignant par la lettre a une constante réelle 


positive et posant w= . (k-+-r7), on obtient en ce cas 


n " £ (+ ri) — d 
(69) ran(eye f e? ners ae, R(n) > 0. 


L’intégrale prise le long de la droite passant par le point —k et paral- 
léle & l’axe imaginaire étant nulle, on a ce corollaire de la formule (69) 
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- a s 
= 7 (k+ri) + lalk+rd dr . 
(70) 0 fe ear? R(n) > 0 
Ces deux formules nous seront bientdt d’une grande utilité. 


En les divisant par 2" et posant = 0, on trouve 


2 


S oe t © ie se 
2" TT n 2a (k+ riy?t? 


(71) as 


i — = (k+ri dr . 
Cun - fe 2 aa raet? R(n) > 0. 


Ce sont les formules connues de Cauchy. On sait qu’elles restent 


vraies pour R(m) > — 1. On en conclut que les formules (69) et (70) 
restent aussi vraies pour R(n) > — 1. 





26. La formule (69) se réduit aisément 4 celle que M. Lommel 
a prise pour définition de la fonction cylindrique J”(2). 


Pour atteindre ce but nous partons de la formule bien connue 


nao 


a 
ferremqtat—t V2 *”, R(p)>0, 


0 


qui donne " 
is: Y%(k+ at fe’ gatrae cos zt- dt, 


En substituant cette expression dans la formule (69) et changeant 
ordre des intégrations, on trouve 


s g U-Ae+ri dr 
T=)" Vi = fomst ” af? prin th’ 


mais en vertu des formules de Cauchy, qu’on vient de retrouver, l’inté- 


1: a” ~t a" as 
— — pour 


2” ~3n(r _ 3) 


grale relative a r sera nulle pour ¢ > 1 et égale a = 


t< 1. Done 








On ve 
relatic 


9 
A 
de ce 


A et 


enn 


done 


on at 


La fe 
féren’ 


J* (a 


(72) 


La fe 


Y"(a 


que 
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1 


J" (x)= = eoszt-(1—t)" dt 





-2 
Vx -2"7 n+—) ; 
0 
1 


n 


+ 


= cosxt-(1—#) 


Vee (n+4) F 


—1 


dt. 


On verra plus loin que cette formule n’est qu’un cas particulier d’une 
relation générale qui lie les deux fonctions J"(7), J™(a). 


27. Revenons au systeme de deux équations (2) et (40). 


Apres les développements précédents on voit que la solution générale 
de ce systéme sera 


S, = AJ" (x) + Be-"*iJ-"(2), 
A et B étant deux fonctions périodiques de n. 


Pour » entier cette solution perd sa généralité parce qu’alors 
e~"7i J—"(x%) = J”(x); mais la solution S%’ devient en ce cas 


aii 1 [au" tek Pe 
ani [ ol i |+da ; 


done en désignant, conformément a la notation de Hankel, 





“ dJ” aJ~-" 
eHo a - CY 


on aura pour solution générale 
S, = Ad*(x) + BY*(2). 


La fonction cylindrique de seconde espece Y”(x) se présente sous dif- 
férentes formes suivant que l’on prend l’une ou l’autre expression de 
J"(x). Ainsi la formule (43) donne 


2.8 
x 1 
(72) ¥"@)=— uf oe (7) [t-"-+ (— 1)" @] loge - ot , 
La formule (49) a déja fourni 4 M. Schlafli lexpression suivante 
° . fe = (9-9) 
Y" (x)= J sin(xsino—no)do— Je ? [er9+(—1)"e-"9|d0, 


R(x) > 0, 


que l’on peut transformer, en posant e? = /# + 1+4#, 
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\ V(x) = - ee a (t-+Ve? +1)" + (¢— Vee+i)" 
(73) ¥"(a) = fsinczsing no)de fe ‘ Vari dt. 
0 


La formule (55) donne 


Y"(«)=— xid*(x)— an fo’ 3 (*+ 2) ete) =, J(x) < 0, 
1 
ou, en posant s = 9, 


a 


(74) Y" (x) = — xid*(x%) — 2% Jes 9e08(n0i)d0 , 
% 


L’intégrale qui entre dans cette formule a été considérée par M. Heine 
au tome 69 du Journal fiir Mathematik. 
Enfin la formule (69) fournit 


PD 


os $etrj—- . ar 
(75) ¥°(w)=2J°(«)-log=-—— J} e? sehr) log (k-- ri) ea 
En y substituant expression de e 2“@+79, employée au No. 26., on 
obtient 


Y°(4)= 25° (x) - log — —2 of 2 fi cosxt - 


1 5 a Metra ) dr 
— e k+ri . 
1 fe 06 ( ) Vir ri 


Mais les deux équations (71) différentiées par rapport 4 » montrent que 
Vintégrale relative & r sera nulle pour ¢ > 1 et sera égale a la valeur 
i ae ad a™(i—t)" 
: dn = 2"TIn 
a = 2 on aura 


pour ” ; lorsque ¢< 1. Done en admettant 


(xr) —2J° 21 4 fooeart (4 (1—#) 
¥(2)—=2J%(2)-log © + frosat (oo ") at 





Va ra=— 
. n \ 
1 
a Se Vx -(1—t) *log (1-22) )— —In(—4 
= 2J°(z)-log S ob yz J (xt) - ————_ 
% 


dot, en substituant 1(— =) = x (TT'0 — 2 log 2), on obtient, toute 
réduction faite , 








(76) 


Cett 
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forr 
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for 
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1 
(76) Y°(x)—=2J° (x) -logx—2(T!0—log 2) J ° (”)+ < J cos xt: 2 dt 
=2J°(«)-logz—2(T0—log2)J°(a) 


nm . 
+ =| c08(esing) log cos*g-dg. 
0 


Cette forme de la fonction cylindrique de seconde espece Y°(a) différe 
peu de celle donnée par M. Neumann. 
Pour obtenir Y"(#) remarquons qu’on a évidemment 

(12) Y*(z)-—_(—22)» TELE) CPAP DE FE DRT yea) 
En vertu de la premiére de ces deux expressions on trouve de la 
formule (75), en y posant a = 2, 
a" J° a -logx* 

dx)" 
—{=f. SF tt re a lk tl ‘ 

(k--ri)?t! 


Y"(«)—=(—22)"% — 2log2- J*(a) 


ou, en employant la méme transformation qui nous a déja fourni la 

formule (76), 

a” J° (x): -log: a 
(d a2)” 


a 
a 


(78) Y"(x)—=(—22)"— —2[ 4 logit (n—}) +log 2| o%a) 


2a" 


Va. 2 TH(» j~ 2) 


0 
La seconde expression (77) de la fonction Y"(#) appliquée 4 la formule 
(76) fournit 


(18) ¥*(x) = {(—D4+y/D®$1)"+ (— D —/ P°F1)"} Ja) - loge 
— 2(IT’ 0— log2) J” (x) 


na 
-+ 2 {cos (csing-+n =) cosm (p+ = )log cos’ p- dg. 
0 


+ 


cos (x sin p) cos®*" p- log cos? p- dg. 


II. 


Intégrales indéfinies contenant les fonctions cylindriques. 

La question a été traitée par M. Lommel dans un travail récent 
(Math. Ann. XIV, 520—536) et si nous la reprenons, c’est parce que 
les formules de ce savant n’ont pas toute la généralité désirable. 
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28. En désignant par S, une solution quelconque, générale ou 
particulitre, du systeme de deux équations (2) et (40), considérons 
Yintégrale indéfinie 


foo “antl §,,(x)-dax 


et supposons qu'elle soit égale 4 (A-S, (x) + B- Sys (a)) a", En 
. différentiant cette égalité par a & 2% on obtient 


dA. ad (%, 
= ners gett Bas dx —F* gent dx (<3 ) 
+B4 zy (a"t Sn), 
ce que peut s’écrire, en vertu des équations (47) et (48), 


6(a)- a". §, (2) =a"! (32 + ett A+B)8,+ (7 - A) Sn} . 





Ss 
6(x)-a"t.S, (2) =— - 
x 


On en conclut 


aB 
Aw zy 
dA 2 &B 2 1 dB > 
o(a) = 44 4 41 44 Ba SH 4 tl LB 


x“ 


et par conséquent 


(79) Ge + + mth eS + B)aS, (x) da 


=o [BSus(7) +92 8,(0)], 


B éant une fonction arbitraire. Cette formule peut étre généralisée 
par l’introduction de g(x) au lieu de wz. A la vérité, elle se trouve 
déji dans le livre de M. Lommel (Studien p. 70). 

29. Considérons maintenant |’intégrale 


(80) fo (x) - Su(px) - S,(wx) da, 
qui sera supposée égale & 
(80) [AS,(p2) + BSp41(p2)] So(w2) 


+ [CSp (2) + DSy+1(P%)] Sr41(¥2)- 
S, (a), S,(#) désignent deux solutions queleonques de deux systémes 
indépendants 


as 





Ge = Bu (@) — Suta(e) = — -E Sp + Spas 
as, v 
in Os eg iegiew E +: 8, 





qui définissent en méme temps ce quon doit comprendre sous 
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Su+1(x), Sy4i(v). Si Von différentie Végalité (80) et qu’on réduit le 
second membre & ne plus contenir que les mémes fonctions eylindriques 
qui entrent au second membre de (80), ce qui se fait aisément au 
moyen de deux systémes d’équations qu’on vient d’écrire, on trouve, 
en égalant les coefficients, 


a) 6x= A+ ea +782) A+ Bye + Ce, 


b) o— B+ pave Bz otuge) B+ Dy's— Ag's, 
" ug « (»p+i)yr la , , 
) omc’re [482 _ tN lO 4 Dye — Aye, 
_ (u+1) ex (v+1) ya , , 
4) Op — [tee | OHNE | D_ Bye — Cy'e. 


En différentiant |’équation d) et en éliminant du resultat B et B’ 
au moyen de l’équation d) elle méme et de celle qui s’obtient par 
lélimination de A entre les équations b) et c), on obtient, toute 
réduction faite, 


C (ox gy x wa wx 
walC+s ‘gia ge We we ] 


ie yabaattheemvesr ys 








xp’ a 
+ (we) eee — v2 | p. 
Liexpression au premier membre a pour diviseur intégrant 
SRE. ~ I SE Oy . s : x d = Dx ue . 
Vpxr-ya-p~au-b ax, qui la réduit &2—— (c . = - Endi- 


visant donc cette équation par /pa-g'x-px-y'x et réduisant le second 
membre 4 la forme 


4 [o(«)- D+ ¥(a)- D) + 2(@)- D 


L 
Z(x)> D=- a Sa 
(x): a Vou pa gaya 
et on sera conduit au résultat final suivant: e 
Si L désigne une fonction arbitraire, ¢ une constante arbitraire 


et que l’on pose 
P=((p2)—u 


Q = (va — + 


on posera 














" 


ee 1 (22) 42 a gx 
4\Qq'x 2d“z ga’ 


‘af. 


1d wa 
2dxzwex’ 
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les deux expressions (80) seront égales lorsqu’on détermine successive- 
ment les coefficients A, B,C, D et la fonction 6(7) au moyen du 
systéme des équations que voici: 


(Q—P)D=—SE_ TV (ee, oe 4 we, ve), 
20.g'a— SRP [ee we _ oe 92 4441) 22] 


+ b+ eVeedeWEws,” 

‘ a ae Me i A ES gy, £8. SE x SE ve 

2B-yr= dx 2 gE + px ap x we +4(v-+1) $e | 
ait 4s. dypckiaeiia ys 


A-¥2— 404 o[ 49% 41) ¥*] 4 Dye, 


wenn th aE EE) 4 Boat 


La formule la plus générale ie M. Lommel correspond a L = 0, 
ou L=Yopu-vx- g'x-W ax; dans les deux cas D = 0, c’est pourquoi 
on peut admettre c= 0 dans les formules précédentes sans nuire a 
leur généralité. Remarquons encore que les coefficients A, B, C, D 
et la fonction o(x) s’expriment linéairement au moyen de la fonction 
L et de ses dérivées de divers ordres. Si done on avait 

L=L,4+1L,+1;+:--, 
il suffirait de calculer les formules correspondantes 1 L = L,, L= L,, 
L = L,,--- et dajouter les résultats. 

30. Supposons Q@ = P, ce quon ne sait satisfaire que par l’ad- 
mission ~x = gz. Les formules du No. 29. deviennent en ce cas: 
L=gr-@x, 


, dD ‘a2 , 
2C ga Ge — 2(utl) D- 4 + ox-g'2, 


P , dD , 
2Bye—=—{—2t+)D- ss —Qxr-Qr, 
dC 


Agy’x= 4 t+ (e-v—) aoa +D-q‘z, 


O(n) = -$4-+ utr) A- 22 + Bye + Coe, 


oi D représente une fonction arbitraire. 
Soit en particulier px = x, D=O0. On obtient en ce cas 


(81) (ut—v*) f Sua) - Sy(2)- 4% — (u—v) 5, (2) - 8y(2) 


+ 2 [Su (2) - Srzr(e) — S,(2) - Sp4s(@)], 
dot, en posant « = — v, on trouve 
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— 2v8S,(a) - S_,(x) + 2 [S_, (x) - Sy41(v) — S,(x) - S_r41(2)] = wy, 
gy étant la valeur du premier membre pour une valeur particuliére de 2. 
Il suffit de prendre une solution particulitre S,(”) = J*"(a) et l’on 
obtient la formule suivante donnée par M. Lommel (Math. Ann. IV, 
p. 105) 

(82) 9 J-* (a) - J*-*(a) + I(x) - I-71 (w) = > sin va, 


ot la constante g, se détermine pour 2 = 0), 
En supposant v entier et admettant S,(x) = Y*(x), S, (x) 
= e—"*i J-“(¢), on tire de la formule (81) 


(uot) f Fe(w) « Ye(a) - 4# 
(u— 0) F#(a) + ¥o(@) + @ [F-#(a) - ¥+4(e) + J-e-1(@) - Yr@)], 
d’oi, en supposant w = — v, on trouve 
—2v-J*(x)- Y"*(x%) + x[J(x)- Yt! (x) + J’-'(a) - Y*(x)] = g,, 


ou finalement, aprés avoir determiné g, pour = 0, 
(83) I(x) - ¥*-"(@) — Je-1(a) - ¥e(z) = =. 

Cette formule est également due & M. Lommel. On en tire 
aisément 


k=n—1 

” Y\a 2 1 

6) FO-FOl as 2 Fare! 
=0 


31. Supposuons B=0, C—O. Les équations b) et c) du No. 29. 
donnent pour ce cas 
D? = A’, (yx)? = (g'a)’. 
Done D= +A, Yxa=+ qa, dor y~xr—a+ a; et comme !’équa- 
tion d) fournit en méme temps D = (px)*+! (wa)’+!, on aura finale- 
ment, en admettant pz = x, 


fo akay B@tytl) 2+ Qutd al S.(0) S(ahe) de 

= wth (a+ x)’t" (Su 41(%) Sr41 (a2) + Sy(x) S,(a2)). 
Cette formule est la généralisation de celles que contient la troisiéme 
section du mémoire cité de M. Lommel. 

Nous arrétons la ces recherches qui ne présentent qu’un intérét 
médiocre. 

IV. 
Intégrales définies contenant les fonctions cylindriques. 

Le sujet a été traité par divers auteurs; mais ce qui a manqué 

aux recherches antérieures c’est la connaissance d’une expression de la 
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fonction cylindrique qui soit assez commode pour cette sorte de 
recherches, comme |’est notre formule (69). 

Dans ce qui suit nous nous proposons de réunir et de coordonner, 
en les généralisant, les formules déja connues et d’y adjoindre plusieurs 
nouvelles, trés-générales et souvent trés-élégantes, en les déduisant 
toutes 4 l'aide de la méthode de l’intégration sous le signe {, dont on 
a déja bien longtemps reconnu la puissance et l’extréme fécondité. La 
différentiation des intégrales ainsi obtenues nous sera aussi d'un bon 
secours. 

Pour abréger l’exposition et les citations faisons dés l’abord les 
conventions suivantes: 

a,b,c,r, x,y désigneront toujours des quantités réelles positives, 
h, k deux quantités complexes 4 parties réelles positives; toutes les 
autres quantités qu'on rencontrera dans nos formules seront censées 
arbitraires, si l'inverse n’est indiqué explicitement pour chaque formule. 

L’inégalité telle que R(m) > — 1 sera écrite simplement m > — 1. 

Les mémoires principaux qui traitent notre sujet seront désignés: 
le premier mémoire de M. H. Weber au tome 69 du Journal fiir 
Mathematik par (a), le second mémoire du méme auteur au tome 75 
par (6), enfin les deux mémoires de Hankel au tome VIII. des Mathe- 
matische Annalen par (y). 

' Enfin rappelons qu’on a 


a 1 : 2 a: VA 9 
J r@=V -cosz, J? @) =} — -sinz 
’ uz be 


et que la limite de /z - J™(x) est finie pour = oo, quelque soit m. 
32. La formule (69) peut s’écrire 


m m - - a 
x r >. OF . 
J™(q2z) = i * sills —, u=k+ri, m>—1- 


7 yeti ? 


—@ 





Partant de cette formule on trouve aisément a l’aide de la méthode 
mentionnée 


ao 
@, -f. m (qx) + e-*® . amt! da 
0 
= u 
a 2 dr “G4 2u © weit dz: 
— Qa yet ’ 
—2 


mais le choix de la constante k dans l’expression de J™(qa) étant a 
notre volonté, nous pouvons évidemment lui attribuer une valeur telle 
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que R (h 4 f) reste positive pour toutes les valeurs possibles de r, 
ce qui réduit l’intégrale prise par rapport a 7 a > a 
(}+30) 
2u 


D’aprés cela nous pouvons écrire 


ao 
a : 
a as Thm-qg™ 1 Gene _ 
eo. gpm! 2a (u+ ¢ cs 
2h 
ev 
—~ 
?° ‘ 
ea 1 ? 
== nmi a ge m+1 ? 
(u+ 2h 


et si l’on donne & & une valeur telle que R(k+ £-) > 0, on pourra 


2 > — —s 5 
remplacer u +- 4. simplement par uw, ce qui réduit l’intégrale a 
1 


———+ Done 
2” Tim 


2 


me 
aad m>—l, (ex), (y). 


™ 


(2 h)"” +1 e 


@, ie fo (qx) es enh ” gm+i dx = 
0 


Cette formule est fondamentale dans l’étude qui nous occupe. 





: , k+ri u 
33. Posons dans la formule qu’on vient d’obtenir h = - tet =, 
au a2? 
. . — . = a ae 
et aprés avoir multiplié le résultat par ~—e agi intégrons 
at U 


par rapport 4 r entre les limites — co et + co- On obtient pour 
m>—1, n>—1, 


on 


. 2 az 
1 “ta "va 4dr 
™ . oymti hace ? 
fi (qx)- x da i fe aati 
0 “we 


Pau atts) 
aioe gqvan! " 1 : e 2 2u ef: 
Qa ymtnte ? 


—D 








ce qui se réduit en vertu des formules (69) et (70) & ce qui suit 
3* 








36 N. Soniye. 


@, -f. m (qa) - a+! J*(2)/a?— 22) - (Va?—a?)" dx 


pert (aVge+e) 
(Vep-ayett ’ 


ou encore, en posant % = a cos g, 


= qn+a+i q” gn 


a 


2 
oO, = [am (aq cos mp) - J"(az sin g) cos”+! » - sin"+! m - dp 
m, gh Sranns (aVq +2) 
a Veet) tet ’ 


q 








m>—1l1, n>—l1- 


34. Si l’on divise l’intégrale @, par 2” et qu’on pose ensuite z= 0, 


on obtient 


g*' ; — 
itsiniall (a9) as ‘2"Tin- qghtett faa) gmt (a? — a7)" dz, 
0 


m>—l1, n>—1- 


Posant a= 1, m = -- 1 et remplacant » + - par ” on trouve la 


9 
forme ordinaire de la fonction cylindrique, communiquée 4 la fin 


du No. 26. 


Pour » = 0 la formule de ce No. devient 


a 
m+1 pm+i1 ~ 
7 z OP we / J™(qv)-a"tidxz, m>—1- 
0 


_ 1 
35. Posant dans l’intégrale a, m = — 


1. 
; et remplacant » + = 


par m on obtient 


na 
2 


; 1 1 
J cos (aq cos @) Fs (az sin p) sin” * = gdp 
f} 


a = pt TTD) 
2a 


1 
(Ve@+2)™ > eo 9” 


ce qui peut s’écrire 





7s 
d’ou, 


au—- 


on ¢ 


Fort: 


effec 
il 8’ 


stitu 









in 


ro) 
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n 
- 1 ‘oi Es 
f erricosy J” 2 (ag sin @) - sin 3 gdp 
0 
2. woe IMaVEFA) 
=e os (Vg? +22)™ 


dot, en posant qg=—1’A—wcosy, 2=—wusin p et remplagant 


1 
1 ing)" 2 
Ye J (az sin 9) par ae al px eiaesin P cos ¥ gjpj2m—1 yay, 
)e 


1 
; m>— > 


Vx .2"~ 2 T(m—1 
0 
on obtient la formule suivante de M. Gegenbauer (Jahrb. iib. d. 


Fortschr. d. Math. VIII.): 


J™ (aVi®—2iu cos y+u*) 
(Vit—22u cos y+p?)” 





nm a 
qa” ° tind a : ; E . 
SS. ae d ew [Acosp — (cos pcos yw —sin — sin ycos Z)] sin?’—!@sin?"—1 y dy- 
ore | vf ? hen 
0 0 


En substituant encore les mémes valeurs de qg, 2, multipliant le 


1 
m+ —> 2 
résultat par sin ~ o~dvy et intégrant par rapport a y entre les limites 
Q et x, on trouve 


4 na 
° 1 1 1 
: , ate ; rn— > 7 " . a— 
_f essomnsin ' vag fe cnmownng * (ausinvsing)sin * wdy 
0 


|- 


~~ 


mn 


—— 1 
/ R— << m 2_ 9 > es ; 
=) ~ ‘ u 7 # (aVi® -2Ap cos pm ) sin?” wy dwp- 
a (Vi2—21 4 cos p+ uy)” 


Mais l’intégration par rapport & y au premier membre peut étre 
effectuée au moyen de la premiére formule de ce No. et lintégrale dont 
1 


il s'agit sera égale a yy = sin. * Q: uo? J™(aw). Done en sub- 
stituant et remarquant que l’intégrale par rapport & m s’exprime aussi 
par une fonction cylindrique, en trouve finalement 

J™(aa)- J™(au) 


a 








(Vi?—22y cos p+ u*)” 


Vx -2™T1(m — - 





a aa y™ J™ (aV2—2iw cosp+ut) .. » - 
af ern ore 
0 








a aa 
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Cette formule est également due &4 M. Gegenbauer (Jahrb. ib. 
d. F. der Math. VII, 303). 


> ” , a Soe a , ° 9s 
36. Posons dans ee oO h= = aera? multiplions 
le résultat par ra a. Fi et intégrons par rapport a 7 entre 


les limites — 00 et co- On obtient, en admettant gq—=b, n>m>—1, 


Dn 


. 7 au a(x? + 2") j 
1 > - a ar 
, tide. a... 
frm) -a@tidax a fe yeti 
Pr e 


—® 


a) 
m ql # =e “ of 
ated b Shes 1 e 2a 2u dr E 
a” +1 2n ym 


—2D 





Les deux intégrales prises par rapport & r aux deux membres 
s’expriment au moyen des fonctions cylindriques en vertu des formules 
(69) et (70) et le résultat final sera 


J J 24 7 
oe = fare gmt webete ) dx 


oe ou ("= Bb 


n 


a 





n—m—tl 

) J»—™-1(¢VYa?—b?) pour a> b, 
o,=0 por a<b, n>m>-—tl- 

Posant z=c, Yx?+c¢c2? —y, on obtient une autre forme de 


Yintégrale @,: 


ft 


oO, = ri jm (b y y? — — 2) (Vy? — ec)” da 





b™ Var— n—m-—1 =~ 
a ( c ) Jn-™—'(cV¥a?—b*) pour a> b, 


o,=0 por a<b, n>m>—l1- 


37. Divisons l’intégrale @, par b” et posons b=0. Cela con- 
duit & ces deux formules 


m-+-1 .n—m—1 J” 
Z J" (aV2e+2 ) gent 


n—m—1 aan a ede 
J (a 2) 2” TI m Vette y 


da, 


an+ii.n—m—t . n 
J*—"™—1 (ae) = ae , J™ (ay) (y2—c?)™dy, 


2" Tim os 


c 
—l<m<n>2m+4 5 








obti 


J™( 


Ani 


2m 


@ = 


La 


4° 








iib. 


ons 


itre 


pres 
ules 


de 


sOn- 
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be 1 
Posant en particulier » = — 


et remplagant m + + par — m on 


obtient ’ 


Sa) 


gm+t am sinay-d 1 1 
J™(ac) = —— . —_—oe 7 a a —>;<m<—- 
Vx-T1(—m— )a™ (yt— ot)" tt - 
” e 


c 


Pour m = 0 cela reproduit la formule de M. Mehler (Mathem. 
Ann. V, p. 141), (6). 

Divisant la premiére formule de ce No. par 2*—™—! et posant ¢ = 0, 
2m—n-+1—q, on trouve 


an 


nere—! 
ac m wd : os 27 2 " 1 
as ae [o (a ©) +364 dx — ait m4 se ? q = 2? n+q+1>0, (a), (7). 


0 


La seconde formule de ce No. donne pour m = 0 


n—l n 
J (ac) __ vs it “> : $ 
ac— 1 ie 2 


c 


38. Posons z =O dans l’intégrale w, et l'on obtient 


-/ “I(x In (ax): ). grate = Res (a? — ll ee — palin = b, 
a® 9m ITT (n—m—1) 


0 


;=0 pura<bs n>m>—il. 


‘On n’a connu jusqu’d présent que quelques cas trés-particuliers de 


cette formule importante, 4 savoir: 1°, m= — 4,n—0(B); 2°, m=—0, 

= (8); 3°, m= — 4, n=} le facteur discontinu de Dirichlet; 
4°, m=0, n=1(8). Généralisant un peu ces cas particuliers on 
tire de la formule a,: 


2 BR n—4 
mas— +s z 02) 008 ba dx = 12  — pour a> db, 
- a" (2a) TT (n _ = 


0 
=0( poura<b; n> alin 
1 , Vx: (2b) m 
n= 43 J" (ba)-x"-sin(ax)daz = —- 
2? / ) n (—m ei 1)@- py tt 


0 


pour a > b, 


= 0 pour a<b; 5 >m>—>: 
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n=m+1; a= [ In(a)-To (ax)dz = a pour a> b, 
a 
“/ 
@,=0 pour a<b; m>—1. 
39. Remplacgons dans l’intégrale @, h par h + se et apres avoir 


au 
multiplié le résultat par ae" te intégrons par rapport a 7 entre 
= u 


les limites —oo et co. On obtient ainsi 


Zz ra 
au ax 
» A — dr 
m . m-+1 p—h2* , 2 2u 
J (qx) Zz € ta é yer 
ea 
v0 —@ 
Dn 
“eo 
au ¢ 
2 2a 
in q" > ae u - _ ae — 
2a a \rrl 
(he a =} 
ey 2 
—@ 


Le premier membre se réduit immédiatement a 


J J™ (qx) I™(ax)e—**xdx; 


0 
quant au second membre, il se transforme en 


0 





a a ag 
Ft+a 2 (u + a bd nag a 

eo fit , wees) a 
as ae; e Th) , 
opti 22 a \m+1? 
(2h) (w ) 

+ 2h 
— @ 


et comme il est évidemment permis de remplacer sous lintégrale 
a . - * : . 
ut a simplement par w, ce qui équivaut & un changement de la 


constante & qui entre dans w—k-+ ri, le second membre se réduit 
2 


2 a 

. mee yoy a 

finalement ie “™ gn(42). Done 
2h 2hi 


“m e+e 


) 
n . m . —hz? + eee > ae m aq 
o,— f Ing2)-J "(ax)-e**xdiu= 5, ¢ a (*.), 
0 


m > —1, (a), (7). 


ll est évident que la formule reste vraie lorsqu’on change a en une 
quantité quelconque p. 








dév 
les 


La 


Me 


ou 


ob 


e 








oir 


tre 


rale 
la 
luit 


une 
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40. La formule qu’on vient d’écrire conduit aisément a deux 
développements des fonctions continues en séries procédant suivant 
les polynomes entiers de la variable. 

Le premier de ces développements s’obtient comme il suit. 


Posons h=1, 2 =y, a= 2iVr, g=2i/ps et désignons 


_ J™(2iV ry) 
en = == My, (1, Y)- 
(i Vry)™ P ( ’ y) 


La formule @, prendra la forme 


Be 


mY qe Y 4 a mA x 7” 8” 
J ” a(t) Pm (Sy)dy—=" (i Vrs)” Da TI(m +n) 


0 


Mais en développant 9,,(7, y) suivant les puissances de 7 on trouve 
Pn ("5 Y) => Ty, (y) 
n=0 
ot 
1” - n in y"—! 
m~ TinTi(m+n)TO Th(w—1)T(m+n—1)TT1 
grat 
+ TH —9) Tim-n—a) 113 
Donec, en substituant les développements de @m(7,¥), Pm(S,y), On 
obtient 
perty" T"(y)-T" (y)dy =0, (n, différent de n), 
0 
on y" n n ee 3 oe 
fet TY) TY): dy = TT nTT (m--n) 


0 


Les polynomes 7” (y) possédent les propriétés suivantes 





ari n 47) 

- (m+ n.+ 1) — I = 
ck oe 
yy iw d 1 y” ? 

y 


et satisfont & l’équation différentielle du second ordre 


@T,, (1. 2285 = = 4! n i 


y 
Pour développer une fonction f(a”) en une série de la forme 
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f(z) =a, 7% (2), 


multiplions ce développement supposé par ¢ “2” 7" (x) et intégrons 
depuis 0 jusqu’a co. On obtient 


al, = TIn ° TH(m-+n) | f(a) . e "a". m Ty (x) « 


Un des développements les plus importants de ce genre s’obtient de 


la formule @,, lorsqu’on y pose h=1—k, w =y, y=2iyr: on 
obtient 
” - 
"<5 
ae ¥- ym gn(r, ydy = —*—*, 
— ) 7 


e 
0 


dot l'on conclut 
D 
. Kk 
ky .e7 Ya”. 7" 
} € ¢ y 1 m (y) dy = Tl n a(1— _Kyntntt 4 


e 
0 


et par conséquent en vertu de la valeur de a,, 
r= @ . 
. Tl(m-+n) hk" an > 
ky — = 
ey — > a—Knreti T’ ty), Rk<1. 
n=0 


Cela nous fournit la fonction génératrice de TI(m-+n)7” , en posant 
k it 

—- = &@, savo 

iF = & savoir 


ay 
e y n= @ 


1+ = hs 
apeyrh aa TH (m--m) + T (y)-@". 
n=O 


La méme formule développé suivant les puissances de k donne 


n—1 ™m—2 ) yl ) 
y" Tn ( “ fa (y) ta (y ve -m\9) | 
Tin-Ti(m-+n) 7 TT 1 + TT2 7 , Tin 


41. Revenons encore 4 la formule w, et posons-y h=1, a=2ri, 
q = 2si. On aura 
a 


7 a 2 > 
afes. -g2mtl ,, (2, 2?) - @m(s?, w)da = + (27st) — 


3 
" (r si)” 
0 


Supposons que 2m-+ 1 soit un nombre entier pair ou zéro et écri- 
vons la formule comme ¢a 








On : 
par ‘ 


sil 
Ud 


ou, 


La 
ou 


et « 
on 


ou 


sic 








it 


bie 
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wo 


s 
J cP a8H py(0%, 2°) - Pm (8,02) dar = 


—@ 


J™ (rst) 
(rst) 


On aura aussi en remplacant m par m+ 1 et multipliant le résultat 
par rs 


D 
, Pr J™* (278%) 
—z? . 2 2 . agin 
fe 241. Fn gs (12,2) +S LPm4s (S?,2*) =r s (reat : 


—@ 


Si lon ajoute ces deux formules on obtient un résultat qui peut s’écrire 


2 
a 


feet e828) +12 Peg 2) [Pn 8% 0")+84- gs (Sh ")] da 


—@ 
_ J™(2rsi) 4+ J™ (arse) 
(rsi)™ (rsiy@tt ? 
ou, en posant 2m + 1 = 2e et dés*gnant 
Pn (1? 2?) + 1LPm4i (7, x?) = O,(7, x), 


eo) 
. 


e—} (Aye? +4 °o 
_f ceeesey2)-@loayae an FT 5 9g Z (218i) 
(rei)? 4 (rst) +h 





—-@ 
La fonction ®,(r,x) se développe en série toujours convergente 
rw 
ne 
®. (7,2) = 7 Us («):r", 
n=0 
ou 


Ur" (2) =I", (2), UN al?) 


1 
2 


et en substituant les séries ,(r, x), ,(s, x) dans la formule précédente, 
on conclut 


aD 
. 


fe* - ae U" (x) - UN(xz)da = 0, nm, > 0, 
, ae ae U" (a) - U" (x)daz = m7 Smet +e 


n 


ou (“) désigne l’entier de > - 
Les fonctions U; coincident avec celles que M. Hermite a con- 
sidérées au Comptes rendus 1864, t. LVIII, p. 93. 
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42. Revenons maintenant & la formule (54) pour en obtenir une 
autre qui nous sera trés-utile immédiatement et dans la suite. 


Posant dans la formule (54) x = hi et remplacant ensuite h par 
xh on trouve 


x oo 
: * ah 1 
. . 1 . in 
id" (xhi)=— [ermrennaia—sinns fc a C+) | 
8 
1 


0 


et encore, en changeant » en — n, 


if 4 i o4(,41) 
*J-"(thi)=— | cicencoenedessinna fc ect. srds |. 
e 
0 


1 


Ces deux formules fournissent par la soustraction 


awh 1 


sinnx 
1 
Mais si l’on écrit séparément les deux termes du premier membre et 


qu’on transforme le premier terme en posant 7s = 7, le second terme 


en posant *. =r, on obtient la formule dont il s’agit: 


‘ h x“ n 
fe g (+7) r—dr =5 {inJ—"(xhi) — i-"JI"(xhi)\. 


1 i : 
Pour n = — ~ et n = ~ elle donne les formules de Laplace 
x 
r. § ) —_ 
eq (r+ = dr as 1 y=. enh 
. rVr x h ; 
v0 


. 
—S(r+") ar h 
e -~_= V5 Eth, 
Vr ’ 
e 


0 


Pour » entier on détermine la valeur du second membre selon la régle 
ordinaire du calcul différentiel et l’on trouve 


rol (r+*) , ' 
.* rt dr = (vif {xid™(xhi) — Y"(xhi)}. 


0 


43. Remplacons dans l’intégrale w,h par Ld et aprés avoir mul- 





tipli 
rap} 


OO, : 


@. | 


don 
par 
Ri 
inté 


@; 


Ya 








ne 


ar 


et 
me 


gle 
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hr hr 
: Led s : a d out 7 : s 
tiplié le résultat successivement.pare 2 Wr ,e* intégrons par 
rVr r 


rapport a r entre les limites 0 et oo. On obtient ainsi les deux formules 


’ 1 
T(m + = oc ae 
@. = [aasjete dz= —— ___ (29) 4 } m > —t, 


(gay 
0 
2 1 
TT (m + ny m 
@, = J J™(qx)e—*a™H dr = ( 2m ee » m>—tl, 
: Vn gett 


0 
dont la seconde s’obtient de la premiére au moyen de la différentiation 
par rapport a h. Ces deux formules ont lieu seulement lorsque 
R(h) > +d (q) comme cela est nécessaire pour la convergence des 
intégrales 4 la limite supérieure. 

44. La formule @, posséde une analogie manifeste avec la formule 
@,, surtout lorsqu’on la réduit 4 la forme 


J” (px) JI™(quje—"** ada 


* p+q—2pat 
p™ q” 1 =F = ee 1 
rt he 1 ony e . (1—#) b dt, m>—~ 
Vx 2" TT (m — a ) (2 ) “ 
2 ° 
== 
Cela donne lidée de soumettre la formule @, aux mémes opérations 
qui, appliquées & @,, ont conduit & @,, @,, @,, @,. 


cu ce 


—_— wu + as a ee dr : 
Ainsi en posant h=,~, multipliant par oe wnti et in- 


tégrant par rapport & r de — oo jusqu’é oo, on trouve 


Wy =f snp) -J™ (qx) +d” (¢ Ve —z*) (Ve - a)" dz 


1 
pagns eter pict (c Vt + p*+q?—2pqt) 
“i 2" TT (m — 1 =e (Va? + p* +q*—2pgier 








(1—#)"—td#, 


m>—-+, n>—l1. 


On obtient de la pour n =0, z=0, en différentiant le résultat par 
rapport a ¢, 
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1 
. 
mpm Mm y™ (cVp? +q@—2pqt), m—4 
J™(pe)J™(qe)= Ppdqe [ a : ‘ (1—#*) dt, 
om oil t)” 
Vn2 1(m—=) (Vp*+ q?—2pqt) 
_" 
hind 
ce qui est la formule de M. Gegenbauer déduite au No. 35. 
45. Posons maintenant dans lintégrale @, h = 


cu c2 
P -—. ae er 5 
le résultat par =—e*® *”“-——_- et intégrons par rapport a r entre les 
Qn yr 


c + ys 
a multiplions 


limites — co et co. On obtient, en supposant p—=a, q=—b, 


: J” (cVat+ 2) 
= e m jm =. 
QO, = (ax) J™(bx) Wate)" xdx 


. 
1 


= a®™ bo *@ gr" +1 


- iy [It (Vea — P+ Balt) 
Vx 211 (m ae ) 


>< Wea PP Rab—" 1h, 
n>m>— 2 ’ 
ou 
a= 1 pour c? < (a—b)’, 
«= CHM pour (a—t)? << (a+b), 
a=— 1 pour c? > (a+b)’. 


Pour z=0, »=m-- 1 on obtient, en multipliant la formule par 
em+! et différentiant par rapport a c, 


5 =: m(ax)-J™(bx)-JI™(cx) 2 
: x 


__ [(a+b+e)(a+b—e (b+e—a)(e-+a—by)"~ 2 in 1 
— Va" (m a3 a om ’ 2? 
= 2 


ou @,, = 0 suivant qu’on peut former un triangle ayant pour cdtés 
a, b, © ou non. 
Pour c? = a? + b?, 2 =0 la formule @,, donne 


D 


I" (ax)I™(ba) I“(aV a+ b?)-22. - sit es 
" ae (Va?--b2)" . 2" TT *te— Te 
0 


n> m>— >: 








aut 


Oe 


a m+ 


ott 


Cet 


elle 
con 


obt 
de 


J m- 


on 


Ma 


for: 









ir 
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46. Les formules que nous avons développées conduisent a plusieurs 
autres souvent trés-remarquables. 

Multiplions l’intégrale w, par bf(b) db et intégrons entre les limites 
0 et c. On trouve 


amt f Fmt (aa) dz | {(b)-J™ (ba) -bdb —| bet! f(b)db, m>—1, 
0 .U 0 
ou @ désigne la plus petite des deux quantités a, c¢. 

En différentiant cette formule par rapport & a, on obtient 


‘ . f(a) poura<e, 
fo (az)2dz f{ f()-J (b2)-babm} pourra>c; m>—1. 
0 


0 


Cette formule a été établie par Hanke! pour m entier, Pour m = +- : 
elle reproduit les formules de Fourier. 

47. Soit dans la premiére formule du No. précédent ¢ > a et par 
conséquent « =a. Remplacant J”+!(az) par son expression que l’on 
obtient de la formule du No. 34., lorsqu’on substitue m -—- » au lieu 
de m, & savoir 


a 


n+i 
Jmt(q 2) as x 7 [am (xy) . yn—nt'(q? y?)” dy, m+1 >n> ‘, 
2"TIna"™’. 
0 
on trouve 
J bt f(b) db 
0 
= a amide ( Ju- (xy) (a®@—y?)"yr—"+! y fro) J™(ba)bdb. 
2” n 
0 0 v0 


Mais l’intégration par rapport & aw peut étre effectuée au moyen de la 
formule @,. qui donne par la substitution de m — nm au lieu de n, y 
au lieu de a, 


DP 


‘y m 2 p2—n—1 
J™(ba) I” "(yx)atida = b (y*—*) 


aie g—n—-l TI (—n ga 1) 


pour y > b, 


=0 pourry<b;n<0,m>—1. 


Done en introduisant cette valeur dans la formule précédente et posant 
bv +1 f(b) = F'(b), n = — p, on aura 


1 Y 
F(a) — FO) = 2? {ayy ydy [ FD (y* Vdd, O< <I, 
0 0 
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ou encore, en posant y=az, b= yt, 
1 


1 
F(a)—F(0)=*" Ee [- SV iwrs 0 < p < 1. 
% 


a—ay? J (—ei-P? ’ 
0 





C’est la généralisation, d’ailleurs conuue, d'une formule célébre 
@Abel qui sobtient pour p= > 

48. Multipliant la formule générale @, respectivement par f(b)bdb, 
F(a)ada et intégrant par rapport 4 b entre les limites 0 et c, par 
rapport a a@ entre les limites ¢ et oo, on trouve, en supposant toujours 
n>m>—l1, 


D 


(oon (Vee) ; 
of Yaga Pde [FOI oaybar 
0 0 


‘s /72  pe\n—m—l 
-| {(b)I"-"— (2 Va? —b?) (’ = ae : ) bettdb, 
0 1 








* m m+1 e 
I : Va - J F(a) J" (a2? +2) ada 
0 e 
- n-m—l1 
a= m (Fo J n—m—l1 (2 Vae =e b?) (r=—*) 22 ; 
" a 


B 
oi a désigne la plus petite des deux quantités a, ¢ et B désigne la 
plus grande des deux quantités b, c. 

Posant ¢ =) on trouve deux formules moins générales. 

Pour les déterminations spéciales des fonctions f(b), F(a) ainsi 
que de la limite ¢ ces formules fournissent une foule d’autres qui ne 
contiennent plus que les intégrales simples. 

Il faut choisir pour cela les fonctions f(b), F(a) et la constante 
e de telle maniére que les intégrales 


roa (bx) bdb, [ror (a/x?+2*) ada 


puissent étre exprimées en termes finies au moyen de fonctions connues. 
Les cas ot cela réussit sans que l’on donne 4 ¢ une valeur spéciale 
sont ceux que nous avons considérées dans la section précédente; ceux 
ot ¢ a une signification spéciale sont 4 chercher parmi les formules 
de cette section. 
49. Le cas le plus simple est celui qui correspond a f(b) = b”, 
F(a) =a-~". On trouve en ce cas 








Y 








a la 


insi 
| ne 


ante 


jues. 
ciale 
ceux 
jules 


= b”, 
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on | GE eae JI™+ (ex)a™dux 


2\2—m—1 
= q-"*e-m1 fare -1 (z Va —}? b*) (y= —b ) U2m+1 db, 
n>m>—l, 


Tl (car 
kage -f? ree J™(b: r ) gm+l oy 
0 


a n—m--1 
= pm er- [a m— 1(y fat—b?) (fe =) i ¢ 
B 


~<n>m>—1. 


Supposant ¢ > @ dans la premiére de ces formules et transformant 
l'intégrale au second membre par la substitution y = /a?— b?, on trouve 


aah, " (a Vat +22) 
Ts +2?) n 


2" Tim J” ( (az) 
Gee 2” ? 








) Fm (ex) am dx aun 


un>m>—l1, c>a, 
d’ot Yon tire pour z= 0 


’ : 2” TT m a” 
0 
xa>m>—l1, c>a. 
La formule @,, donne encore pour z=0, ¢c<a 


DL 
° 


J J"(ax) J™+! (ex) am-"dax 


“er 2h 1 R2m+1 
= "IG mo (a*§—b*)>—=—! Pet! dd. 


— ‘ 1 as 
Le cas particulier correspondant 4 m= ——, n=O a été re- 


marqué par M. Weber (6). 


Supposant b> c dans Iintégrale w,, et substituant au second 
membre /a* — 6? = x, on obtient 
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a= ‘(cVat+y*) m m+ 1 
-f%5 Wapyrt J™ (bx) amt da 


p” ce"! ao es a"—™ da 1 
ms nai ' (ya) (a+ be)" ? 2 <na>m>—l- 
0 


- 
L’intégrale qui entre au second membre s’exprime au moyen des 
fonctions cylindriques, comme nous le ferons voir tout-a-l’heure. 
50. Considérons |’intégrale 





DR 
; J™ (bx) a™t dex 3 
on= f ert? —lim<2n+ 5, 
et remarquons qu'on a 
ho \ntt u 1 ‘ —(4+>)9 4 
(az x)  (h n+l Tin é y” dy: 
+5 . 


0 


En vertu de cette formule l’intégrale @,, se transforme en la 
suivante 


® nD 
: 7 yx 
, — 92 
= —- La fom y” ay fo (bz)e * am+tdz, 
0 0 


ou, en effectuant l'intégration par rapport & x au moyen de la for- 


mule @,, 
wr 
Eo pm—* —h ery - 
stig, | ° SE at 


0 


a 
° h ie 
iby res gr ml dz: 
1h, 


0 


Done en vertu de la formule du No. 42. 


i * 7™(b2) a®t'da 
@ a (a? ney"! 
0 





ab” _ 


fl si cit —____. {4 8#—m_ Ju—s (bhi — gm—n Ju—m (bh 2) 
) 


"+! TT. sin (n—m) x 


n>—l1, —l<m<2n+4, 














les 


for- 
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et lorsque » — m = nombre entier 1, 


* m0: 4 m-+-1 d prt p—! 5 ‘ 
J ee oes {xi J'(bhi) — Y'(vhi)} - 


Cette dernitre formule a été établie par Hankel pour m entier. 
D’aprés cela on écrira 
— ie “‘ (cVa?+-y*) m m1 
of Varyt J™ (ba) am? dx 
ac" ‘y y” m J—m —g—m Jm 
es monger ti oer ’ (byi)} » 
b>, ~<2>m>—i- 
51. Posons maintenant f(b) = b" J? (q/c?—b®) (/e&— B®)’, F(a) 


= a-"J?(yVa?—e) (Ya? —c*)” et Yon trouvera en vertu des formules 
@, et @,: 


I"(aVaER) I"+P+ (Var EG) 
ian 2m-+1 
a f Vit + 2?)” (Vat+qmtett x dx 


== Jf jrz—m— \(g Var— ail yra.i ‘nats ‘ Je(qV@= — J?) 


ax<c, n>m>—l, igi 


fo-more=w (2) ove SY I 


x 





= fa P—(¢//r2— y’) ee ay int Inb/roe ’) (2) i. 


c>b, y>a, n>m>—1, n>p>-—l- 
La premiere de ces formules fournit pour z= 0, gq = 0, lorsqu’on 
remplace m-—+ p+ 1 simplement par p, 


f sas - J? (cx) a2m—"—P+! dx 


9?m— n—p+2 a~"c~? 


= TI (nm — m—1) TI(p—m- ao fe b?)*—™—1 (¢2? — f?)p—m—! B2m+! db, 


a<c, n>m>—1, p>m>—l, 


4* 
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od Vintégrale au second membre s’exprime par 
1 Thm-TI(n—m—1) baciiiass = a2 
a - a@* e—? 2 F(m—p+, m-+ 1, n+1,%)- 


52. Soit ¢ = oo dans la premiére formule du No, 48., ¢ = 0 dans 
la seconde. On aura 


P I" aA) m-+ 1 [i m 
wf Garay Tee J (OOo) -bat 


* —- : ne—m— 1 
-f f(b) 4 J»-™-1(¢/a?—b?) (t2*) pm+! db 
o 


n—m—1 
-f Va Hay (VaR B) LOO gems, 


n>m>—i1, 


m m-+1 ° 1 
5 —Verey id F(a) In(aVa?+c) - ada 





. a n—m—1 
= hb fro Jom (Va —B) (1 — ) =. 
e a 
6 


“rr V22 b2 n—m—1 
(Ve+e) J Sees (cz) a— "dz, 


aus att 
(VatTe)y" con i 


5 <n>m—1- 


2 


53. Soit f(b) =e “~ On aura 
{ I*@Vat+e) e—ha® 9 2m+1 dy 
, (Vat+ 2)" 
a vo m—1(g/Vq?— b b2) (ae BN ae yams lb 
a” (2hy"tt ¢ ? 
0 


~a>m>-—tl1, 


et pour z= 0) 








d’c 
ra 
co 


2] 


ad’ 
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aD 


). f sr2) e— hx gem -n-+1 dx 
v 


a 
as 1 ~ s 
, 4 = sealiaiasiastal ree a 4h 2 .2\n—m—1 v2m+l 
= — — e a? —x x dz 
2" TT(m —-m—1)a"h™+! ( ) , 


0 





un>m>—l1- 


J? (cVPF@) | 
S it an am 
of LO) Ee? 
n>m>—1l, p>m>—ti, 


On trouve, en supposant 





lb 
7 a yp —m— Ve—a oe m . 
0 
. yP (cVie+ yes Ve— n—m—1 > 
mor f PEED a= 160) (CP) wats a, 
dot, en posant p=m+1, gq=O0 et différentiant le résultat par 
rapport & ¢ on retrouve la formule @,. Ainsi cette derniére est la 
conséquence de la formule @,. 
a Sines 
—1 Soit f(b) = J“(bqi) e ** On obtient pourz >m>-—1, 
I (aVeE eR) 
gm Qh x eahe gmt dx 
J? Waa (2hqx) 
0 >. 
ee A — = 3 wa —1F 
= —___ J»—™-1(z/a?—b?) (! —— ) JI™(bqije Yeti db, 
2hi™ a” é 
0 
Wot pour z=—0, 2hqg—p, 
Jf J” (az) jm (px) ea he’ gent dx 
5 
 . r Be 
lb, e 4h bpi ~ th: 2 
‘ana a — bv? n—m—1 peti db . 
gn— “—™ TT (n—m im 1)i \ em, ah fo =F ye (a ) 


0 


Soit f(b) =e-**-b™. On aura, en supposant toujours n>m>—1, 
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° I" (Vater) ait! dx 4 
(Va?+2)" (a?-+-h?) m+} 


0 
a 
—_ ~ . J-"—1 (g/a?— b?) (re Sa e- hd BIm+1 lp, 
oTt(m 44 1 Jar h 
0 
dot pour z= 0 
[ ee. ee. 
Py, - (at ney"* : 
0 
a 
aa + 
Vx 


aan . ‘ e~he (a? ae 57)! Geet db. 
1 
2” TT (nm — m — 1) TT( m+ *) ah 
7 0 
, 1 
On en tire pour m= — -~ en remplacant e—”? par ' 
Cae cme ghd _ gh 


———,—— et posant b=ay, n> — : ; 


» » 
- - 


‘I™(az) de 
a” a? + h? 


0 
1 
° 1 
n ae 8—F 
mo Toho __Ve se? _ ff (gsty_g-evy(i—_y’)* dy. 
(hi)” ght TT (n — =) h 
0 
Un cas particulier (n = 0) a été caleulé par M. Weber dune 
maniére inexacte: dans sa formule manque le second terme ((f) § 2., 
form. (15)). 
54. Considérons maintenant quelques cas particuliers de la seconde 
formule du No. 52. 
i fe ans ae J? (yVar+¢@) 
Soit F(a) =a Verge? 


en vertu de la valeur @, 


; ; wh : a n—m—1 
— * (yVa?+-q@) J"! (cy a?— b?) (= = e) ada 
7) 





ol p>xn>—1. On obtient 


(Va?+q*)” 
V¥-4 p—s—1 
mye f te q/pae— a) (FY 88) peta, 
0 
pour y>, 


@,,=0 poury<c, p>n>m>—l- 





réc 
on 


ce 


et 
m 






















db, 


‘une 


} 2., 


ynde 


tient 


4dz, 
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Liintégrale @,, ne différe essentiellement de l'intégrale w, et se 


réduit & cette derniére par la transformation « = Ya?—b?. Si donc 
on calcule sa valeur selon la formule @,, on obtiendra, en remplacant 
p—%”—1 par une seule lettre » et supposant y > ¢, 


( VyR—e io Jutmti (Verte i Vy? —e) 


Ve+¢ 
Vy—e 
= | rurr=e —c?— x?) )( 7#=#—# oe) att dz, 


ce qui n’est autre chose que la formule @,. 
Soit F(a) = e~**a"-!, On trouve en ce cas 


. oi 2. pA2 \2-m-1 
0, = J J" -"— (eV a? — b*) ——s e~"¢«da 
% 


n 
at ' nt - 2) "7" bx) yet dx 
pe (at -he-per)"t 2 


et comme l’intégrale au second membre s’évalue au moyen de la for- 
mule @,,, on aura 


DD . 
2. pe \w—m-1 
oT = frere — b*) (fe—# . - ) e~** da 


y 5 m-4 2 3\"—- n+} m—n r—m— 
my = EOE {ott ge gaye 


2 “Cos (n—m) 2 
Bee $s hivyitza}, 


d’ou en particulier pour ¢c = 0 


2 
Q,7 = J e—ha (a? — hb?) da 
6 


r—ri— 
» 
2 


3 —m— — 1 
211 (n —m—1)Vx db" 4" ory 


cos (n—m) x 


{ - nt} g” "46 h i) 
ret ona}. 


Lorsque » — m — est entier, il faut modifier les formules con- 


2 
formément a l’expression de @,, fie ce cas, 


La formule @,, pour n =m +5 -a été donnée par M. Weber (8). 
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55. Revenons encore & la premiére formule générale du No. 48. 
et admettons ¢ > a, f(b) = J™(bhi). Puisqu’on a 


m-+1 we m-+1 = 
[ smoni) J"(bx) bdb= ™(chi)-cad™* (ca) —chid™™ (chi)-J™ (cx) 


ath ° 
0 





on obtient 


m a (aV: az) J m+-1 (cx) amt? a 
cd ony ff (Vatpet)" eth 








™ (aVet+2) J™(ex)a™t! dx 
—_ chid +1 ro f % Vere 2R a" eth oe 





=a-" f I= (bhi) Jo” (sak — Be) (VET pms ay 
; 


ao (hi)™ eaten ; n>m>—l1- 


Si l'on remarque que les deux intégrales au premier membre ne 
différent l'une de l'autre que par la valeur d’un paramétre, celle de 
m, qui est remplacé par m-+ 1 dans la premiére intégrale, et que 
lon compare l’égalité obtenue avec la formule (82); on est conduit 
d’admettre 


J” (a Vax? +2?) _ Tex) x emtlag 
(V+ 22)” a + he 








Gig = 


cd J" (aV2— h?) . ¢ ’ 
= Pain ma we ram (him {J—™ (chi) + Cnf ; 





ce qui, substitué dans la formule précédente, fournit 
J” (chi) Cngi + I” (chi) Cn = 0, 
dot Yon conclut 
Cm = — Gy + i-*™ J™ (chi), 


6, étant une fonction périodique de m(6» = 6m+1). 


56. Pour déterminer cette fonction revenons encore une fois a 
la premiére formule du No. 48. et posons f(b) = J—™ (bhi), en ad- 
mettant toujours ¢ >a. Si l’on remarque |’égalité 





on | 


et s 
de | 


pér! 
mal 
sect 


et : 








e 
le 
e 


/ I~" (bhi) I™ (bx) bdb IZ Chs)-cx I ™¥* (cx) + chi J" (chi)-J™(c2) 
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c 








a? + he 
0 
2sin mx a™ 


a(hi™ ah? 





on obtient 





ej-* (eniy fT eVaerr#) T™* (ex) a? (da) 
0 





Varta) a iP 
:J—m—t (eh) [ T2QVEEA) Ica) a™ ax 
+chid (ehi) Watpa 2th 
0 


a 


<a f Jj-m (bh i) Jn—m—1 (e/a? —b?) (=) wml dd 


& 
e 
0 


2sin mz J* (a Vat 2) gent dx . 
— a (hiy™ (Vat-+2)” a2 + i ~) n a m > _ 1 ) n > om— ¥ ; 
0 





et si lon substitue dans cette équation la valeur de @,, qu’on vient 
de trouver et que l’on utilise la formule (82), on obtient 
J"(aV2—1) ‘ 
Ve—-i)* = ”™ 


a 


= aq-* fo (bhi) J=—m-1 (¢7/q?—b?) ( doen ai bet db 


D 
2sin ma J" (aVat+2) owt dg 
a (hi)™ (Vat+ 22)” x + h? 
0 





Cette équation montre que 6, ne dépend pas de c; quant a la 
périodicité de la fonction 6,,, déterminée par cette équation, elle se 
manifeste par la transformation suivante. La premidre intégrale au 
second membre peut étre écrite 


J~™ (bhi ¥ 7 a? — b2 n—m 
— f 29 -d | Jn (2/a?—b?) (f=*) | 
0 
et se réduit au moyen de l’intégration par parties a 


=A a-acon(s)~ 











a 


_hi f T-4(Dhi) J” (eV —B) (YEP ym ay, 
0 





58 N. Sonrne. 


la seconde intégrale se représente comme 


J IVE) 2" (t+ h—W) dex 
(Va2+ 2)” a? + h? 


_ 2 (aVat+ 2) om—t — h? f T*(VeF A) ode 
-/{ Vepay 7 | Veep PR? 


ou le premier terme se calcule au moyen de la formule du No. 37.: 


D 


J ete) gemrl da — 2@TIma-" Jrx—m1 (az) 3 ieee 


D’aprés cela l’équation qui détermine 6,, devient 


J" (aV2— i) , ed 
(VF-FP f' ™ 


a af Jam (bhi) Jju-m (Va? —b?) ( rey -m ym db 


D 
_ tinin=ts fT Gret#) oo dx 
x (his"—* (Va?+2*)" eer 
ce qui prouve la périodicité de cette fonction. Nous allons démontrer 
maintenant que 6,, = 1. 
57. A cet effet reprenons léquation qui détermine 6,, et trans- 
formons la seconde intégrale au second membre par la substitution 


; 
1 bisit 1 —y(«+5) 


2 i a € dy ? 
we+h h h+ . 


h 


qui fournit 


ue I" (aVe + 2?) fat dx 
Oe) Vere" eth 
0 


Dn an 
ry . ” ™ Y > 
n 02 2 a dl 
=—+ e-*v dy : ae +#) e “ gmt dz. 
* (Vat+ 2)" 
0 0 


Mais lintégrale par rapport 4 2 au second membre peut étre 
remplacée par une autre, prise entre les limites 0 et a, en vertu de 
la premitre formule du No. 53., qui donne sa valeur égale a 





ou 


tro 


do 









trer 


AnS- 


étre 
1 de 
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pert ( Vat— tb \*—-™-1 - La 
a. - ae. n—m—1 2 2 Daan A 4y 2 m-+-1 5 
iy (e/a? —b?) = ) e ty J&m+i dh 
0 


Done 


a 


a ae n—m—1 
o = A fom (Va? —b? n{ Se Var—¥ e) bent! dh 








ou encore, en vertu de la formule du No. 42., 


se ah” f er" (e/a— i) ( — { pint (bhi) 


2sin mz-a"™, 
0 
ie. tm jm (bhi) } bmrl db. 


En substituant cette valeur dans |’équation qui détermine 6,, on 


trouve 
J"(aVe2—T?) 


— 6, 
(V2—h an 2)” Fic m 


—2m : ————" V 2 2 \ 2-—m— 
ae - / juni (2a? — b®) (- — ) "Jn (bhi) b=! db 


a 





0 


doi Yon conelut, en vertu de la formule @,, que 6,, = 1. 
Done finalement 


* I" (aV®E #) am (ca) 2" ** dx 


@ig = -_—— -—- — ne 


J Veep e+e 
0 


on B J” (aVz22—h®) (hi) { J-m (chi) — 42m gm (chi) }, 


2sinma = (Vz2— 2)” 


yn>m>—ti1, ace 





En multipliant cette formule par a”, et la différentiant par rapport 
& @ on sassure qu'elle a lieu pour n>m—1>—2.- 

Pour z=h la formule qu’on vient de trouver ne sera qe une 
généralisation de la formule @,3. 

Lorsqu’on suppose m entier, tous les caleuls précédents tombent 
en défaut, parce qu’alors il faut employer la formule (83) au lieu 
de (82); mais le résultat final sera le méme qui s’obtient lorsqu’on 





détermine la valeur du second membre de la formule @,, par la régle 
ordinaire du calcul aifférentiel. Done en ce cas 


} 
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on f% I*(aVee-e) J" (cx) a” dx 
(Va®-+ 2*)" a 


=> J” (abe —' V ) ™m m , oe, m 
~ 2(VeA—1 he)” - (hi) { rid (chi) Y (chi t) \. 


Cette formule pour z=0, m entier a été obtenue par Hankel. 
Posant dans la formule générale @,, m = +- = et différentiant les 


résultats par rapport & c, on trouve pour ¢ = 0, J entier 


J” (ax) se * cos (ex) dx 


ath 





Cis ; 1 5 
= = (hip"te-* J*(ahi), n>—Z, ace, 2Lon+ ; , 


2 


J” (ax) at sin (cx) da 
a” x t+ ht 


= = (hi? +"e-*. J*(ahi), n> — + a<e, 2l<n+ : . 


Ces formules ont été communiquées sans démonstration par Hankel. 
Dans le second mémoire de M. Weber se trouvent aussi les cas 
particuliers de ces formules correspondants 4 n = 0, 1 = 0), ainsi que 
le cas particulier de la formule générale @,, correspondant 4 ¢ = 0, 


1 
n= >, m=0- 


58. Considérons l’intégrale qui s’obtient de @,, pour z= (0, n= ™m, 


- * ym (ax) J™ (ex) a xdx 
a? + h® 


== pore {J- m (chi) — j-2m Jm (chi)}, 


2 sin m x 





et substituons-y 


e+e ~ 2h h 


On obtient 





de 


Re 
ne} 
ell 
lie 


po: 


ou 


ou 


un 
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gle ‘3 . yx? 
1 —>Y ~ = 
Mo=s, Je * dy J I™(ax)In(cxle * ada 
0 0 
m ” h 42 + 
~5 fei v)am(20h) 8 =. 
2 yr} y 
9 . 
de sorte qu’on peut écrire 
cel. 





n 

“4 h ? -4- ¢? 
les e? y+ y ) rm ach dy 

yi}y 
9 
= ——— J™(ahi) {J—™(chi)—i-*™J™(chi)}, a<c, m>—1. 
” sin ms 

Remarquons maintenant que les deux membres de cette égalité devien- 
nent synectiques par rapport 4 a si on les divise par a”, et comme 
elle a lieu pour a <¢, on en conclut que, divisée par a”, elle aura 


x 


lieu & condition mod a <c. Done en substituant ai au lieu de a et 


ro| ox 
= 


° c— a? ° 
posant au premier membre = 2, on obtient 





wo 


. ‘ eS ns achx\ dx 
e—a) « 
0 


kel. 





3 cas 
| que sinm x — J* (ah) {J-™(chi)—i-*" I™(chi)} , a<e, 
ities. ou enfin, en supposant h réel et désignant 


Ah ach 


C—a 





= p’, : (?—a’) = 9’, 


—(p2+2% 
“— ~_ =) gm (rx) “2 
0 


J™ (ah) {imJ—™ (chi) —i-"I™(chi)}, 


= =fT7, 
=m, 





— sin ma 
ou 
, patemematinindinie 
h=2p’, =p VV +P — -r—p, =f VP +P +e, 
m i 1. 
Pour m = + > on obtient les formules connues. 


59. Lintégrale @.. se transforme au moyen de la formule @, en 
une autre qui ne contient pas d’exponentielles. 
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La formule mentionnée donne 
- Ca > 

q 

_ av\yet+i 1 " y , 
*=—(5) nfm (qyye * > y™'dy 

0 
m-+1 . ‘ 
oe J J™(2qthe-2° +d. 
" q 


0 
Done 


— = J J™(2qt)tmt dt J cP J" (rx) a" dx 
% 


n 
1 . 
om+l 
o@+t1 TT (m — >) r\m J™ (2qt) tla 1 
= ——— (*) ——— »m>—-FZ> 
e 


{r2+4 (t?+- py? ie \ 


Cette derniére intégrale s’exprime en conséquence par les fonctions 
cylindriques. (Comp. pour m = + Meyer Vorles. iib. d. Theorie d. 
best. Int., p. 310.) 

60. Posons q = 06 dans la formule @,, multiplions-la par 
bet! J" (2 Va? —b?) (/*=*) a et intégrons entre les limites 0 et 


a; on obtient en vertu de a,: 





eyntnt (aVe2e+2 ) 
(Vara )tett 


a 
m 1 . 
wh 2" TT (m _— 2) yn (eV 5 b) = =¥) n pret db 
a Vx qh tet — Z m+ 4 ‘ 


(+h?) 


ea ha eda 


0 
1 
s>— >, »>—Il. 
Pour z = 0 cela donne 


n-+m+1 "et “—. 
[* ee e—**dz = — ( )/; b2m+1 (g2@—h2) (he--b2)-"— bb 


a" —m+1 Va TIn qhtmt 
e 


0 0 


9 m--n-+-l p—2m—1 
Tl2ma h 


2 
= — - F(m+-, m-+-1, m+n-+2, — i) (y). 


QP tet TT in +m-+1) 





et 
l’ex 


on 


Re 
suc 
on 
tég 


fo 








ions 


—sab 


y)« 
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61. Multiplionslaformuleo,, parb™+ J» (2 Va? — 8) (= a ab 


et intégrons entre les limites 0 et a. En désignant par Q"-™(bhi) 
l’expression 
bi 4 
‘sin(n—m)a 


{irmIm—n(bhi) — mJ (Bhi), 


on trouve pour p> 0, » > —1, —l<m<2n43 


* yp+m (aVerte2) a?” dex 
/ (Vatpeyerm (at pet 


a ies fon (2a? —b®) Ke Om (bhi) brewed. 
0 
Remarquons maintenant que Q"—™(z) = Q"-"(z), Si done on pose 
successivement » = q + s,m —=q — set purisn —=q —s, m=q+s, 
on obtient deux formules contenant au second membre une méme in- 
tégrale dont lélimination fournit 





JPti-8(q Vx? +2) 29-2841 Jy 
Qs . 28sy-8 ~ipendteeeicainaanane ——-_———_ 

T(q+s)h?*a f (Vet + z2)Pto-s (a? neers 
) 





=2-*IT(q—s)h-**a! "yetet (aVat+ a) one + da 
0 





(Varpe)rrits (a? he)? —s+1? 
p>90, q+s>-—1, q+3s>— = 


, 1 1 
Soit z= 0, s—=—, pt+tq— 7 =. On trouve en ce cas 


4? 
a 1 : 
n+ erIti—n dy mat 3 -) fa. "(ax) @ sett ae 

J 4 (az) . =P = Pe wats 
, aepuntt  1(q—4) pay 
° 0 

1 
toe a? @ >— 

dot pour g = — + on obtient 


n+} __— a 
* (ax) «dex 2 J"(ax) da 
f= att fie VE 2" ah? n>-—>s 
ag 0 


62. Une autre relation élégante entre deux intégrales définies 
fournit la formule @,. Si l'on y remplace h par h + y et quapres 
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avoir multiplié par e~*”J"(py)y"dy on intégre entre les limites 0 et oo, 
on obtient 


wo 


M(n—3)ep f Imane zs re 


{p* + (k-+a)*} 





0 


=T1(m—3) 29” f In(py)e- —_¥__, 
; {a+ (b+ y}"? 


0 
2 ™>— 3, RA)>+JIq), RH >+I(). 


On en trouve pour p = 0, aprés avoir divisé la formule par p”: 


© a) 
» 1 ™m 
[rae sini ada sis TT (m _ Ye 7D) fo =. 
ail : \sa+-l ie ‘ae m 
: (k++ x)" Vx -Tl2n B (a? + (h+y)%) +}. 


0 0 


so 








Cette formule reste évidemment vraie, lorsqu’on admet h = — ai ei 
qu’on prend en méme temps gq = b, m < 2n+ > Si l’on pose encore 
a =b=1, on obtient finalement 


gm (a) et (+h) ada _ et (m ope 2) 4, $ Bone + ys 
(kaye Vx -Tr(2 n) eo y—an"t 
0 


Pour » = 0 cela donne 


D 


m 
m i(ephy) © dae 
fa (x) ef ey 
0 


(m3 (m— 9) frz (m+ 5) Ji 


2x 


emkyy “tase 3 ay, 


° 1 1 
—2 << 3 


Or l’intégrale au second membre est connue: elle a été employée par 
Hankel pour obtenir les développements sémiconvergents des fonctions 
ecylindriques (Math. Ann. I, p. 491); sa valeur est 


il a Lae ne ee a ee 
“Tt (m a 4" —— 











D 


et 


do 


ou 














{ o0, 


+ 
wie 


ai et 


ncore 


se par 
ctions 
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Done on aura 





m e+e 2 ae J™ (k)— et J—™ (hk) 1 1 
f ai “oe ae »—_ SB<F 
et pour m = 0 
[roe k) Piers —— + Yk) + = J°(k). 
On en conclut 
2 k) 1 1 
is ade f Jm (a) AGH" amar, —Lemct, 


J(k) = J" amet) ae, 
¥°(K) = — 2 fa%(a) AHP ae 
0 


On peut transformer cette expression élégante de la fonction Y°(k) 
de la maniére suivante. Remarquons qu’on a 





1 
k 1 — 
eet) bm oy a natch 
donc, en substituant 


Y°h)——2f TO" 


1 
+2 fat feosit (-79(2)sints -da+ sintt (3% cos tz da} ; 
0 0 
ou enfin, en vertu des formules du No. 38., 


1 
J°(a)d ' dt 
¥°E) = sj ape 12 fain ky 


nm <4 if SE +2 fi (keosg) dg. 


Partant de cette expression on trouve en vertu de la formule (77) 
i) 








Mathematische Annalen. XVI. 
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na 


e) 2 
si me a (a-+-k) da+2 { sin(keosg—"F) cosmo dg. 


V. 
Equation différentielle des fonctions cylindriques. 


Les fonctions cylindriques J*(x), J-"(x), Y"(zx) satisfont, comme 
on sait, & l’équation différentielle linéaire du second ordre 


(85) a +4 a +(1- =)y=9, 


dont nous avons complétement ignorée l’existance dans tout ce qui 
précéde. 
C’est en partant de cette équation que Hankel a. construit les 
séries et les intégrales définies de la forme 
b 


a-¢ 
or fe@e—1) 2 dt, 


a 





qui représentent les fonctions cylindriques. 

Nous reprenons cette équation pour étudier la forme symbolique 
de sa solution. 

63. La solution symbolique de l’équation (85) a été donnée par 
M. Hargreave (Philos. Trans, 1848 p. 31) sous la forme 





y=2"(14D2)"~* C sin x + C, cos x a>—. 


x ? 
Considérons les solutions particuliéres qui en résultent. 
Soit C; = 0, C= 


La fonction = est dévelop- 





2 

ant(a—t) 
Va -2 Tian — >) 
pable suivant les puissances entiéres positives de x. Si l'on effectue 
ce développement ainsi que celui de (1-++ D2)" “4 selon la formule du 
bindme, on obtient la série qui coincide précisément avec la série de 

J*(z). Done 
22" 


(86) J*(z) = —— a (es sin £ cs ic 


x 
Vx -2"TT n—4 


1o| = 


64. En remarquant qu’on a 


a 


1 
sin & sa fesrt dit= yf eridtmy feresingdy, 


—1 


on trouve immédiatement la forme ordinaire de la fonction J* (x) 








Fais 
opéx 
plit. 
le s 
que 

unif 
prer 


ce | 


yi 


on 


ce | 


la { 


lim 


D’a 








me 


qui 


les 


que 


par 


op- 


tue 


du 
de 
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1 





J"(2) = ex — py dat 


a” 
Va-2T1(n—2), 
—1 


a* , , 
= ef Psin®"pdg. 
am 1 
Vx-2 == f 
0 


. 


Faisons ici une remarque importante. Lorsqu’on a 4 effectuer une 
opération quelconque g(D) sur une intégrale définie et qu’on l’accom- 
plit, comme nous venons de faire, sur la fonction qui se trouve sous 
le signe f, il est nécessaire, pour que le résultat ne soit pas faux, 
que cette opération n’ait introduit aucune fonction qui ne serait pas 
uniforme entre les limites de l’intégrale. Pour éclaircir cette idée, 


prenons comme exemple la fonction J°(x). Si on la représente par 
a 


sfonde, on trouve 
bs 4 





id 


VIFD. Joa) = 4 J dxcne /1— costg-dp — 2 sine, 


b.4 x 





ce qui est vraie, la fonction //1—cos’@ introduite par J’opération 
V¥1+ D? restant uniforme entre les limites 0 et 2. Mais si l’on prend 


4 


J°(2) = 1 fcos(esin y)dg =5. (efzsing + e—izsing) dg, 
v 0 


on obtient 


nm 


V1+ D?-J (x) = 1 feos asing)eos dg =0, 
0 
ce qui est faux, et la raison en est que l’opération /1-+ D? a introduit 
la fonction cos p = /1—sin?@ qui perd son uniformité entre les 
limites pour g = - 
65. Ona 


~.a 


Lam femat, R(wa) >0. 


uv 


D’aprés cela on peut écrire 


N. Soniye, 


2.a@ 
sin & 1 “ae 2 ; 
Eee 4 fle o—¢e-20+9} dé, 
0 


d’oa l'on obtient 





J*(x2)= Va. o* = By x [reomae—a0 “Fearon gain) Ha 
oer -@ 
( ee few ity te tas 
Vix 1(n— 3 . ( x) 
0 


2n+1 


et fea(ig ty tet a 


0 
et finalement, posant zt = wu, 





0 


ded au 
+ isin (¢— =" ‘af e~" ae (i 


C’est d'une formule seit que Hankel a obtenu le développement 
sémiconvergent de la fonction J*(z). 
66. La formule (86) fournit 





J" (a) = = 14 Dy" (14. py” sine 
(@ jern(n—2)°t ) = 


_en(e—3) 
2" TT T1(n is so 


Mais en vertu de la formule @, on aura 


(14+ Dy" = —__Ie , TF yyy te” «ay, 


- + TT (m—n—1) 





(1+ DD?) a <4 w2 > ™ > —}: 














m>n. 









Do 


J" (a 


ou, 


est 


J*(s 


Poi 
pal 


sol 


lor: 


nol 


ou. 
sec 


(b) 






NY 4 


pement 


- dy, 
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Done 


rome T1(m a +)a" F m—n— + m -n—} J™(a—y) 
J*(0) =f Fx ——___*"_ ff y™"*"4qy .y"* #_oMay 
Tt (n — =) M(m—n—1), (e—y) 
0 


P 
u, en remplagant « par — x et remarquant que la fonction -e 


est pair, 


TT ae a ;' i 
J* (%) = 2" —— (m zal ‘1 foros @+Y) dy , 


Tt (n— 5) T1(m—n—1) (e+y)™ 
0 
1 
m>n>— . 
Pour m = = on retrouve une formule du No. 62., en remplagant n 
par — n. 
67. Considérons maintenant la seconde solution particuliére qui 


2sin nx 


Vx-2"Tt(n— +) 


sobtient de la solution générale pour C=0, C, = 





Vz 
2" TT (n _ 5) 


nombre entier. Nous nommerons cette solution C,(#) de sorte que 





lorsque » n’est pas entier, et C, = — lorsque » est un 


(87) Cuz) = C,x*(1 + D2" 82. 


Comme on a 


1 ©. a 1 
tai —txi 
coset sins dtm fe-‘eat ~~} ~dt,  R(wa) >0, 
0 


x 
on trouve 

D.a 1 
(a) Cn(a) =6, | fewarey ba sinta-(1—#)"? at} 

0 

ou, en posant ¢z = dans la: premiére intégrale, {= cosq dans la 
seconde , 

: 2 
(b) Cn(2) =O, a» for*(a*+ a8)" da—a>f sin(ecos9)-sin pd}, 

% 


1 
aD 


La forme (a) de ‘la solution particulitre de l’équation (85) a été 
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considérée par M. Weber au tome 75 du Journal fiir Mathematik. 
La forme (b) nous semble préférable parce qu'elle a lieu pour chaque 
valeur de 2. 

68. La solution particuliére C,,(x) doit s’exprimer linéairement au 
moyen de J"(x) et J-"(x), ou J*(x) et Y*(zx) et l’on peut admettre 


C, (2) = And" (x) + B,J-"(4) ou —a,Jd"(x) +d, Y"(z). 


En considérant la valeur de 2"C,(x) pour x = 0, on trouve aisément 
B, = b, = 1, parce que c’est 4 cette condition que nous avons déter- 
miné la constante C,. Quant & la constante A, ou a, elle peut étre 
déterminée, & Yexemple de M. Weber, au moyen de lintégration 
définie. Si l’on multiplie la fonction C,(x) par 2?da et que l’on in- 
tégre par rapport a x entre les limites 0 et oo on obtient, aprés un 
calcul assez compliqué, A, — — cosa, en supposant —}<n<f, 
q< 4. Cette valeur de A, reste vraie pour m= 4, comme on s’en 
assure immédiatement, et pour » > 4, parce qu’on trouve aisément 


ad ©, (2) Ss C41 (&) 
ax - a” ” 





ce qui conduit 4 admettre A,,:—— 4,. Done finalement A,—— cosnz 
pour » > —4. Quant a la constante a,, elle a été déterminée par 
M. Weber et doit étre admise égale 4 0. Remarquons en passant 
que les formules nécessaires pour cette détermination s’obtiennent im- 
médiatement de l’intégrale @, si on la différentie par rapport a q et 
qu’on pose g = 0, ou, encore mieux, si on la différentie par rapport a 


n et qu’aprés avoir introduit sous le signe f la différence =? _ 


dn dn 
on admet n = 0. 
69. Posant 


@®.a 
i f° , ; 
Sag filming a 


on obtiendrait une formule analogue a celle du No. 65. 
Enfin l’application de la formule , fournit 


¥0(2)—— 2 /I%y) SEY ay, 
0 


ce qui est assurément faux, |’intégrale contenant les éléments infini- 
ment grands. Pour éviter cette circonstance, écrivons 





Y%(x) at 1 cos (— 2) 


Vitp* —2 


et l’on obtient un résultat juste 








— ~*~ es © ee 4 Ft 
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‘haque Y°(z) one <c 2 fay) , £08 (e«+y) dy 2 
0 


u+y 


nt au La formule (87) fournit encore 
nettre Vaz a" 
) ¥* (2) = — (1+ Dr Ya) 
, 2"Tt (n—— 





ément 
déter- wy > C (a + y) 

it étre =m J Jy) toon ‘lion dy. 
ration T1(n — =i. « (e+y) 
on in- 0 

rés un 
<4 V1. 
n sen 
ent Nouvelle méthode pour obtenir les développements d’une fonction 
continue en séries. 


Si lon réfiéchit sur la méthode que nous avons suivie dans la 
prémiére section pour obtenir les développements (22) et (23), on dé- 





eg ya couvre aisément que son succes repose essentiellement sur les deux 
oth t faits suivants: 1° que toutes les fonctions de la série (1) sont exprimables 
+ 7 au moyen d'une initiale S)(~) par les formules (6) et (10), et 2° que 
. , f Yon sait développer e*‘°°*4 en une série procédant suivant les cosinus 
| ie de multiples de A, ou, ce qui et la méme chose, que |’on sait déve- 
se lopper e*” en une série suivant les fonctions 
zx 
an (— D4 VD¥F1)"+ (— D—VDFF 1)" | 
2 
On voit d’aprés cela que les considérations de la premiére section se 
prétent tout naturellement 4 une grande généralisation. 
70. Supposons que l’on ait formé une série de fonctions 

(I) So(x), S,(x), S,(#), +++ Sn(#),- +> 

en suivant la loi, exprimée symboliquement par la relation 

(il) Sn (2) = gn(D)- So(), go(D) = 1. 

Supposons de plus que l'on ait obtenu d’une maniére quelconque le 
infini- développement suivant 


(IIT) ett = > Yn (&) - Pn (x) 


n=0 ae 


qui a lieu pour chaque valeur de x et pour une série plus ou moins 
restreinte de valeurs de a. 
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En remplagant x par le symbole D = ~ et multipliant l’égalité 
(III) par S,(x), on obtient 


n=—@ 


(IV) S,(a+2) —> S, (a) + ¥a(a), 
d’oi pour z = 0 on trouve encore 
(V) S,(«) -2 S,(0) + wa(a). 


Les limites entre lesquelles ces deux développements ont lieu se déter- 
minent dans chaque cas particulier comme on verra plus loin. 

Si le développement (IIL) reste vrai aussi pour chaque valeur 
de «, on peut écrire, en échangeant entre elles les lettres a, z, 
(VI) et? = >" pa(a) + ¥s (2), 


n=0 


dou, en remplagant de nouveau x par D et multipliant par S,(2), 
on obtient 


(Vil) S)(a+2) = >)T.(2) « on(a); 
n=0 
et pour z = 0 
(VII) 8,(a) = >)T (0) - pn (@), 
n=0 
ou 
(IX) T, (2), T, (2), T, (2), i T (2), i hg 
représente une série de fonctions formée selon la loi symbolique 
(X) T,, (2) = ¥n(D) - S,(x). 


Ainsi partant du développement (III) de la fonction exponentielle nous 
avons obtenu les développements (V) et (VIII) d’une fonction quelcon- 
que S,(a@) suivant les fonctions de la série 


Go (@), Py(@%), Po(@), +++, Pn(@), --> 
ou de la série 


Hy (@), W,(@), Wa(@), +++, Yala), --- 


Ces deux développements ainsi que les deux séries de fonctions peuvent 
étre appelés correlatifs. 


Faisons quelques applications de ces formules générales. 














lité 


ter- 


leur 


2); 


ous 


ent 
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71. On établit trés-simplement la formule suivante 
op : 

1 dt a” 
ty fe Fo = Tex Bes) <0 

op 
ou vy est arbitraire et le chemin d’intégration commence au point 
co B, entoure en sens positif le point t= 0 et revient au point de 
départ. 

En introduisant au lieu de ¢ une nouvelle variable r—t-+ 2, 
on trouve 





2p 
sa, Wie—) - dr 
it 4 * es a ka (r—z)”’ 


8 








ot le chemin d’intégration entoure le point r =, correspondant a 


t= (0. Comme ce chemin est du reste arbitraire, on peut le supposer 

2 . : 1 el 1 1 os 
formé d’une ellipse aux demiaxes 5(R + x) et =(R — J) déerite 
autour du point r=0 comme centre, et d’une ligne droite qui 
conduit d’un point de cette ellipse a co - B. 


‘ Cela posé, transformons la derniére intégrale, en y introduisant 
une nouvelle variable et admettant r => (s +. -). On s’assure aisé- 


ment qu’a l’ellipse que parcourt r correspond une circonférence de 
rayon R que doit parcourir s et qu’d la ligne droite qui conduit r a 
co B correspond un fragment de hyperbole qui conduit s au méme 
point co 8. On aura donc 


© 8 
(x1) ere me MER DAE feEOTE + )-e] “a 3649) 


220 
op 


ao 





y hed 1 y 
wi mies) gt fF Moet pay ord M(o-43). 


2p 





La fonction (1-22. - + =) se développe en série suivant les 


, ue a . 
puissances entiéres de => & savoir 


1 < nr—@ y 
(1 _ 22-— + 4) = 2 Oe) 
ou 
y TI(m-+-»—1)2" 4. n(m—1)  g*-? 
CL (4) = = {2 — 1-(@-+»—1) Q2 
4 n(m—1)(n—2)(m—3) setae Ass . 
1-2:(n+v—1)(n+2—2) 2) 5 











TH(v—1)TIn 
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et cette série sera assurément convergente tant que mod < reste 


moindre que le plus petit des deux modules de s + 2? —1, ou tant 
que mod s reste plus grand que le plus grand de ces deux modules. 
Comme dans notre intégrale mod s >R, il faut admettre mod 
(¢ + V2? — 1) < Ret alors on peut développer la fonction qui se trouve 
sous le signe f. Ainsi en supposant mod (z +- /z? — 1) < R on aura 


. 1 
atte Seis fF) ema) 
n=O 
6 
of 
2” TT (»—1) 1 (6+ ) 
Om f co, 
n=0 
~ ap 


ou encore, en effectuant les intégrations par parties, 
nrn—@ 6 1 
» YM e—1) SN ’ 1 Z(s+-) ds 
e& = Fm Fatah fe o ae ° 
n=0 4 


Or la premiére forme (43) de la fonction cylindrique J*(x) peut 
s'écrire 
2.Y ‘ 
, (* f(ti+—) dti ‘ 
J*(ai) = oT ot wat, R(ayi) <0, 
O.¥ 


ou, en posant ti=—s, yi= 6, 


oy 
P - £(s4++ 
J*(ai) = fe v) ae R(ap) <0. 
2B 
Done finalement 
+ 9” S » _I™t*(wi) 
(XII) et? 2 Te) D m+»); (0) am 


mod (z+ 2? — 1) < R. 


Ce développement conduit a deux développements d’une fonction 
continue. 





























este 


tant 
iles. 
mod 


juve 
aura 


peut 
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72. Si Pon remplace en premier lieu « par le symbole D = if 
et quon multiplie le résultat par S,(x) on obtient 


nn D 
(XI) 8,(¢-+2)—=2"M(»—1) D' (mn +9) 0x66) T&D, (2), 
mod (¢ + Yz?—1) < R, 
d’oi pour « =) on trouve encore 
(XIV) S,(e) = >) (n+) a,Cz(e), mod (s+ /#—1) < R, 
n=0 
p=@ 


si Sy (n-+2p) (0) * 
oT n> 227 Tp. Tin o+p) 


Remarquons que les coefficients dans les formules (XIII) et (XIV) 


s'expriment aisément au moyen des intégrales définies, lorsque v > — >- 


On aura en ce cas 


J"+* (iD) pD* 
“GDy D*§, (x) 


n 


— — 1 ecm -D, sin2"+2¥ o-da- D» Sy (x) 


+ 2n47TT (n+»—<) 
0 





Ss 
4 


n 


= ————-— S,™ (a + cos@) - sin**+?" a - da 
ren G—d), 


a 


et 
na 


a, = Ls ath S™ (cos w) - sin?*+2" @- da. 


Vx-2"T1(n+— =) 
0 





Quant aux conditions de convergence des deux développements 
(XIII) et (XIV), on les détermine aisément. Soit 2, le point critique 
de la fonction S,(¢+ 2), le plus proche a l’origine. Le développement 
de Taylor, c’est-a-dire la représentation de la fonction S, (¢+ 7) par 


*) S,(™ (0) désigne la valeur de la derivée eae) pour 7=0, 
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expression e*? S,(x) n’aura lieu qu’d condition mod z < mod 4, et 
comme au développement (XIII) correspond la condition de la forme 
mod (¢ + /2?—1) < R, on doit admettre mod (¢ + Yz2—1) < mod 
(2, +Y2,?—1). 

73. En supposant R = oo dans la formule (XI), on pourra con- 
sidérer la condition mod (¢ + /z?— 1) < R comme satisfaite pour chaque 
valeur de z, quelle quelle soit. Si l’on remplace alors dans la for- 
mule (XII) @ par ) z par t~D et qu’on multiplie le résultat par 
S,(x), on obtient 


rn—@® 


(XV) S,(@+2) = 2T(y—1) > (nv) 2 


n=O 


n-+y C* (iD) 
= a. 2 i" S,(2), 


et ce développement aura lieu en méme temps que la formule de 
Taylor. 
74. Soit S,(2) = . - La formule (XIII) donnera aprés le change- 
ment de x en — x 
NI GD) 1 
ere Phe-) es (n+9) 02) ZED) Te, 


mod (z+ /22—1) < mod (— 2+ pz2?—1), 


ot 
J" GD) Tn 1 > ___T1(m+2p) 1 
(iD) n+¥ gtth gnty = ereanetote gh tpt 


a 
a: TN sin?" @ do 
Va Tt (no =) (w@—cos@)"t ” 
2 
0 





mod z> 1. 
La formule (XV) donne aussi 
ee as) g(a) Ox(-iD) 4 
at =2 Mw—1) > (nv) 2, E 


Le développement de = a été donné par M. Heine pour le 


4 


cas v= + Je lai généralisé au cas de v quelconque dans un mémoire 


sur le développement des fonctions en séries infinies“ lu devant la 











le 


re 
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Société mathématique de Moscou le + janvier 1870 et imprimé en 


russe au tome V. du Journal de la dite Société en 1871. [J’y ai employé 
la notation de M. Heine 


a—2p+e) 7 = [stp 1-6] 


_A la fin du méme mémoire (p. 372) j’ai donné aussi le déve- 


loppement de la fraction — pour le cas vy = + La méthode que 


jai suivie pour obtenir ce développement conduirait au développement 
de — 
z— 
M. Heine, j’avais employé ma formule généralisée. 
Plus tard, mais assurément sans la connaissance de mon mémoire, 
M. Gegenbauer a publié les deux développements de ce No, aux 
Comptes rendus de l’Academie de Vienne en _ 





= pour v quelconque, si, au lieu de la formule particuliére de 





75. Soit dans la formule (XV) S,(x) = —- On obtient en ce cas 
Pete) _eny—1) >" a. CuGD)  I*@) 
maar ET n> (n+) a—--$ 


La formule (68) fournit de l’autre coté pour og = 





I@+2) _ wry a ~ “(@) -” 
ret) = armi(y—1) 3! (n+) or(—1), 


ot Cy(—1) se détermine aisément et se trouve égale a 


an TH(2v-+n—1) 
(—)) TI (2»—1)TIn ~ 





Si on compare les deux développements de ce No., on conclut 





T™ (we) gy THQv—1)TIm CRED) g(a) 
GY) +> <(- aes ” a” 


En supposant vy > — > et remplacant J (e) par 
x“ 


1 
Vx-2T1( —+) 
0 


e— tx cosw sin?” ada 


on obtient encore 
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ntv(o\ — 2 T(e—1)Tin- i -@ 
ona Tl(n-+-2» —1) 





nm 

1 : F 

-- J e~ iz cos CO" (cos w) + sin?’ @- da, 
0 


et si lon développe e—‘*°*” selon la formule (XII), en admettant 


zx 
£=Cos@, a= —, on trouve 


a) 2?*—! (T1(»—1))? Tin. * 


TT (n-++29—1) 
; s pt+ * C> (cos @) + * a C;, (cos @) sin?” @ d@ 
- p—o0 


d’ot l’on conclut tout de suite 





nm ° 
Je (cosa) -Cx(cos@)- sin’ a-da=—0, pen, 
nm 


v ‘ v ne” = Ah. ms aol, , 
fo (cos @) Co (cos @) sin?’ @ da 2-1 (TT (»—1))* Tin - (n+-4) 





1) 


76. Les fonctions Cz (a), 2°TT(v»—1) (n+ ») Tae étant cor- 
ta 
relatives en vertu de l’équation (XII), leurs propriétés récurrentes doi- 
vent étre intimement liées entre elles. 


Désignons pour brévité I ie) 


i” (ta)” 
récurrentes des fonctions H”(«) s’obtiennent aisément des deux pro- 
priétés (40) et (2) des fonctions cylindriques, 4 savoir 





par H"(a). Les deux propriétés 


a) Af? Ha) = 3 [H(@) — H(@)], 


b) = e) 





+2 H(a) = 4 [H" +(e) + H(a)|, 


d’od lon tire encore par soustraction une propriété indépendante de v 





dH" 
c) aa — * H* (a) = HH (a): 


Si on remarque maintenant que la formule (XII) devient 











(XI 


et q 


emt 


d’ot 


A) 


mul 


sym 


doi 
B) 


et 
pri 
C) 



















at 
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Fonctions cylindriques. 


nr—=D 


(XII’) ett = 2T(v—1) >) (n+) Of (2) HX(a), 


et qu’on la différentie par rapport 4 ¢, on trouve 





dc? 
eat = 2 TT(v—1) +4 0) 2+? BH(a) 


= 2-1 TI (»—1) 2 C3 (e) { H—1(«) — H*+ (a) } 


= 2-111 (y—1) {> at H*(a) — > “ea He}, 








d’ou lon conclut, en comparant cette formule avec (XII’), 








~ dC, , (2) dC” (2) 
A) (n+) Or ep t[ HO Ua) 1, 2,8,-- 
1 dC,’ 
e vO," (2) = 2 24 ©) . 


La propriété A) s’obtient de la propriété a) lorsqu’aprés avoir 
multiplié cette derniére par a on remplace ce multiplicateur par le 


symbole — __ et qu’en méme temps on met C; (a) au lieu de H’(a). 





En différentiant légalité (XII’) par rapport & « on trouve 


icotane n= nto Pm dH" (a) 
ent = 2 Te) D3 Lt? cy Se 
=2mT—{-2 5) Cy (2) “+? H* (a) 
+5 "+" Of) (He) + Hel, 
n=0 
d’od Yon obtient finalement 
B) (n-+v) Op = "E* On + Mt Cy. 


Cette propriété s écrire 


(n+) [sor — 5 a 7e] 





ml — b-al, 


et si on la différentie par rapport 4 z, on trouve en vertu de la pro- 


priété A) 
dc? i [ oom aC | 
G—sl a ta J 
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La combinaison des équations C) et A) conduit & une propriéte 
indépendante de v, & savoir 
dc’ dc. 


D) s—* —n = —j 


Nous arrétons 1a les applications des considérations générales de 
cette section pour y revenir bientét dans un mémoire spécial qui ne 
sera en substance qu'une reproduction amplifiée et sous une nouvelle 
forme du mémoire sur le développement des fonctions cité au No. 74. 





Varsovie, Aoft 1879. 
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Note on Riemann’s paper ,, Versuch einer allgemeinen 
Auffassung der Integration und Differentiation “ 
Werke pp. 331—344. 
By 
A. Caytny of Cambridge. 


The Editors of Riemann’s works remark that the paper in 
question was contained in a M.S. of his student time (dated 
14. Jan. 1847) and was probably never intended for publication: indeed 
that he would not in later years have recognised the validity of the 
principles upon which it is founded. The idea is however a noticeable 
one: Riemann considers ¢,4,, a function of +h, expanded in a 
doubly infinite, necessarily divergent, series of integer or fractional 
powers of h, according to the law 


(2) Sah = > ko eh’, 

where the meaning is explained to be that the exponents differ from 
eachother by integer values, in effect that v has all the values « + p, 
« a given integer or fractional value, and p any integer number from 
— oo to + ow, zero included. 

Riemann deduces a theory of fractional differentiation: but 
without considering the question which has always appeared to me to 
be the great difficulty in such a theory: what is the real meaning of 
a complementary function containing an infinity of arbitrary constants? 
or, in other words, what is the arbitrariness of the complementary 
function of this nature which presents itself in the theory? 

I wish to point out the relation between the paper referred to, 
and a short paper of my own ,,On a doubly infinite Series“ Quart. 
Math. Jour. t. vi (1851) pp. 45—47: this commences with the remark 
» Lhe following completely paradoxical investigation of the properties of 
the function [ (which I have been in possession of for some years) 
may perhaps be found interesting from its connexion with the theories 
of expansion and divergent series.‘ And I then give the expansion 
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C, e = >In an ra —s 


where » is any integer or fractional number whatever, and the sum- 
mation extends to all positive and negative integer values (zero in- 
cluded) of r, And | remark that, » being an integer, we have C,—[(n), 
and hence that assuming that this is so in general, or writing 


T(m) - e* => [n— 1} a-", 


we have this equation as a definition of [(n). The point of resem- 
blance of course is that we have a doubly infinite expansion of e* in 
a series of integer or fractional powers of x, corresponding to Rie- 
manns like expansion of 2,4, in powers of h. 


Cambridge 10. Sept. 1879. 
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Ueber die Transformation fiinften Grades der hyperelliptischen 
Functionen erster Ordnung. 
Von 


Martin Krause in Rostock. 


In seinen Arbeiten tiber die Abel’schen Functionen giebt Her- 
mite*) die Grundztige einer Transformationstheorie der hyperelliptischen 
Functionen erster Ordnung. Diese Theorie ist durch eine Reihe weiterer 
Arbeiten ausgebildet worden, vor allem sind die Transformationen 
ersten, zweiten und dritten Grades einer genaueren Betrachtung unter- 
zogen worden. **) 

Die folgende Arbeit hat den Zweck fiir die Transformation fiinften 
Grades analoge Untersuchungen durchzufiihren. 

Siimmtliche Transformationen fiinften Grades: 

| Qy @, Ay Gy | 


lbp b, dy dy 
CO G& Cy & 
|\d, d, dy dg | 


bei welchen zwischen den Transformationszahlen gewisse nicht niiher 
anzugebende Relationen bestehen, lassen sich in 1 + 5 + 5? + 5° 
nicht iiquivalente Classen theilen, die so beschaffen sind, dass simmt- 
liche in einer Classe befindlichen Systeme durch Transformationen aus 
einander abgeleitet werden kénnen, deren Determinante die Kinheit 
ist. Als Repriisentanten mégen folgende gewahlt werden: 


*) Hermite: Sur la théorie de la transformation des fonctions abéliennes. 
Comptes rendus tome XL, 1855. 
**) Weber: Ueber die unendlich vielen Formen der #-Functionen. Crelle 74. 
Kinigsberger: Ueber die Transformation des zweiten Grades fiir die 
Abel’schen Functionen erster Ordnung. Crelle 67. 
Kinigsberger: Ueber die Transformation dritten Grades und die zu- 
gehérigen Modulargleichungen der Abel’scheu Functionen erster Ord- 
nung. Crelle 67. 


6* 
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11000)|10 0 0 
10100| |05 —810|/0 10 0O | |05 —8i” —8i 


| | 
10050||00 1 0//0 0 5 8 |\00 1 Oo 


5 —8i 0 —8i | |5 0 —8i —87 


0005|\00 0 5||/0 00 1 |\00 0 1 


| 
| 
| 
| 


wo die Gréssen i, i’, i” die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 bedeuten kénnen.*) 
Wir setzen: 
f . f , , , , , 

TT(v,, O,)a == 7/1 DH(O,', Vy, Ti, Tia, To2)a 

wobei: 
f (4, V2) = (€y 0,5 %y) (43 0, O30) + (a, 0, +B, vy) (4,0, + by vy) 
+ Ti (430; + 502)? + 22 (a, v, + b v2) (4,0, + b5 02) 
+ ti2(a,0, +b, v.)? 
ist, ferner v,', v,, Ti1, Ti2, Tz: die Argumente und Moduln der trans- 
formirten #-Functionen bedeuten. Die Bezeichnungsweise der #-Func- 
tionen ist die von Wéierstrass eingefiihrte. 

Hierbei kénnen und wollen wir uns, ohne der Allgemeinheit der 
Untersuchungen Abbruch zu thun, von vorne herein auf diejeniger 
Transformationen beschriinken, welche den oben eingefiihrten Repriisen- 
tanten der nicht iiquivalenten Classen entsprechen. 

Dann kénnen wir nach Hermite setzen: 

7 Sos 2 8 2 
TT (01, Vp)s = (1) F (0, , Va)s H(Y,, Va)1 +(2)F(Y, v2)5 H(v, , Vy)e2 
€ 3 2 r / 2 
+ (3) F(v, , V2)5 (MY, 0y)3a + (4) FY , 02)5F(Y,, Va)r B(O,, Vy)o2 B(Y, , V)s4 

- ‘ 4 * 5 \4 

+ (5) (0, , Vp)s F(v, , Vy)t + (6) F(Y, 0)5F(e , Py )oz 
\ 4 : \2 2 
+ (7) O(v,, 02)5 B(Y,, V)s1 + (8) FO, V2)5O(Y,, Va)o2(Y,, V2)34 

. 2 2 . 2 2 

+(9)F(Y,, Vy)s H(Oy, Va)seF (Oy, Vp)1 + (10) H(e,, 0)5 (0, , Vy)1 (0, , Vy )o2 
oy ¢ 5 8 5 
+ (11) @(v, ,v,)1 B(v,, Vy)o2F (v4, Vy)34 + (12) (O,, Vy )1 F(v,, Vy)o2F(v, , Vy)s1 

« ; 3 
+ (13) 9 (v,, V2): B(O, , Vy)o2 (0, , V2 )sa- 

Die allgemeine Aufgabe der Transformation fiinfter Ordnung besteht 
in der Bestimmung der Constanten (1), (2),-+ (13). Indem wir die- 
selbe lésen, werden sich zu gleicher Zeit einige Relationen zwischen 
den Differentialquotienten der urspriinglichen und der transformirten 
#-Functionen fiir die Nullwerthe der Argumente ergeben. 

5 5 

Die Aufgabe soll dadurch gelést werden, dass die 16 Substitutionen 
angewendet werden, welche #(v,, v,); in die 16 méglichen #-Functionen 
iiberfiihren. Nach Vornahme dieser Operation wird in denjenigen 
Gleichungen, welche einer Transformation von #(v,, v,); in eine der 
10 geraden @-Functionen entspricht, v, =v, =O gesetat, wiihrend 
in den 6 anderen Gleichungen zuerst nach v, und v, differenzirt und 
dann v, = v, = 0 gesetzt werden soll. 


*) Siehe Crelle 67, pag. 99. 
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Hierbei machen wir fiir die rechten Seiten Gebrauch von der von 
Herrn Kénigsberger, Crelle 64. pag. 23 angegebenen Tabelle. 

Die Werthe der linken Seite ergeben sich auf folgende Weise: 

Setzt man an Stelle yon 


0,20 fb £m HF $M Ty + $MTp, 
Uy 2 Vy EF My HE $M Ty HF My To, 
so wird: 


TT (0, My HEM Ty A} My Typ Vy Hf My $F $M, Ty + $ My Too); 


. - , , ’ , , 
= Heit ef IO (v4, Vy, Tir, Tig, Ta2)v; 


von 


wobei unter den angefiihrten Beschrinkungen EF die bei der Ver- 
mehrung der Argumente v,, v, um die angegebene Grosse zur k'e" Po- 
tenz der urspriinglichen #-Function hinzugekommene Exponentialgrésse 
bedeutet und ferner nach einigen leichten Reductionen wird:*) 


c= — £(n,m, + n,m), 
wiihrend der Index der #-Function sich aus den Congruenzen ergiebt: 
m=m,, m—=m, N=—n,, =n, mod 2. 
Hiermit sind alle Daten fiir die Rechnung gegeben: 


Bezeichnen wir noch den Werth von @(v,’, v,'), fiir v,) = v,’ = 0 
mit 0,, so ergeben sich zuniichst folgende Gleichungen: 


(0, = (3)05 O%+ (7) % Ou, 

0;,= (3) 03405 + (7) Fs, 95 , 

(1) Oo3 = — (2) O05 Hs + (6) Oy, Os, 
. 0,3 = — (2) 9339s + (6) Oy, Fis, 
0,= (1)euet + 6) %, a, 

O, =— (1) 81 Ou + (5) O Dh. 





Hieraus ergiebt sich unter Hinzunahme der bekannten Relationen 
zwischen den #-Functionen :**) 





OF Oy 9.3%, — Og3 Foz 
(1) ae a? ay (2) a Fog" Bos" 
a,' — @,,' ’ os a! — Bs! ? 
0; a, me 034 O34 OW 04 
(2 - O37? #2 r Ty a, 
: ) (3) — * =? (9) _ o,'—@,' ? 
03 Ogs Osa 0; 
Co Oe “Ee “ein « 
(6) Ont a! os Be,¢ . ? \<) = @,! — F5,! 





*) Siehe Crelle 67, pag. 107. 
**) Rosenhain: Mémoire sur les fonctions de deux variables et 4 quatre 
périodes pag. 416. 
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Setzen wir ferner: 


Kaas “s) 0%, geek =) 00, fawn. 3 
Ov; Th el dv; 7 80; o=o0 0%; 9 Sat, do; 
so ergeben sich die Gleichungen: 
0 » OF a a ; ag — 
Ge, =) Ge t+ (1) Boot — (8) * oiot 
— (12) 9 aha, + (13) Oe 94.98 , 
jn = 6) Fe Ot + (7D) Be oe + (8) 22 oto 
— (12) $s 9,93 — (13) Oe ah, 
0004 0% By 


ov, (5) Oe, + (7) , 


4 4 OF, 2 2 
De Mos + (9) bv, B23 Dos 


+ (11) Fe 35Ou5-+ (13) 22 9,, 985, 


(3) 

70 >, of Ch d ot 2 g2 
Ge, — ) Go, Oo + (1) Got Oh — (9) FH Oho 

+ (11) oe By os — (13) oe Fa Bos, 
20 se, O®, » OF ot Sof 
m0, = (5) rn a + (6) ‘Fe, 4 + (10) Fo, 8 2, 

+ (11) Por 8 a5. + (12) 2% 9, a4, 
O0o2 OP 





" aa ag oer 
Ge, (Se, du+ (6) 95 + (10) we 83 93, 





, hia : 9, 0? 
+ (11) Fe Os Py + (12) a BH Ds4. 
Setzt man: 
N= 1? DH, 1,8, 8,95, 9,5, 


a oni a oe 
a Ory, OV, OU, Ory ? 

pm 2% 2% 2% 04, 
a OY A, OV, 0% 


so wird unter Hinzunahme der Relationen, welche zwischen den 9-Func- 


tionen und deren Differentialquotienten fiir die Nullwerthe der Argu- 
mente bestehen :*) 


*) Siehe Thomae: Sammlung von Formeln, welche bei Anwendung der 
elliptischen und Rosenhain’schen Functionen gebraucht werden. Halle 1876, pag. 71. 





(4) 


Zu 


(6) 


(7) 
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we 
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ax 1 DP + Dib? 
¢ 1) _— N a; RAZ B5,! + 
2) = 1 Dy te — DAP 
(12) — N ” a,! eS Bq! ? 
(im. + See 


N a;' ao, B5,' . 


wihrend die Gréssen (8), (9), (10) sich aus den Gleichungen ergeben: 


Zu gleicher 


(6) 


(7) 





: 4 2 a2 Di} 

(°) id @) Pu + (8) % Su = 1D; By, Fog oy’ 
1 4 2 2 De) 

(5) Ox + (7) 8s + (9) B03 = 5 oo, * 
Di) 


(5) 3 + (6) 95 + (10) 0 0 = 


wo, Oy Fos Fo5 


Zeit erhailt man die Relationen: 


| 





D, % + Dy. As = D,, 3 — Dy, Hs, 
D, ou aa Dy, 9% — D, Ob + Dy. ? 
~~ Dy, Ps _ Dy, %s _ Dy; Fi + D, 9; P 
Diu’ — Dy? __ 0, 


4 Or _ 95 





30,6,60 3, tot : 

2D, F319, P44 a, O14 Os, a, 
1 02 

Dig -~ DI" __ Om 4 Om % 

BPP pF Fy, Dog Pog a, Oy,’ 
3 13 

Dis - DY f on Se. et Ou 

1* Dos Pog PF, Bos Dos O54 a; 


Die Constante (4) endlich kann aus einer der Gleichungen bestimmt 


werden: 


(8) 





0, = — (1) HOt, — (2) 895 + (3) 290, — (4) 029,,8,,9, 
+ (5) Mf. + (6) 95 + (7) &, 1 — (8) &, 85951 
— (9) 0, O19 + (10) 0, OH Fi2 + (11) Peo Fo 
+ (12) %, 90%. — (13) 1,801, 

Oy) = — (1) 185 — (2) B01 is + (3) O93 — (4) Or oie He 





+ (5) 919) + (6) For Hie + (7) 192 — (8) Fr Fie 
— (9) 9193.93 + (10) 0, 029% + (11) 93 O12 
+ (12) 8 FoF. — (13) 0) 1298, 
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Oy = (1) 8001 + (2) 95.93 + (3) 092 + (4) 95901 9212 
+ (5) M1 + (6) 993 + (7) Oy His + (8) 9, 93 Hie 
+ (9) 991 Fis + (10) 85.93 + (11) 08,4, 
+ (12) 8, P12 + (13), O, Fe, 

Oy = (1) 01295 + (2) M2 Gb, + (3) 12.95 + (4) 9, 9,, 9, 
+ (5) 1.3 + (6) Hy For + (7) Hy. 89 + (8) HB 
+ (9) 595.95 + (10) O,.93 951 + (11) 83.9,, 9, 
+ (12) %, 9:9, + (13) &, 9, 9. 


(8) 








Aus diesen Gleichungen wiirden sich noch einige weitere Relationen 
zwischen den urspriinglichen und den transformirten #-Functionen 
resp. deren Differentialquotienten fiir die Nullwerthe der Argumente 
ergeben, indessen sehen wir von der Aufstellung derselben ab. 


Breslau im September 1879. 








ge 





nen 
nen 
snte 











Ueber das bifocal-verinderliche System. 


Von 


L. Burmester in Dresden. 
(Mit 2 lithogr. Tafeln.) 


I. Die bifocale Verwandtschaft. 


Von den mannigfaltigen Verwandtschaften, welche bei geometrischen 
Untersuchungen auftreten, sind bis jetzt vorzugsweise nur die pro- 
jectivischen Verwandtschaften behandelt worden, und nicht-eindeutige 
Beziehungen ebener Systeme sind fast ohne Beachtung geblieben; dess- 
halb wollen wir hier eine zwei-zweideutige Verwandtschaft unter- 
suchen, welche als veranderlich betrachtet durch den einfachsten 
Mechanismus in der Praxis hergestellt werden kann, und deren inte- 
ressante Grundbeziehnngen ©. G. J. Jacobi aphoristisch in einem 
an J. Steiner gerichteten Brief*) erwihnt. 

Sind in einem ebenen System 2, (Fig. 1. Taf. I.) zwei Punkte 
®, ¥, und in einem zweiten ebenen System 2, zwei Punkte ®,, ¥, 
gegeben, sind ferner zwei entsprechende Punkte P, P, dieser Systeme 
so bestimmt, dass die Gleichungen 

>, PP, = 9%, Py, ¥, Pi =, P, 
bestehen, dann wollen wir die beiden hierdurch definirten Systeme 
2, X, bifocale Systeme und die Punkte , Y, beziehlich , Y, die 
Focalpunkte derselben nennen. Hiernach entsprechen einem Punkt P, 
in 2,, so wie dem Punkte Q, dieses Systems, der beziiglich der Focal- 
geraden ®, Y, zu P, symmetrisch liegt, zwei zur Focalgeraden ®, ¥, 
symmetrisch liegende Punkte P, Q, in 2, und umgekehrt entspricht 
jedem der Punkte P, Q, in &, das Punktpaar P, Q, in 2. Die durch 
dieses besondere zwei-zweideutige Entsprechen bedingte Beziehung 


*) Crelle’s Journal Bd. XII. S. 137. Jahrg. 1834. Eine andere hierauf be- 
ziigliche Mittheilung findet sich in: C, G. J. Jacobi’s Mathematischen Werken 
Bd. III, S. 402. 
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kann man mit Herrn R. Heger*) passend als paarverwandt be- 
zeichnen und demnach stehen die bifocalen Systeme in einer beson- 
deren Paarverwandtschaft. 

Construiren wir in Fig. 2. die Ellipse e,, deren Brennpunkte die 
Focalpunkte ®, ¥, des Systems 2, sind, und deren Hauptaxe H, J, = ,¥, 
ist, so erkennen wir, dass jedem Punkte der Strecke H, J, im System 
z,, welche gleich , Y, ist und zwischen ®, Y, symmetrisch liegt, 
zwei zur Axe H, J, symmetrisch liegende Punkte der Ellipse e, in 2, 
entsprechen. Construiren wir anderseits die Hyperbel h,, deren Brenn- 
punkte die Focalpunkte ®, ¥, des Systems 2, sind und deren Haupt- 
axe H, J,=9, ¥, ist, so ersehen wir, dass jedem nicht zwischen 
H, J, liegenden Punkt auf der durch ®, Y, gehenden Geraden in 2, 
zwei zur Axe H, J, symmetrisch liegende Punkte der Hyperbel h, in 
System 2, entsprechen. Die Ellipse e, scheidet das System 2, und 
die Hyperbel h, das System 2, in zwei Gebietstheile, und wir wollen 
in beiden Systemen den Gebietstheil, der die Focalpunkte enthilt, das 
imaginaire Gebiet und den anderen das reelle Gebiet nennen; denn es 
giebt nur zu den im reellen Gebiet des Systems 2, liegenden Punkten 
entsprechende reelle Punkte in System 2%, und umgekehrt. Fiir den 
in Fig. 2. angenommenen Fall ist ®, ¥, < ®,Y, und demnach ist 
der reelle Gebietstheil in 2, elliptisch, in 2, hyperbolisch umgrenzt, 
wenn aber ©, Y, > ®, ¥, ist, dann ist umgekehrt der reelle Gebiets- 
theil in 2, hyperbolisch und in 2, elliptisch umgrenzt. 

Um die entsprechenden Punkte P,, P, in den beiden bifocalen 
Systemen 2,, 2, beziehungsweise durch rechtwinkelige Coordinaten 
Z,,¥y, und x,y, zu bestimmen, nehmen wir in Fig. 1. die Mittel- 
punkte O,, O, der Focalstrecken ©, ¥,, ®, ¥,, deren Liingen wir resp. 
mit 24,, 24, bezeichnen, als Coordinatenanfang und die Verbindungs- 
gerade der Focalpunkte in den Systemen als w-Axe, dann ergiebt sich 
aus den Grundgleichungen 


o, P, =, P,, ¥,P, =, Py, 
(1) (A, +2,)? + yy? = (A, +a)? + y,’; 
(2) (A, — 2)? + yy? = (4, —22)? + y,?- 
Aus diesen Gleichungen der Bifocalitiit der beiden Systeme 2,, 2, er- 


halten wir durch Subtraction und Addition die beiden folgenden Aqui- 
valenten Gleichungen 


(3) A, v= A, Ly, 
(4) me tyr tar —aet yr +h), 


*) R. Heger, Bemerkungen iiber zwei-zweideutige Verwandtschaft. Zeit- 
schrift fiir Math. u. Physik. Bd. XVII. S. 71. 
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und weiter ergeben sich durch Elimination die Werthe 


a 
= i, Wy 
(5) — anion 
i= V2(i — fe) +92 + a2 — 4); 
a 
t= 5%, 
(6) 


2 
| haat Vx) (1 ai ze) + 4? + 4? — 4,?- 


Um uns die Beziehungen der durch diese Formeln bestimmten 
bifocalen Systeme 2, Y, anschaulicher darzustellen, nehmen wir in 
Fig. 2. die Ebene des Systems 2, als Aufrissebene, eine zu H, J, 
parallele Gerade Y{ als Projectionsaxe und construiren in der Grundriss- 
ebene ein System 2,, welches dem System 2, iihnlich ist, so dass die 
Ellipsenaxe H,J,, welche der Ellipsenaxe H, J, entspricht, gleich 
und parallel der Hyperbelaxe H, J, ist und senkrecht unter dieser liegt. 
Wir beziehen die Punkte des Systems 2, auf die rechtwinkeligen 
Coordinaten x;, y, deren positive Axenrichtungen beziehlich O,, J7, 
O,O, sind, und ferner die Punkte des Systems 2, auf rechtwinkelige 
Coordinaten x ;;, 2, deren positive Axenrichtungen resp. O, J,, O, Z 
sind, Da H, J, = 24, und H,d; = 24, ist, so verhalten sich die 
Coordinaten entsprechender Punkte der ahnlichen Systeme 2,, 2, wie 
4,: 4,, und demnach ist 


ay dg 


tC, = ‘ 4 = . 
a 2 LT, Y, 4, y 


Setzen wir in eine der beiden ersten Fundamentalgleichungen z. B. in 
(1) statt 2,, y, beziehlich x#7;, 2, so erhalten wir 


(A, +2)? + yy? = (4,4 20)? + @, 


und in diese Gleichung die Werthe fiir z,, y, gesetzt ergiebt sich: 
a, 2 4, \? 
(4, + 3 a1) —Gt) v= + an) + 2 


Wenn wir nun 2; = 2; = « setzen, so kénnen wir w yz als die 
drei im Raume rechtwinkeligen Coordinaten eines Raumpunktes_ be- 
trachten und dann folgt aus dieser Gleichung 
Os ie ht rnin le a ey 
12 1,2 25. 2 ’ 

5 i a 

welche ein einschaliges Hyperboloid reprisentirt, dessen drei Halbaxen 

resp. die Linge 4,, et Vi2—A?, Va? — a,? besitzen. Dieselbe 
2 


Hyperboloidgleichung wiirden wir selbstverstindlich auch erhalten, 
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wenn wir statt der Gleichung (1) die zweite Fundamentalgleichung (2) 
benutzt hiitten. Hiernach ergiebt sich der fiir die Folge wichtige 
fundamentale Satz: 


Das System X;, welches dem System X, dhnlich ist, kann als Grund- 
rissprojection und das System X,, welches dem System 2, bifocal ist, 
als Aufrissprojection der Punkte eines einschaligen Hyperboloids betrachtet 
werden, von dem zwei Axen beziehlich auf den Projectionsebenen senk- 
recht sind. 


In demselben Sinne wie die Projectionen von einem Punkte des 
Hyperboloids zweideutig sind, sind es hiernach auch die bifocalen 
Systeme 2,, X,. Wenn eine Curve n' Grades in der einen Projections- 
ebene gegeben ist, so kénnen wir diese Curve als die Directrix einer 
zu dieser Projectionsebene senkrechten Cylinderfliche betrachten und 
diese liefert mit dem Hyperboloid eine Durchdringungscurve, deren 
andere Projection vom 2n'" Gerade ist und zur betreffenden Focal- 
geraden symmetrisch liegt. Hiernach ergiebt sich der Satz: 

Einer Curve ne" Grades in dem einen zweier bifocaler Systeme ent- 
spricht eine Curve 2n' Grades in dem anderen, welche zur Focal- 
geraden symmetrisch liegt. 

Und hieraus folgt der specielle Satz: 

Einer Geraden in dem einen zweier bifocaler Systeme entspricht ein 
Kegelschnitt in dem anderen System, dessen eine Axe in der Focal- 
geraden liegt. 

Hierbei ist jedoch zu beachten, dass nur den Punkten, welche 
innerhalb des reellen Gebietes des einen Systems sich befinden, reelle 
Punkte im anderen System entsprechen. Nehmen wir in der einen 
Projectionsebene einen Kegelschnitt an, der den Contourkegelschnitt 
in zwei reellen oder imaginiren Punkten beriihrt, dann zerfillt die 
genannte Durchdringungscurve in zwei Kegelschnitte, deren Projectionen 
in der anderen Projectionsebene den Contourkegelschnitt in zwei reellen 
oder imaginiiren Punkten beriihren. 

Die Gleichung einer Schnittebene, welche der Projectionsaxe % 
parallel ist und mit den beiden Projectionsebenen einen Winkel von 
45° bildet, ist 

y+te=ma (a beliebig) 
und die Gleichung des Hyperboloids, wenn wir der Abkiirzung wegen 
A,? — 4,2? = & setzen 


12 12 y® 2 
ae + de ~ sie =1- 


Je nachdem wir aus diesen beiden Gleichungen y oder z elimi- 
niren, erhalten wir beziehlich die Gleichungen: 
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. ania’ 2 
a? + 2 a ai,? e+ a* 14? - ey? =0, 


e e 
ety +2. 


welche Kreise repriisentiren; und diese Kreise beriihren als Projectionen 
des Schnittes, den die unter 45° gegen die Projectionsebenen geneigte 
zur Projectionsaxe parallele Ebene mit dem Hyperboloid bildet, be- 
ziehlich die Contourkegelschnitte in zwei reellen oder imaginiren 
Punkten, deren Verbindungssehnen der Projectionsaxe parallel sind. 
Die beiden Kreise haben gleichen Radius und einer Punktreihe auf 
dem einem entspricht als Projection eine congruente Punktreihe auf 
dem anderen. Hieraus ergiebt sich in umgekehrter Fassung der Satz: 

Jedem Kreis, der in dem reellen Gebiet eines zweier bifocaler 
Systeme X, X, liegend den Contourkegelschnitt in zwei Punkten beriihrt, 
entsprechen in dem anderen System zwei zur Focalgeraden symmetrisch 
liegende Kreise, welche den Contourkegelschnitt in zwei Punkten be- 
riihren; und die entsprechenden Punktreihen auf den Kreisen sind 
tihnlich. 

Bei dem Entsprechen der Punkte in den bifocalen Systemen ist 
stets zu beachten, dass nur den Punkten einer Curve, welche in dem 
reellen Gebiet des Systems liegen, reelle Punkte in dem anderen 
System entsprechen, und wenn wir daher in der Folge sagen, dass 
einer Curve ¢, in dem einen System wieder eine Curve ¢, entspricht, 
so wollen wir nur den im reellen Gebiet befindlichen Theil der Curve 
c, als in Betracht gezogen voraussetzen. In dieser Hinsicht ergeben 
sich aus den Gleichungen (3), (4) 8. 90, wie man leicht ersieht, die 
Sitze: 

Jedem Kreis, dessen Mittelpunkt die Mitte der Focalstrecke in dem 
einen bifocalen System ist, entspricht ein derartiger Kreis in dem anderen 
System. 

Jedem Kreis, dessen Mitfelpunkt auf der Focalgeraden in dem 
einen bifocalen System liegt, entspricht ein derartiger Kreis in dem 
anderen System. 

Jeder Geraden, welche auf der Focalgeraden in dem einen bifocalen 
System senkrecht steht, entspricht eine derartige Gerade in dem anderen 
System. 

Betrachten wir in einer Projectionsebene eine Tangente ¢, (Fig. 2.) 
des Contourkegelschnittes als Spur einer auf dieser Projectionsebene 
senkrechten Ebene, so schneidet diese Ebene das Hyperboloid in zwei 
Geraden, deren Projectionen ¢, ¢, in der zweiten Projectionsebene 
symmetrisch zur Focalgeraden liegende Tangenten an den betreffenden 
Contourkegelschnitt sind. 

Hiernach entsprechen der Tangente ¢, in 2, (Fig. 2.) an dem Contour- 


ai? ah? — a? 0 


#2 y+- 2 — sy 
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kegelschnitt die beiden Tangenten ¢, ¢,, im System ZX, an den be- 
treffenden Contourkegelschnitt. Dem Beriihrungspunkt A, in 2, ent- 
spricht in 2, der auf ®, ¥, liegende Punkt A, und dem Beriihrungs- 
punkt B, in 2, entspricht in 2, der auf ®, ¥, liegende Punkt B,. 
Machen wir auf der Geraden Y, A, die Strecke ¥, ® — ¥,%, und 
denken wir uns das System 2, mit seinen Focalpunkten %, ¥, be- 
ziehlich nach ©’, verlegt, dann fallt, weil ¥, A, = ¥, A, ist, der 
Pankt A, mit A, zusammen; da ferner ¥, 0 = ¥, >, = H, Jd, ist, so 
ist auch A, ®, = A, und demnach steht die Ellipsentangente ¢, auf 
®, ® in der Mitte senkrecht. Bei der Verlegung des Systems 2, 
fallt dann auch ein beliebig auf ¢, angenommener Punkt C,, der dem 
Punkte C, in 2, entspricht, mit diesem zusammen, denn es ist 
%, C, = 0,C, = 9% C, und ¥,C, = ¥,C,. Hiernach ergiebt sich 
der Satz: 

Einer Punktreithe auf einer Tangente an dem Contourkegelschnitt 
in dem einen der beiden bifocalen Systeme entsprechen im anderen System 
auf zwei symmetrisch zur Focalgeraden liegenden Tangenten des Contowr- 
kegelschnittes congruente Punktreihen. 

Betrachten wiv in Fig. 3. zwei in einer Ebene liegende bifocale 
Systeme 2, X,, deren Focalpunkte beziehlich ®,¥, und ®,¥, sind, 
so ist der Schnittpunkt 8 der resp. in den Mitten wy, uy von 9, %, 
und ¥, ¥, errichteten Senkrechten, der einzige reelle selbstentsprechende 
Punkt der beiden bifocalen Systeme 2, 2,. Ziehen wir von } die 
Tangente ¢, an die Contourellipse e, in 2,, so entspricht dieser einer- 
seits die von $3 an die Contourhyperbel h, in 2, gezogene Tangente 
¢t, und die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte dieser Tangenten 
t,,@ sind parallel. Dem Beriihrungspunkt A, auf ¢, entspricht der 
Schnittpunkt A,, den ¢, mit ®,¥, bildet, und analog entspricht dem 
Beriibrungspunkt B, auf ¢, der Schnittpunkt B, von ¢, und 9, ¥,. 
In gleicher Weise entsprechen sich die von 8 ausgehenden Tangenten 
t,, t, und auf diesem den Punkten A, B, resp. die Punkte A, B,. 

Kiner Tangente t, in 2,, welche die Ellipse e, in einem Punkt 
[, beriihrt und %, Y, in einem Punkt A, schneidet, entsprechen in 2, 
die beiden zu ®,¥, symmetrisch liegenden Tangenten t,1,', welche 
die Hyperbel h, beziehlich in den Punkten A, A,’ beriihren und ®, ¥, 
in [, treffen. Da nun einer Punktreihe auf r, congruente Punktreihen 
auf rt, und t, entsprechen, so giebt es fiir die congruenten Punkt- 
reihen auf t,t, einen Drehpol, den Schnittpunkt der in den Mitten 
auf [,f, und A, A, errichteten Senkrechten; ebenso giebt es fiir r,t,’ 
einen Drehpol, den Schnittpunkt der in den Mitten auf [, 1, und A, A,’ 
errichteten Senkrechten, Riicken die Focalpunkte ®, ©, so wie ¥;, ¥, 
unendlich nahe zusammen, dann zieht sich Ellipse e, wie die Hyperbel 
h, in die Focalgerade zusammen und die Gesammtheit der ‘l'angenten 
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an je einem dieser Kegelschnitte wird durch zwei Strablenbiischel, 
deren Mittelpunkte die Focalpunkte sind, repriisentirt. Nach dem 
ersten Satze auf 8S. 93 entspricht einer Punktreihe auf einem Kreise, 
der im reellen Gebiet von 2, liegend die Ellipse e, zweimal beriihrt, 
einerseits eine ‘ihnliche Punktreihe auf einem Kreise, der im reellen 
Gebiet von 2, liegend die Hyperbel h, zweimal beriihrt; wenn aber 
die Focalpunkte ®, ®,, ¥, ‘¥, beziehlich unendlich nahe an einander 
riicken, dann bildet die Gesammtheit dieser Kreise, welche je einen 
dieser Kegelschnitte beriihren, ein Kreisbiischel, dessen Grundpunkte 
die Focalpunkte sind. 

Um in einem Bilde beispielsweise die Deformation von Kreisen 
zu zeigen, welche in drei durch die Focalstrecken 9, ¥, < 0,¥, << 0,¥, 
in Fig. 4*, 4°, 4° gegebenen bifocalen Systemen 2, 2, 2, auftritt, 
haben wir in 2, drei in 16 gleiche Theile getheilte Kreise K, K,' K,” 
gezeichnet, welche beziiglich des Systems 2, im reellen Gebiete von 
2, liegen. Die Mittelpunkte dieser Kreise haben wir der Symmetrie 
wegen auf der Geraden angenommen, welche in der Mitte O, der 
Focalstrecke ©, ‘¥, auf dieser senkrecht steht. Von diesen Kreisen 
beriihren K,’ K,” zweimal die nicht gezeichnete elliptische Gebiets- 
grenze, welche in 2, durch das System 2, bestimmt ist, und zwar 
hat K,” die besondere Lage, dass sein Mittelpunkt mit O, zusammen- 
fallt. Die Theilpunkte dieser Kreise denken wir uns simmtlich durch 
starre Strecken gelenkartig, beziehlich mit den Punkten %, ¥,, , ¥,, 
®, Y, verbunden, wie dies z. B. fiir die entsprechenden Punkte 
14,”, 14,”, 14,” schematisch angedeutet ist. Hiernach verwandelt sich 
der Kreis K, mechanisch in die Curven K,, K,, wenn die Focalstrecke 
®, ¥, resp. in ®, ¥,, , Y, tibergeht; ferner verwandelt sich der Kreis 
K, zuerst in die Curvenstiicke K,’, k,', dann in die Kreisstiicke 
K;;, kx, %,, und die Punktreihen auf denselben sind mit den ent- 
sprechenden auf K,’ gleich- und ungleich-liegend ahnlich. Der dritte 
Kreis K,” in 2, geht erst in den Kreis K,", dessen Mittelpunkt O, 
ist, dann in den Kreis K,’, dessen Mittelpunkt O, ist, tiber, und die 
entsprechenden Punktreihen auf K,” und K,” sind ihnlich. Fir die 
Bestimmung der Tangente an einen Punkt der bifocalen Curven K, 
oder K;, welche dem Kreis K, entsprechen, hat Somoff in seiner 
Kinematik*) eine einfache Construction mitgetheilt. 


II. Der Geschwindigkeitszustand eines bifocal-verdinderlichen Systems. 


Kin ebenes System, welches sich derart aindert, dass alle Phasen 
desselben entsprechende bifocale Systeme sind, nennen wir ein bifocal- 


*) Somoff, Theoretische Mechanik, I, Th, (Kinematik). 8. 116. Deutsch 
von Ziwet. 1878. 
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vertinderliches System. Die Bewegung dieses verinderlichen ebenen 
Systems in einer festen Ebene ist durch die Bewegung der beiden 
Focalpunkte in dieser festen Ebene bestimmt. Nehmen wir an, die 
Focalpunkte © des bifocal-verinderlichen Systems bewegen sich 
beziehlich auf den in der festen Ebene gegebenen Curven » und 
Fig. 5, Taf. I. und ihre Geschwindigkeiten seien in einer Phase 2, 
des veriinderlichen Systenis 2 resp. vy, vy», welche wir in die Rich- 
tung der Curventangenten auftragen, so dass 0,9, = vy, ¥. Vy = vy 
ist. Ziehen wir nun die auf den Geschwindigkeitsrichtungen senk- 
rechten Curvennormalen 9, {,, YW, %., die sich in dem Punkt , 
schneiden, so bleibt dieser Punkt 43, als Systempunkt betrachtet wih- 
rend einer unendlich kleinen Zeit in Ruhe und seine Geschwindigkeit 
ist also’. momentan gleich null. 

Um die Geschwindigkeit A, A, = v, eines beliebigen System- 
punktes A, in Phase 2, zu erhalten, haben wir zu beachten, dass 
®, A, und ¥, A, starre Strecken sind, deren Liinge sich also nicht 
iindert; folglich miissen auch die in der Geraden ©, A, liegenden 
Geschwindigkeitscomponenten ®, ®Y und A, A’, welche wir erhalten, 
wenn wir ®,” und A, AY senkrecht auf ©, A, ziehen, gleich und 
gleich gerichtet sein. In gleicher Weise ergiebt sich, dass auch in 
der Geraden ¥, A, die beiden Componenten ¥, ¥” und A, A” gleich 
sein miissen. Hiernach erhalten wir die folgende einfache constructive 
Bestimmung der Geschwindigkeit eines Systempunktes A,,.- Wir fallen 
von den Endpunkten %,,%» der Geschwindigkeiten der Focalpunkte 
®,, VY, beziehlich auf ®, A,, Y, A, Senkrechte, deren Fusspunkte 
or, ¥” sind, machen in gleichem Sinne A, A? =, 0% und ferner 
A,, AY = ¥, YY, ziehen AY A, senkrecht %, A, und A” A, senkrecht 
Y, A,, dann ist der Schnittpunkt A, dieser Senkrechten der Endpunkt 
der Geschwindigkeit v, des Systempunktes A, in der Systemphase ~,,, 
und die Gerade A, A, ist zugleich die Tangente in A, an der Bahn- 
curve, welche dieser Systempunkt A, wiihrend der Bewegung des 
bifocal -veriinderlichen Systems beschreibt. Den Endpunkt A, dieser 
Geschwindigkeit erhalten wir auch, wenn wir in Fig. 5. die Strecke 
A, Ay # %,%, und A, Ay + ¥,¥%y machen, und A, A, 1 9, Ax, 
A, A, \.¥, A, ziehen. Diese einfache constructive Bestimmtng der 
Geschwindigkeit eines beliebigen Systempunktes wurde laut einer 
miindlichen Mittheilung von meinem Collegen Herrn O. Mohr mittelst 
des Principes der virtuellen Geschwindigkeit abgeleitet. Sie wird fiir 
die Folge die Grundlage unserer weiteren Darlegungen bilden, und 
dieser Wichtigkeit wegen wollen wir noch eine zweite Begriindung 
dieser Construction mittheilen. Wir nehmen an, die Focalpunkte 9,, ¥, 
haben sich, Fig. 6., in einer unendlich kleinen Zeit resp. nach ®,, ¥, 
bewegt, und ein Systempunkt A, sei in Folge dieser Bewegung nach 
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A, gelangt. Denken wir uns ®, ay # %,A,, ferner VY, ay + ¥, A, 
gezogen, so ist ,A,=—9%,a, und ¥Y,A,=Y,ay. Der unendlich 
kleine um ®, beschriebene Kreisbogen a, A, ist dann als gerade zu 
betrachten und im Punkte a’ senkrecht auf ©, A,; ebenso ist der 
unendlich kleine um Y, beschriebene Kreisbogen a, A, als gerade an- 
zusehen und im Punkte @” senkrecht auf Y,A,. Da die unendlich 
kleinen Strecken A, ay, A, Gy, welche resp. gleich , ®,, ¥, ¥, sind, 
sich wie die Geschwindigkeiten vy, vy der Focalpunkte 9,, ¥, verhalten, 
so kénnen wir uns das unendlich kleine Viereck A, ay A, ay ‘bnilich 
vergrossert denken, also wie in Fig. 5., A, Ap # vy, A, Ay # vy machen 
und A, A, | %, A,, Ay A, 1 ¥, A, ziehen. 

Denken wir uns zu jedem Systempunkt des Systems 2, den ent- 
sprechenden Geschwindigkeitsendpunkt in der angegebenen Weise con- 
struirt , so bilden diese Geschwindigkeitsendpunkte ein ebenes System, 
welches wir mit 2, bezeichnen, und die zu der Systemphase 2, ge- 
hérende Geschwindigkeitsphase nennen wollen. Aus jexer Construction 
folgt, dass jedem Systempunkte A, in 2, mit Ausnahme der Focal- 


. punkte eindeutig ein Punkt A, in &, entspricht. 


Wenden wir die. angegebene Construction in Fig. 7. auch auf 
die Focalpunkte, z. B. auf ®, an, so miissen wir ® AY = Y YY machen 
und in AY auf ®Y die Gerade m, senkrecht ziehen. Da der Punkt 
® durch unendlich viele Gerade mit sich selbst verbunden werden 
kann, so ziehen wir durch ihn eine beliebige Gerade f, fillen auf 
dieselbe von ®, eine Senkrechte %, o?, welche die Gerade g, im Punkt 
# schneidet. Hiernach liefert jede durch © gehende Gerade f einen 
zugehérigen Punkt oy auf der Geraden g, und somit entsprechen dem 
Punkt ® in geometrischer Hinsicht die Punkte der Geraden g,; und 
in gleicher Weise ergiebt sich, wenn wir ¥YBY = ®@% machen, in 
BY auf OY die Gerade wy, senkrecht ziehen, dass dem Punkt ¥ die 
Punkte der Geraden wy, entsprechen. Wir kénnen aber die Focal- 
punkte ®Y, welche die bestimmten Geschwindigkeiten OY,, ¥ Vy be- 
sitzen, niemals als Punkte einer Phase des bifocal-verinderlichen 
Systems betrachten, weil sie selbst bei unendlich nahen Systemphasen 
in dem imaginiren Gebiet liegen, welches von einer unendlich schmalen 
Ellipse oder Hyperbel umgrenzt wird, deren Brennpunkte diese Focal- 
punkte sind, Die elliptische Umgrenzung in der friiheren Phase tritt 
ein, wenn die Focalstrecke in der spiiteren unendlich nahen Phase 
sich vergréssert, und die hyperbolische, wenn dieselbe sich verkleinert. 
Um die auf geometrischem Wege erhaltenen Beziehungen phoronomisch 
zu interpretiren, denken wir uns um die Focalpunkte unendlich kleine 
im reellen Gebiet liegende Halbkreise beschrieben, deren begrenzender 
Durchmesser auf der Focalgeraden senkrecht stehen, und betrachten die 
7 
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Peripheriepunkte derselben als Systempunkte. Die durch ® gehende 
Gerade f schneidet dann den um ® beschriebenen unendlich kleinen 
Halbkreis in einem an ® unendlich nahe gelegenen Systempunkt ®/, 
zu dem die mit oo! zusammenfallende Geschwindigkeit o/o/ gehort. 


Schneidet der iiber ®, als Durchmesser beschriebene Kreis die Gerade 
@- in zwei Punkten f’, f’, so fallen die Geschwindigkeitsrichtungen 
der durch die Geraden Of’, ®f” auf dem unendlich kleinen Halbkreis 
bestimmten Systempunkte beziehlich mit diesen Geraden zusammen, 
Fiir den anderen Focalpunkt ¥ tritt in unserer Figur dieser Fall nicht 
ein, weil der tiber YY, als Durchmesser beschriebene Kreis die Gerade 
w, nicht schneidet. 

Damit wir die gegenseitigen Beziehungen der beiden Systeme 2, 
und 2, leichter iiberschauen, wollen wir die Gleichungen ableiten, 
welche die Verwandtschaft dieser Systeme repriisentiren. Wir nehmen 
in einer Systemphase 2, Fig. 8., die Focalgerade ®Y als x-Axe, den 
Mittelpunkt O dieser Focalstrecke, welche gleich 2u sein midge, als 
Coordinatenanfang, und bezeichnen die rechtwinkeligen Coordinaten 


eines beliebigen Systempunktes A mit x, y, und die des entsprechenden , 


Geschwindigkeitsendpunktes A, mit 2,, y,. Ferner bezeichnen wir 
den Winkel, welchen die Geschwindigkeiten v,, v,, v der Focalpunkte 
®,¥ und des Systempunktes A mit der Geraden ®Y bilden, resp. 
mit »,~, a und die Winkel, welche die Geraden ®©A,¥A mit der 
Focalgeraden bilden, beziehlich mit «, 8. Dann ist nach der con- 
structiven Bestimmung des Geschwindigkeitsendpunktes A, 


Vy cos (@— gq) = v cos («—a), 
Vy cos (B—wy) = v cos (B—a), 
und hieraus folgt 
Vy COS & Cos P + vg Sin « Sin mY = v COs @ Cos a -}- V Sin @ sin a, 
vy cos B cos y + vy sin B sin Yy = v cos B cos a + v sin B sin a- 
Bezeichnen wir der Kiirze wegen die senkrechten Projectionen 
der Geschwindigkeiten vy», vy auf die Focalgerade resp. mit vg, vy’ 
und die hierauf senkrechten Componenten beziehlich mit vy’, vy”, so ist 


Vy COS P = Vy , Vy COS Y = Vy’, 
Vy SID Y = Vy , Vy sin Y = vy”: 
Ferner ist 
F . 4 
COs @ == - <n ; sin @ = — ‘ 
Viutart+y Viu+aPr+y 
am & ° 
ee. 28s. ie fe — 2, 
Viu—a2?+y" Viu—a2)P?+y¥ 


v COS 4 = LT, — 2, v sin ad = Y — y- 
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Diese Werthe in die beiden obigen Gleichungen gesetzt liefern 
die beiden folgenden Verwandtschaftsgleichungen 


(I) a+ y? + £ (vy +M—Xp) + y (vy —Yo) + & (vy —2) = 9, 
Gd) 2? + y? + &(vy'—u—az) + y (oy —Yyo) — w (vy —a) = 0. 


Aus diesen beiden Gleichungen erkennen wir zuniichst, dass jedem 
Systempunkt A in der Systemphase Y, dessen Coordinaten x y sind, 
eindeutig ein Punkt A, in der Geschwindigkeitsphase ¥, entspricht, 
und dass dieser der Schnittpunkt der beiden Geraden ist, welche diese 
Gleichungen repriisentiren, wenn wir xy als constant und z,y, als 
verinderlich betrachten; und ferner ersehen wir, dass jedem Punkt 
A, der Geschwindigkeitsphase 2,, dessen Coordinaten 2,, y, sind, zwei 
Punkte A A' im System 2 entsprechen, welche sich als die Schnitt- 
punkte der beiden Kreise ergeben, die bei constanten 2,, y, und ver- 
ainderlichen x, y aus diesen Verwandtschaftsgleichungen hervorgehen. 
Hiernach erhalten wir den Satz: 

Eine Phase & des bifocal-vertnderlichen Systems und die zugehirige 
Geschwindigkeitsphase X, stehen in ein-zweideutiger Verwandtschaft. 

Jedem Punkte in System 2 entspricht ein Punkt in dem System 
2,; umgekehrt entsprechen aber jedem Punkt in 2, zwei Punkte in 
2. Diese beiden Punkte sind reell, imaginiir oder fallen zusammen, 
je nachdem die beiden genannten Kreise, welche die Verwandtschafts- 
gleichungen repriisentiren, sich schneiden, nicht schneiden oder sich 
beriihren. Hiernach wird das System 2, durch eine Grenzcurve in 
zwei Gebiete geschieden, von denen das eine Gebiet nur Punkte ent- 
hilt, denen je ein reelles Punktpaar, das andere nur Punkte besitzt, 
denen je ein imaginiires Punktpaar in XY entspricht; und jedem Punkt auf 
der Grenzcurve wird ein reeller Punkt entsprechen, in dem zwei Punkte 
des Paares zusammenfallen. 


Bezeichnen wir die Mittelpunktcoordinaten des Kreises, der aus 
der ersten Verwandtschaftsgleichung hervorgeht, mit a, 6, so folgt 
aus dieser Gleichung, dass 
m+u 


x, 


v" y 
.<'s b= — a 


und hieraus ergiebt sich, dass das System S’ der Mittelpunkte der 
Kreise, welche aus der Gleichung (I) hervorgehen, dem System &, iihn- 
lich ist. In gleicher Weise ergiebt sich, dass das System S” der 
Mittelpunkte der Kreise, welche die Gleichung (II) liefert, dem System 
=, auch aihnlich ist, und in beiden Fillen verhalten sich die Strecken 
in den Systemen S’, S” zu den entsprechenden Strecken in 2, wie 
1:2. Nehmen wir 


‘c= — 


C= =, b=y = by, 
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dann ist 
% = — (%e+u), b= — v5. 

Wenn wir nun die Geschwindigkeiten der Focalpunkte in Fig. 8. ent- 
gegengesetzt nehmen, so dass 0, = O%,, VY, = VY, ist, dann 
sind a,b, die Coordinaten des Punktes ®, und demnach ist ®, der selbst- 
entsprechende Punkt der beiden ahnlichen Systeme S’ und 2. In 
analoger Weise ergiebt sich, dass Y, der selbstentsprechende Punkt 
der ihnlichen Systeme S” und 2, ist. 

Setzen wir in die Kreisgleichung (1) z = — uw, so zeigt sich, dass 
der eine Werth von y = 0 ist; folglich geht der betreffende Kreis Ky 
stets durch den Focalpunkt ®. Ebenso zeigt sich, wenn wir in die 
Kreisgleichung (Il) = wu setzen, dass dann auch der eine Werth vor 
y = 0 wird, und demnach geht der betreffende Kreis Ky stets durch 
den Focalpunkt ¥. 

Auf Grund dieser Beziehungen kénnen wir zu einem beliebigen Punkt 
A, in &, leicht die beiden entsprechenden Punkte A, A' im System 
= construiren: Wir beschreiben um die Mitte A° der Geraden ®, A, 


den durch ® gehenden Kreis Ky und um die Mitte A’, der Geraden 
Y,A, den durch Y gehenden Kreis K,. Die beiden Schnittpunkte 
AA!' dieser beiden Kreise sind in X die beiden Punkte, welche dem 
Punkt A, des Systems 2, entsprechen; und da die Gerade A\, A’, 
parallel ®,¥, ist, so steht die Verbindungsgerade AA!' senkrecht auf 
der Geraden ®, ¥). 

Je nachdem diese beiden Kreise sich schneiden, beriihren oder 
nicht schneiden, entsprechen dem Punkt A, zwei getrennt liegende 
reelle Punkte, zwei zusammenfallende reelle Punkte oder zwei imaginire 
Punkte. Um nun den Ort der Punkte A, in 2, zu bestimmen, denen 
stets zwei zusammengefallene Punkte in 2 entsprechen, brauchen wir 
nur zu beachten, dass in Fig. 8. A,®y, |i A\ ® und A,¥y || Al, 
ferner D, A, = 20A', Vy A, =2¥A), ®, y, = 2A) A’, ist. 

Die Kreise K,, Ky werden sich beriihren, wenn 

A’, + WA) = AA; 
Dy Ay + VwAr = Oy. 
Ist. Hieraus folgt der Satz: 

Der geometrische Ort der Punkte in der Geschwindigkeitsphase 2,, 
denen zwei zusammengefallene Punkte in der Systemphase X entsprechen, 
ist ein Kegelschnitt, dessen Brennpunkte die Geschwindigkeitsendpunkte 
Y,, Wy sind, dessen Hauptaxe gleich der Strecke D,, ist; und je nach- 
dem die Strecke Oy, S$ ®,,, ist dieser geometrische Ort eine Ellipse 
oder Hyperbel. 


und demnach 
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Durch diesen Grenzkegelschnitt wird das System 2, in zwei Ge- 
biete getheilt, von denen das Gebiet, welches die Brennpunkte ent- 
halt, nur solche Punkte besitzt, denen zwei imaginiire Punkte in 2 
entsprechen, wiihrend den Punkten des anderen Gebietes stets zwei 
reelle Punkte in 2 entsprechen.” Fallen die Endpunkte %,, ¥,, der 
Geschwindigkeiten der Focalpunkte in einen Punkt M zusammen, dann 
geht der Grenzkegelschnitt in einen Kreis tiber, dessen Mittelpunkt M@ 
und dessen Durchmesser gleich ®,, ist; fallen dagegen die Punkte 
®,, in einem Punkt zusammen, dann degenerirt der Grenzkegelschnitt 
zu einer Geraden, die auf %,¥, in der Mitte senkrecht steht; das 
Gebiet der Punkte, denen reelle Punkte entsprechen, schrumpft zu 
dieser Geraden zusammen und zu jedem Punkt der Systemphase gehért 
eine Geschwindigkeit, deren Endpunkt in dieser Geraden liegt. Ist 
®,¥, = %,¥,, dann geht jener Kegelschnitt in die Gerade OY, 
iiber, von der die Strecke ®,Y, als Ausartung der Ellipse und der 
iibrige ins Unendliche ausgedehnte Theil als Ausartung der Hyperbel 
auftritt. In diesem Falle verschwindet das Gebiet der Punkte, denen 
imaginiire Punkte entsprechen, giinzlich; das _bifocal-veriinderliche 
System bleibt wihrend des unendlich kleinen Zeittheiles unveriinderlich. 
Dann ist die Geschwindigkeitsphase , der Systemphase & iihnlich*), 
und diese beiden Systeme entsprechen sich in diesem besonderen Falle 
gegenseitig eindeutig. 

Die Construction der beiden Punkte AA' in &, welche einem 
Punkt A, des Systems 2%, entsprechen, kénnen wir auch mit Hiilfe 
eines einzigen der Kreise Ky, Ky und einer auf ©), senkrechten Ge- 
raden ausfiihren. Wenn wir die zweite von der ersten der beiden 
Kreisgleichungen (I) (II) abziehen, erhalten wir die Gleichung 


& (Vy — Vy +2u) + Y(V—p— ey) + H(Ypt+ Vy) — 2ux =O, 
welche fiir jeden Werth von a, eine auf ©), senkrechte Gerade re- 
prasentirt, und demnach erhalten wir den Satz: 

Jeder auf D,¥, senkrechten Geraden einer Systemphase X entspricht 
eine auf der Focalgeraden ®Y senkrechte Gerade in der zugehirigen 
Geschwindigkeitsphase X,, wnd umgekehrt. 

Aus dieser Gleichung ersehen wir, dass der unendlich fernen auf 
©Y senkrechten Geraden, x, =o, in &, die unendlich ferne auf 0,¥, 
senkrechte Gerade entspricht; demnach sind die beiden sich eindeutig 
entsprechenden Parallelstrahlenbiischel, welche wir beziehlich mit TT 
und TT, bezeichnen wollen, ahnlich. 

Als solche erzeugen sie in Fig. 9. durch die Schnittpunkte ent- 
sprechender Strahlen eine Gerade €, welche durch den selbstentsprechen- 


*) Siehe Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd, XXIII, 8. 112. 
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den Punkt 8 der Systeme 2, XY, gehen muss, weil sich in diesen zwei 
entsprechende Strahlen schneiden. Setzen wir in jene Gleichung 
&£ == £,, so erhalten wir die Gleichung dieser Geraden &: 
2 (vp—v'p) + y (vp —v%) + (vip — 0%) = 0. 

Tragen wir in Fig. 9. vom Schnittpunkt © der Geschwindigkeits- 
richtungen der Focalpunkte ausgehend die Geschwindigkeiten derselben 
in gleichem Sinn auf, so dass O® —%%,, OY = ¥Y,, ist, dann 
steht die Gerade § senkrecht auf 0’ Y’, weil v» — v, gleich der Pro- 
jection von ©” auf die mit der Focalgeraden zusammenfallende x-Axe, 
und vy, — vy gleich der Projection von ®’Y’ auf die y-Axe ist. 

Wollen wir nun zu einem Punkt A, des Systems X, die beiden 
entsprechenden Punkte A.A! in 2 bestimmen, so ziehen wir durch A, 
die auf ®Y senkrechte Gerade A,« und durch ihren Schnittpunkt a, 
den sie mit der Geraden § bildet, die auf ®,, senkrechte Gerade ad; 
ferner beschreiben wir einen jener Kreise Ky, Ky, z. B. Ky, dessen 
Mittelpunkt A, die Mitte von ®,A, ist und durch den Focalpunkt ® 
geht. Dieser Kreis schneidet die Gerade «dé in den beiden Punkten 
AA' des Systems 2, welche dem Punkt A, des Systems 2X, entsprechen. 
Construiren wir im System 2, (Fig. 9.) den Grenzkegelschnitt §,, 
dessen Brennpunkte die Geschwindigkeitsendpunkte ®,, Yy sind, und 
dessen Hauptaxe gleich ®,, ist, dann entspricht jedem Punkt dieses 
Kegelschnittes ein Punkt in 2, und so erhalten wir zu §, die ent- 
sprechende Curve & in 2, welche, wie wir bald erkennen werden, 
ein mit §, affiner Kegelschnitt ist. Zu jedem Punkt einer auf ®Y 
senkrechten Geraden A,« gehért ein Kreis Ky, der auf der Geraden 
ad die beiden entsprechenden Punkte AA' bestimmt, und da diese 
Kreise einen Kreisbiischel bilden, so sind auf der Geraden ad je zwei 
der Pankte AA' conjugirte Punkte einer involutorischen Reihe. Die 
Gerade A,« schneidet &, in zwei Punkten D,E,; diesen entsprechen 
resp. die Schnittpunkte DE, welche die Gerade ad mit §& bildet und 
die Doppelpunkte der involutorischen Reihe sind. Fiillen wir 0,0? 
und Y,¥” senkrecht auf OY, machen PAY = YYY, VY BY = OOF 
und ziehen die Geraden g,, ¥, beziehlich in A”, B? auf ®Y senk- 
recht, so entsprechen nach 8. 97 den Punkten ©, Y geometrisch resp. 
alle Punkte der Geraden ,, %,; und diesen Geraden in dem auf OY 
senkrechten Parallelstrahlenbiischel TT, entsprechen demnach die auf 
®,, senkrechten Geraden Ma’, Ya" des Parallelstrahlenbiischels TT. 
Da nun die Gerade ec’ in diesem Falle durch einen Grundpunkt ® 
des betreffenden Kreisbiischels geht, so fallen die beiden Doppelpunkte 
der involutorischen Reihe auf Ma’ im Punkt ® zusammen. Das Analoge 
gilt von der Geraden Ya’, und demnach beriihren die Geraden Me’, 
We" den Kegelschnitt & resp. in den Focalpunkten ©, Y und die Ge- 








rade 
volu 
Pun 
lich 
fern 
Po i 
lich 
Wo | 
Pun 


zu 

Vex 
beic 
zieb 


beti 
stra 
Sys 
den 


mit 
ebe 
spr 
Tre 
ling 
bes 
lin 
Wil 
chi 
bei 
Co 
det 


die 
iib 
de 
Pr. 
ist 
sp 
ZW 
sit 


eu 








vel 


ng 


len 
ese 
vel 
Die 
1en 
ind 
or 
or 
nk- 
Sp. 
py 


auf 


j ry) 
kte 


ge 


ot", 








Das bifocal-verinderliche System. 103 


raden g,, % sind Tangenten an den Grenzkegelschnitt &,. Diese in- 
volutorischen Reihen gehen in diesem besonderen Falle in gewéhnliche 
Punktreihen iiber und, wie man leicht ersieht, entsprechen dem unend- 
lich fernen Punkt auf g, in 2, der Focalpunkt ® und der unendlich 
ferne Punkt auf a’; demnach entspricht den Punkten der Geraden 
@, in 2, einerseits der einzige Punkt ® in XY, andererseits eine ahn- 
liche Punktreihe auf Me’; ebenso entspricht den Punkten der Geraden 
v in &, einerseits der einzige Punkt Y in 2, anderseits eine ahnliche 
Punktreihe auf Ya". 

Um eine klare Uebersichtlichkeit der verwandten Systeme 2, 2, 
zu erlangen und um neve Resultate in der einfachsten Weise durch 
Vermeidung complicirter Rechnung zu erhalten, bringen wir diese 
beiden Systeme, wie bei den bifocalen Systemen, in riiumliche Be- 
ziehungen. Wir nehmen Fig. 10. zwei zu einander senkrechte Ebenen 
XY, XZ an, welche wir beziehlich als Grundriss- und Aufrissebene 
betrachten; legen das System Y so in die X Y-Ebene, dass das Parallel- 
strahlenbiischel TT senkrecht auf die X-Axe steht und bezeichnen das 
System in dieser Lage mit 2,, das Strahlenbiischel mit TT;. Ferner 
denken wir uns zu dem System 2, ein aihnliches System 27; in der 
X Z-Ebene derart construirt, dass dem Parallelstrahlenbiische! TT, ein 
mit TT, congruentes Parallelstrahlenbiischel TT,, entspricht, welches 
ebenfalls auf der X-Axe senkrecht steht und dessen Strahlen die ent- 
sprechenden des Biische!s Tl; in der X-Axe schneiden. Durch diese 
Transformation sind die Coordinaten xy der Punkte von 2 durch 
lineare Functionen der Coordinaten X, Y der Punkte des Systems 2, 
bestimmt, und ebenso sind die Coordinaten x,y, der Punkte von 2, 
linear durch die Coordinaten X Z des Systems 27; ausdriickbar; demnach 
wird durch Einsetzung dieser Werthe fiir 2, y, 2, y in die Glei- 
chung (I) oder (II) der Grad nicht geiindert und es ergiebt sich in 
beiden Fiillen dieselbe Gleichung zweiten Grades beziiglich der drei 
Coordinaten X, Y, Z, welche eine Fliiche zweiten Grades repriisentirt, 
deren Grundriss- und Aufrissprojection resp. die Systeme 2, 27, sind. 
Da jedem Punkt des Systems 2; ein Punkt in Xz entspricht, so muss 
die Grundrissebene ganz von der Projection der Fliiche zweiten Grades 
iiberdeckt sein; da ferner nach den vorhergegangenen Erérterungen 
dem Focalpunkt ©; in 2; die Gesammtheit aller Punkte einer Geraden 
9, in X, geometrisch entspricht, welche ein Strahl des Biischels Ty 
ist und in gleicher Weise dem Focalpunkt Y; eine Gerade w,, ent- 
spricht, so muss jene I'liiche ein einschaliges Hyperboloid sein, welches 
zwei in ®,, Y; auf dem Grundriss senkrecht stehende Mantellinien be- 
sitzt. Hiernach erhalten wir den Satz: 

Das mit X congruente System 2, ist als die Grundrissprojection 
eines einschaligen Hyperboloids anzusehen, welches gegen den Grundriss 
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so gestellt ist, dass zwei Mantellinien in den Focalpunkten %,;¥; auf 
demselben senkrecht stehen, und das mit X, dhnliche System Xj, ist als 
die Aufrissprojection dieses Hyperboloids zu betrachten. 

Der Grenzkegelschnitt ;; in System 2 ,;, welcher der geometrische 
Ort der Punkte des Systems 2; ist, denen in 2; zwei zusammenge- 
fallene Punkte entsprechen, bildet in dem Aufriss die Contour der 
Aufrissprojection des Hyperboloids. Demnach ist &,, die Projection 
eines auf dem Hyperboloid liegenden Kegelschnittes, dessen Grund- 
rissprojection ein durch die Focalpunkte ®,;¥; gehender mit &,, affiner 
Kegelschnitt &; ist. Hieraus folgt: Dem Grenzkegelschnitt &, in 2, ent- 
spricht in = ein durch die Focalpunkte ®, Y gehender affiner Kegel- 
schnitt R, d. h. jedem Punkt auf &, entspricht ein auf & liegender zwei- 
stihliger Punkt. 

Da jede durch einen Focalpunkt, z. B. durch ©, gehende, auf dem 
Grundriss senkrechte Ebene das Hyperboloid lings der in ; auf dem 
Grundriss senkrechten Mantellinie m und in einer zweiten Mantellinie 
schneidet, deren Grundrissprojection durch ®; geht, so ergiebt sich 
der Satz: 

Jeder durch einen Focalpunkt gehenden Geraden des Systems 2, die 
den Kegelschnitt 8 in einem Punkt Q schneidet, entspricht eine Gerade 
im System X,, welche den Kegelschnitt &, in dem entsprechenden Punkt 
Q, beriihrt, und die entsprechenden Punktreihen dieser Geraden sind 
dihnlich. 

Jede auf dem Grundriss senkrechte Ebene, welche durch keinen 
Focalpunkt geht und nicht senkrecht zur X-Axe ist, liefert in dem 
Hyperboloid einen Kegelschnitt, dessen Aufrissprojection der Grundriss- 
spur dieser Ebene entspricht. Dies giebt den Satz: 

Jeder durch keinen Focalpunkt gehenden Geraden in  entspricht 
ein Kegelschnitt in X,, der den Grenzkegelschnitt 8, in einem Punkt, 
in zwei reellen Punkten oder zwei imagindren Punkten beriihrt, je nach- 
dem die Gerade in X& den Kegelschnitt & beriihrt, in zwei reellen oder 
imagindren Punkten schneidet. 

Kin auf der Grundrissebene senkrechter Cylinder, dessen Basis 
ein durch die beiden ‘Focalpunkte ®,;¥,; gehender Kegelschnitt ist, 
schneidet das Hyperboloid lings der beiden in ®,, ¥, auf dem Grund- 
riss senkrechten Geraden m, w und ausserdem in einem Kegelschnitt; 
dies liefert den Satz: 

Jedem durch die Focalpunkte gehenden Kegelschnitt in & entspricht 
im Allgemeinen ein affiner Kegelschnitt in X,, der den Contourkegel- 
schnitt &, in zwei reellen oder imaginiéren Punkten beriihrt, je nach- 
dem der Kegelschnitt in 2, ausser in den Focalpunkten, den Kegelschnitt 
R in zwei reellen oder imagindren Punkten schneidet. 

Da nach 8. 95 einem durch die Focalpunkte gehender Kreis in 
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einer unendlich nahen Phase wieder ein Kreis entspricht, auf denen 
die entsprechenden Punktreihen ihnlich sind, so kénnen wir einen 
solchen Kreis des bifocal-verinderlichen Systems als einem dhnlich- 
verainderlichen System angehérend betrachten, und dann ist nach einer 
friiheren Abhandlung*) das System der Geschwindigkeitsendpunkte der 
betreffenden Phase aihnlich. Demnach entspricht jedem durch die Focal- 
punkte gehenden Kreis in 2 ein Kreis in 2, und die entsprechenden 
Punktreihen dieser Kreise sind fahnlich. 

Jede auf dem Aufriss senkrechte Ebene, deren Aufrissspur den 
Contourkegelschnitt ®,; in einem Punkt Q,, berihrt, schneidet das 
Hyperboloid in zwei Geraden, deren Grundrissprojectionen sich in einem 
senkrecht unter @Q,,; liegenden Punkt Q,; auf dem Kegelschnitt §, 
schneiden und resp. durch die Focalpunkte ®,, gehen. Hiernach 
erhalten wir den Satz: 


Jeder Geraden gp, welche im System 2, den Grenzkegelschnitt &, 
in einem Punkt Q, beriihrt, entsprechen in dem System Z zwei Gerade 
g”, g®, die resp. durch die Focalpunkte ®, Y gehen und sich auf dem 
Kegelschnitt ® in dem entsprechenden Punkt Q schneiden; und einer 
Punktreihe auf go entspricht auf g® wie auf g eine dhnliche Punktreihe. 

Jede auf der Aufriss-Ebene senkrechte Ebene, deren Aufrissspur 
nicht normal zur X-Axe ist und den Contourkegelschnitt @ , nicht be- 
riihrt, schneidet das Hyperboloid in einem Kegelschnitt, dessen Grund- 
rissprojection durch die beiden Focalpunkte ®,;¥; geht. Hieraus folgt: 

Jeder Geraden des Systems &,, die nicht ein Strahl des Parallel- 
strahlenbiischels T1,, und nicht Tangente des Grenzkegelschnittes &, ist, 
entspricht in = ein durch die Focalpunkte gehender Kegelschnitt. 

Aus der auf 8. 96 angegebenen Construction der Geschwindigkeit 
AA, eines Punktes A einer Phase des bifocal-veriinderlichen Systems 
kénnen wir leicht noch eine andere Construction ableiten, welche uns 
zu neuen Beziehungen fiihrt. Wir verlegen in Fig. 11. die Geschwin- 
digkeiten der Focalpunkte ®Y nach dem Schnittpunkt 0 ihrer Rich- 
tungen, so dass OO’ = OO,, OY — YY, ist. Um nun die Ge- 
schwindigkeit eines beliebigen Systempunktes A zu erhalten, ziehen 
wir die Gerade ®'ay | ®A und die Gerade Y’ay 1 YA; den Schnit- 
punkt A) dieser beiden Senkrechten verbinden wir mit 0. 

Dann ist die Geschwindigkeit AA, des Systempunktes A gleich 
und parallel der Strecke ©.A,; denn fallen wir von 0 auf ®A und 
YA resp. die Senkrechten Oby, Oby, so ist agby gleich den Projec- 
tionen von ®%» und AA, auf OA, ferner ayby gleich den Projectionen 
von ¥Y¥» und AA, auf ¥ A. 


*) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd. XIII, 8. 112, 
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Wenn wir den Constructionsweg umgekehrt durchschreiten, er- 
halten wir zu A’, den entsprechenden Punkt A, Hiernach kénnen wir 
leicht den Systempunkt B bestimmen, der eine beliebig gegebene Ge- 
schwindigkeit v, besitzt; denn wir brauchen nur eine Strecke 0 B, + v, 
zu ziehen und zu B, den entsprechenden Punkt B in der angegebenen 
Weise zu construiren. 

Bezeichnen wir nun das System der Punkte A, welche den 
Punkten A, des Systems 2%, entsprechen, mit 2, so folgt, da der 
Ort des Punktes a» ein tiber ®’® als Durchmesser beschriebener Kreis, 
und ebenso der Ort des Punktes ay ein itiber Y’Y als Durchmesser 
beschriebener Kreis ist, dass die Systeme 2, und & in eindeutiger 
Verwandtschaft zweiten Grades stehen; denn jedem Punkt A in 2 
entspricht ein Punkt A; in 2%, und umgekehrt. Wenn A eine Gerade 
durchliiuft, so beschreibt der entsprechende Punkt A, einen durch die 
Punkte ©’ gehenden Kegelschnitt, und wenn umgekehrt A, eine 
Gerade durchschreitet, so bewegt sich nach der in unserer Figur riick- 
wiirts durchgangenen Construction der entsprechende Punkt A in 2 
auf einem durch die Punkte ®Y gehenden Kegelschnitt. 

Liegt der Punkt A auf der Focalgeraden ®Y, welche wir mit 4 
bezeichnen, so sind die beiden Geraden 9’ ay, Yay, welche durch ihren 
Schnitt den entsprechenden Punkt bestimmen, senkrecht auf 4 und 
schneiden sich in einem unendlich fernen Punkt A”; demnach., ent- 
spricht jedem Punkt der Focalgeraden 4 in Y mit Ausnahme der Focal- 
punkte der einzige unendlich ferne Punkt A*® in 2, dieser ist also 
ein Hauptpunkt in 2, und 4 ist die zugehérige Hauptgerade in 2. 
Dieser Construction gemiiss besitzt jeder als Systempunkt angenom- 
mene Punkt der Focalgeraden 4 mit Ausschluss der Focalpunkte eine 
unendlich grosse auf 4 senkrechte Geschwindigkeit. Ziehen wir von 
® und ¥ auf die Gerade ®'Y beziehlich die Senkrechten 9,,, vy, 
welche wir als Gerade des Systems 2 betrachten, so entspricht nach 
unserer Construction jedem Punkt der Geraden gy, in 2 der einzige 
Punkt Y’ in 2;, und jedem Punkt der Geraden yw, in 2 der einzige 
Punkt © in >;. Demnach sind auch 0’, Y Hauptpunkte in 2, und 
Vp Py beziehlich die zugehérigen Hauptgeraden in 2, und ferner 
erhalten wir den Satz: 

Die Geschwindigkeiten der Punkte der durch einen Focalpunkt 
gehenden auf ® YY’ senkrechten Systemgeraden sind gleich und gleich- 
gerichtet mit der Geschwindigkeit des anderen Focalpunktes. 


Da die Geraden 4, by, Py 


sind, zu denen resp. die Punkte A”, ’, ¥’ als Hauptpunkte in dem System 
x, gehéren, so sind die Schnittpunkte ©, ¥, =* dieser drei Geraden 
die Hauptpunkte in 2, zu denen beziehlich die Verbindungsgeraden 
WA’, OA”, OY als Hauptgerade im System 2 gehéren, Der Pol 


die drei Hauptgeraden in den Systemen 2 
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3 als Systempunkt in J besitzt momentan keine Geschwindigkeit, ihm 
entspricht daher in 2, der Punkt ©, und dies ergiebt sich auch sofort 
aus unserer Construction, weil {$® senkrecht auf ®0, und $Y senk- 
recht auf YO ist. 

Nehmen wir nun an, dass. der Punkt Aj in & eine durch O 
gehende Gerade h, durchliuft, so beschreibt der entsprechende Punkt 
A in & einen durch die drei Hauptpunkte ©, ¥, =” und den Pol $ 
gehenden Kegelschnitt h, dessen nach =” gehende Asymptote senk- 
recht auf ®’Y’ steht. Da dem unendlich fernen Punkt der Geraden 
h, wieder ein unendlich ferner Punkt, der Schnitt zweier auf dieser 
Geraden senkrechten Biischelstrahlen, entspricht, so steht die zweite 
Asymptote dieses Kegelschnittes h auf der Geraden h, senkrecht und 
wir erhalten den Satz: 

Der geometrische Ort aller Systempunkte in einem bifocal-verdnder- 
lichen System, deren Geschwindigkeiten parallel sind, ist eine Hyperbel, 
die durch die Focalpunkte ©, ¥ und den Pol ¥ geht, deren eine 
Asymptote senkrecht auf der Geraden '¥’ und deren andere senkrecht 
auf der betreffenden Geschwindigkeitsrichtung ist. 

Diese Hyperbel zerfillt dreimal in zwei Gerade, erstens wenn die 
Geschwindigkeitsrichtung der Geraden O® parallel ist, in die beiden 
Geraden w,, und O, zweitens wenn sie der Geraden OY parallel 
ist, in die beiden Geraden p,, und V8, drittens wenn sie senkrecht 
auf der Geraden ®Y steht, in die Geraden ®Y und $=”. 

Durchschreitet der Punkt A; in &; einen um © als Mittelpunkt 
beschriebenen Kreis, so durchliuft der entsprechende Punkt A in 2, 
weil =, und J in Verwandtschaft zweiten Grades stehen, eine Curve 
vierter Ordnung, und daraus folgt: 

Der geometrische Ort der Punkte eines bifocalverdinderlichen Systems, 
welche gleiche Geschwindigkeit besitzen, ist eine Curve vierter Ordnung. 

Nach den auf 8. 94ff. gegebenen Darlegungen bleibt eine Punktreihe 
des bifocal-veriinderlichen Systems, welche auf einer durch einen Focal- 
punkt gehenden Geraden liegt, wihrend einer unendlich kleinen Be- 
wegung dieser Geraden unveriindert. Es giebt daher fiir jede durch 
einen Focalpunkt gehende Gerade des bifocal-veriinderlichen Systems 
einen Drehpol, den wir leicht construiren kénnen. Die Geschwindig- 
keitsrichtungen aller Punkte der Geraden $$=”, welche in Fig. 12. auf 
®’’ senkrecht steht, sind senkrecht zur Focalgeraden ®Y; ziehen wir 
nun durch ® eine beliebige Gerade y, die P=* im Punkt F und BY 
im Punkt C schneidet, so ist die Bewegungsrichtung des Systempunktes 
[ senkrecht zu ®Y, und die des Punktes C senkrecht zu 2Y, weil 
alle Punkte dieser Geraden sich senkrecht zu derselben bewegen; und 
demnach erhalten wir auf {3¥ den Drehpol P, der Geraden y, wenn 
wir [ P, parallel OY ziehen. Verbinden wir einen beliebigen Punkt 
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Q der Geraden y mit P,, so ist QP, die Normale an der Bahn- 
curve, welche der Punkt @ des bifocal-veriinderlichen Systems be- 
schreibt. In gleicher Weise erhalten wir auf $$® den Drehpol P; 
einer durch Y gehenden Geraden 0, welche =” in einem Punkt A 
schneidet, wenn wir A Py parallel ®Y ziehen.. 

Da wir in unserer Figur die Gerade 6 durch den Punkt Q gelegt 
haben, so ist auch QP s die Normale an der genannten Bahncurve 
und die Punkte P,Q P,; liegen demnach in einer Geraden. 

Denken wir uns die Gerade P,P; um einen auf ihr liegenden 
beliebigen Punkt U gedreht, so erzeugen die Punkte P,, P, beziehlich 
auf den Geraden Y, [® projectivische Punktreihen, und da die 
Geraden P,f, PsA parallel za ®Y sind, so durchlaufen auch die 
Punkte [ und A auf der Geraden =” projectivische Punktreihen; 
demnach sind ®f, YA entsprechende Strahlen zweier projectivischer 
Strahlenbiischel, deren Mittelpunkte resp. ® und Y sind. Hiernach 
beschreibt der Schnittpunkt @ dieser beiden Strahlen, wenn-sich die 
Gerade P, Py um den Punkt U dreht, einen durch ® und Y gehenden 
Kegelschnitt, der auch den Punkt U enthilt; denn betrachten wir 
diesen Punkt als Systempunkt, dann geht die Normale an der von 
ihm erzeugten Bahncurve selbstverstiindlich durch U. Geht die ge- 
drehte Gerade P,U Ps; durch den Pol §, so schneiden sich die ent- 
sprechenden Strahlen der Biischel in }§ und demnach liegt auch der 
Pol % auf dem genannten Kegelschnitt; geht ferner die gedrehte Gerade 
P, U Ps parallel zu ®Y, so schneiden sich die entsprechenden Strahlen 
der Biischel in dem Punkte R, in welchem diese Parallele die Gerade 
Y=* trifft. Hiernach ergiebt sich der Satz: 

Der geometrische Ort der Punkte eines bifocal-vertinderlichen Systems, 
welche momentan Bahnelemente beschreiben, deren Normalen durch 
einen festen Punkt U gehen, ist ein Kegelschnitt, der die beiden Focal- 
punkte, den Pol Y% und den Punkt U enthiilt. 

Nehmen wir den Punkt U im Unendlichen an, dann sind die 
Normalen, sowie die Tangenten an den betreffenden Bahncurven 
parallel, und demnach ist der auf S. 107 abgeleitete erste Satz als 
specieller Fall in diesem enthalten. 

Beschreiben wir in Fig. 12. den durch ©, ¥, 8 gehenden Kreis, 
der die Gerade Y=” anderseits im Punkte Ff’ trifft, und ziehen wir 
durch R’ zu ®Y die Parallele R’ U’, welche diesen Kreis zum zweiten 
Male im Punkt U’ schneidet, so ist dieser Kreis der geometrische Ort 
der Systempunkte, deren Bahnelemente Normalen besitzen, die durch 
den so bestimmten Punkt U’ gehen, und die Tangenten an diesen 

Bahnelementen treffen sich in dem U’ diametral gegeniiberliegenden 
Punkt Z’. 

Um den geometrischen Ort der Systempunkte zu erhalten, deren 
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Bewegungsrichtungen durch einen gegebenen Punkt Z gehen, ziehen 
wir Fig. 13. durch einen Focalpunkt z. B. durch ¥ eine beliebige Ge- 
rade 0, durch ihren Schnitt A mit =* eine Parallele zu ©, welche 
® in dem Punkt Py trifft, und beschreiben iiber P3Z als Durch- 
messer einen Kreis Ky, so sind die beiden Schnittpunkte A, B, die 
derselbe mit der Geraden 6 bildet, Punkte dieser Geraden, welche 
Bahneurven beschreiben, deren Tangenten durch den Punkt Z gehen; 
denn da Ps der Drehpol der Geraden @ ist, so sind PjA und PyB 
Normalen dieser Curven. Aus dieser Construction folgt, dass jedem 
Strahl 6 des Strahlenbiischels Y ein Kreis Ky eines projectiven Kreis- 
biischels entspricht, dessen einer Grundpunkt Z und dessen anderer 
Grundpunkt der Fusspunkt V der von Z auf $® gefallten Senkrechten 
ist. Dieser Strahlenbiischel und dieser projectivische Kreisbiischel er- 
zeugen bekanntlich eine durch die beiden unendlich fernen imaginiren 
Kreispunkte gehende Curve dritter Ordnung, welche die Grundpunkte 
Z, V und den Biischelmittelpunkt Y enthilt. In gleicher Weise 
kénnen wir diese Curve erhalten, wenn wir ® als Biischelmittelpunkt 
wihlen, dann wird ausser dem Punkt Z der Fusspunkt W der von Z 
auf {SY gefillten Senkrechten als zweiter Grundpunkt des projectivischen 
Kreisbiischels auftreten, und demnach muss die genannte Curve auch 
durch die Punkte ® und W gehen. Hieraus folgt: 

Der geometrische Ort der Punkte ees bifocal-verdnderlichen Systems, 
welche momentan Bahncurvenelemente beschreiben, deren Tangenten durch 
einen festen Punkt Z gehen, ist eine durch die beiden unendlich fernen 
imagindren Kreispunkte gehende Curve dritter Ordnung, welche die 
beiden Focalpunkte DY und die Fusspunkte VW der von Z auf $® 
und YW gefillten Senkrechten enthiilt. 

Beschreiben wir den durch {3®Y gehenden Kreis x, der die Ge- 
rade $$=” anderseits in R’ schneidet, ziehen wir R’U' parallel OY 
und lassen wir den Punkt Z mit dem U’ diametral gegeniiberliegen- 
den Punkt Z’ zusammenfallen, dann zerfillt die betreffende Curve 
dritter Ordnung in den Kreis % und die Gerade ¢, welche durch die 
Fusspunkte V’, W’ der von Z’ beziehlich auf $® und YY gefillten 
Senkrechten geht. ' 

Sind in einem bifocal-veriinderlicben System 2, Fig. 14, die Focal- 
punkte ®Y und die Geschwindigkeiten v,v, zweier Systempunkte A B 
gegeben, so kann man leicht die Geschwindigkeit v, eines beliebigen 
dritten Systempunktes C construiren. Wir ziehen Cattu,, CB, 
dann ag | A®, ay 1 AY, ferner Bp | BO, By 1 BY, so sind 
Cy, Cy beziehlich gleich und parallel den Geschwindigkeiten vy, vy 
der Focalpunkte ®Y. Fiillen wir hierauf py | OC, vy L VC, so 
ist Cy = v, die Geschwindigkeit des Systempunktes C. . 

Die bekannte Peaucellier’sche Geradfiihrung wird durch eine 
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Specialisirung des in Fig. 14. schematisch gezeichneten Mechanismus 
erhalten, daher kann die eben ausgefiihrte Construction auch auf die 
Geschwindigkeitsbestimmung bei dieser Geradfiihrung angewendet wer- 
den, und es ist in diesem besonderen Fall noch die eine der gegebenen 
Geschwindigkeiten v,, v, gleich Null. 

Die Festlegung des bifocal-veriinderlichen Systems in dem Sinne, 
wie wir dieselbe fiir projectiv-veriinderliche Systeme*) ausgefiihrt haben, 
erfordert die Ueberwindung grosser Schwierigkeiten , die, wie es scheint, 
nur in besonderen Fallen erméglicht werden kann. 


Am angefiihrten Ort erwiihnt C. G. J. Jacobi auch der Verwandt- 
schaft zweier raumlicher Systeme S,S,, in denen zwei entsprechende 
Punkte P,P, dadurch bestimmt werden, dass man in S, drei Punkte 
©, ¥,Q2, in S, drei Punkte ©,¥,Q, als gegeben betrachtet und 

>,P,=9%,P,, ¥,P,=¥,P,, 2, P, = QP, 
macht. Die hierdurch definirte Verwandtschaft der beiden riiumlichen 
Systeme S,S, kann man die trifocale Verwandtschaft nennen, und diese 
Systeme als trifocale Systeme bezeichnen**). Sind die Geschwindigkeiten 
Vp Vy Vy der drei Focalpunkte ®¥Q in einer Phase S eines trifocal- 
verinderlichen Systems gegeben, so kénnen wir in analoger Weise wie 
bei dem bifocal-verinderlichen System die Geschwindigkeit v, eines be- 
liebigen Systempunktes A bestimmen und diese Bestimmung begriinden. 


*) ,Ueber die Festlegung projectiv-veriinderlicher ebener Systeme“ im 14ten 
Band dieser ,,Annalen‘‘ 8. 472. Ich bemerke noch nachtriiglich, was ich itiber- 
sehen hatte, dass die in dieser Abhandlung enthaltenen Aufgaben theilweise von 
Seydewitz in Grunert’s Archiv Bd. 9, 8S. 206 ff. und ausfiihrlich von Herrn 
H. Schrédter in Crelle’s Journal Bd. 62, S. 215 ff. behandelt wurden. Der von 
mir auf 8. 482 dieser genannten Abhandlung als falsch bezeichnete Clebsch’sche 
Satz ist nach der Beweisfiihrung von Herrn A. Voss (Bd. XV., 8. 355 dieser 
»Annalen“) richtig. Infolge der nicht geniigend priicisen Fassung dieses Satzes 
habe ich denselben so verstanden, dass es auch in den von mir erwiihnten zwei- 
fach unendlich vielen Fiillen nur einen sechsten Punkt geben solle, dessen ent- 
sprechende Punkte auf einer sechsten Geraden liegen, wihrend unendlich viele 
solche Punkte vorhanden sind. Eme solche missverstiindliche Auffassung ist aber 
erst dann unmdglich, wenn man dem Clebsch’schen Satz die priicisere Form 
giebt: ,,Bei der Gesammtheit aller Collineationen, bei welchen die zu gegebenen 
fiinf Punkten gehérigen Punkte auf gegebenen fiinf Geraden liegen, existirt immer 
noch ein sechster Punkt, dessen entsprechende Punkte simmtlich auf einer 
Geraden liegen, und zwar wird der sechste Punkt und diese Gerade linear con- 
struirt.‘ 

*#) Diese geometrische Verwaadtschaft wurde ohne Hinsicht auf die Ver- 
inderlichkeit eingehend untersucht von Herrn Hermes (Crelle’s Journal, Bd. 73, 
S. 209) und Herrn. Darboux (Mémoires de la société des sciences de Bordeaux, 
T. VII, p. 197.) 
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Behufs der Construction der Geschwindigkeit v, verlegen wir die Ge- 
schwindigkeiten der Focalpunkte nach A, so dass A Ay + vg, A Aw tt vy, 
A Aw 40 ist; durch die Punkte Ay, A,,, A, legen wir Ebenen, welche 
resp. auf den Geraden A®, AY, AQ senkrecht sind; diese Ebenen 
schneiden sich in einem Punkt A,, und dann ist AA, =v, die Ge- 
schwindigkeit des Systempunktes A. Diese Bestimmung gilt selbst- 
verstiindlich auch fiir den Fall, wenn das trifocal-veriinderliche System 
in ein starres raumliches System itibergeht. Wir kénnen diese Con- 
struction noch dadurch verallgemeinern, dass wir die Geschwindig- 
keiten der Focalpunkte nach einem beliebig im Raum angenommenen 
Punkt © verlegen, also O®'ipey,, OV’ jpow, OQ’ 4¢v,, machen. 

Legen wir nun durch die Punkte 0’ ¥° Q’ Ebenen, welche resp. 
auf den Geraden A®, AY, AQ senkrecht stehen, und verbinden wir 
den Schnittpunkt A; dieser drei Ebenen mit 0, so ist 0A; gleich und 
parallel der Geschwindigkeit des Systempunktes A. Bezeichnen wir das 
System der Punkte A; mit S;, so entspricht im Allgemeinen jedem Punkt 
A in S ein Punkt A{ in S;. Umgekehrt erhalten wir zu einem Punkt A; 
in S; als eindeutig entsprechend den Punkt A in S; denn legen wir 
durch die Punkte ®¥YQ Ebenen, welche beziehlich auf den Geraden 
A;®’, AjW’, A;Q senkrecht stehen, so schneiden sich diese Ebenen 
in dem Punkt A. Die beiden Systeme stehen, wie man leicht erkennt, 
in einer eindeutigen riiumlichen Verwandtschaft dritten Grades, eine 
Ebene in dem einen System entspricht einer Flaiche dritter Ordnung 
in dem anderen, eine Gerade in dem einen einer Raumcurve dritter 
Ordnung in dem anderen. Dem Punkt 0 in 8S; entspricht der Punkt 
Ys in S, dessen Geschwindigkeit gleich Null ist, und dieser Punkt % 
ist der Schnittpunkt der drei in den Focalpunkten O¥Q auf den Ge- 
schwindigkeiten derselben senkrecht stehenden Ebenen; hieraus folgt: 

Der geometrische Ort aller Systempunkte in einem trifocal-verdnder- 
lichen System, deren Geschwindigkeiten parallel sind, ist eine durch den 
Punkt % gehende Raumcurve dritter Ordnung. 





Ein allgemeiner Satz der Integrirbarkeitslehre. 


Von 


Paut pu Bors-Reymonp in Tiibingen. 


Lehrsatz: Die integrirbaren Functionen: 


P(X), Po(%), +--+ Pn(x) 
seien im Intervall 


ax<z2z<b 
eingeschlossen resp. zwischen den Grenzen: 


a, <9, (%) <B,, 
a, <p, ("%) <p,, 
On < Pn(X)< Bn, 
und die Function F'(x,, %,,- ++») sei stetig im Gebiet: 


@,<%,<8,, 
@ © %,<f,, 


On <S in S B,, 


so ist F(p, (x), po(@), +++ Pna(x)) im Intervall a---b integrirbar. 
Den Beweis, der iibrigens sehr einfach ist, theile ich gelegentlich 
mit. Der Satz ist niitzlich, weil er uns der Miihe iiberhebt, seine 
besonderen Fille durch besondere Kunstgriffe zu beweisen, wie in 
mehreren meiner Untersuchungen geschehen musste. So war zu zeigen, 
dass das Product integrirbarer Functionen, der Quotient einer inte- 
grirbaren Function, u. dergl. Combinationen mehr integrirbar sind. 


Freiburg, im October 1879. 
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Bemerkung iiber trigonometrische Reihen. 
Von 


GrorGc Cantor in Halle a. d. Saale. 


Auf Seite 95 im 64'" Theile des Archivs der Math. u. Physik 
versucht Herr Appell fiir einen von mir in Borchardt’s Journal 
Bd, 72 bewiesenen Satz einen einfacheren Beweis zu geben. 

Es handelt sich darum, zu zeigen, dass, wenn fiir jeden speciellen 
Werth von in einem Intervalle (a --- 6) die Bedingung erfiillt ist: 


Lim (a, cos nx + b, sin nx) = 0 
fir n= oo, 
- 7 
alsdann a, und b, mit wachsendem » unendlich klein werden. 


Herr Appell versteht unter B; den absolut gréssten Werth, 
welchen die Function a, cos nz-+ b, sin nx fiir alle Werthe von « 
im Intervalle («@--- 6) annimmt und sagt: ,,cette valeur B, tend 
également sur 0 quand  augmente indéfiniment.“ 

Diese Behauptung jedoch, auf welche sich der ganze Beweis des 
Herrn Appell griindet, ist, wenn sie nicht speciell begriindet wird, 
durchaus unzuliissig und gleichbedeutend mit der Annahme, dass die 


Function 
An COS NX + by, sin NX 


fiir alle Werthe von w im gedachten Intervalle in gleichem Grade 
gegen Null convergirt,*) wenn m in das Unendliche wichst. 
Dass mit Hinzuziehung dieser Annahme der Beweis des Satzes 


*) Man sagt von einer f(m, x), dass sie mit unbegrenzt wachsendem n 
fur alle Werthe von a eines Intervalls (a---8) in gleichem Grade unendlich 
klein wird oder sich der Null niihert, wenn, bei beliebig vorgegebener positiver 
Grisse 8, eine Zahl ms angegeben werden kann, so dass fiir » > ny und fiir 
alle Werthe von x im betrachteten Intervalle dem absoluten Betrage nach f(n, x) 
kleiner ist als 0d. 


8 
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leicht gefiihrt werden kann, ist bereits von Herrn Heine in Borchardt’s 
Journal Bd. 71, pag. 357 gezeigt worden. 

Uebrigens habe ich eine etwas vereinfachende Darstellung meines, 
auf die Annahme der Convergenz in gleichem Grade sich im keiner 
Weise stiitzenden Beweises in den Math. Annalen Bd. IV, pag. 139 
gegeben. Kine noch gréssere Vereinfachung lisst sich, meines Er- 
achtens, bei der Natur des Gegenstandes nicht erreichen. 


Halle a.d.8., im September 1879, 
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Der Beweis des Fundamentalsatzes der Integralrechnung: 


fr (x) dx = F(b) — F(a)- 
5 Von 


Paut pu Bois-Reymonp in Tibingen. 


Bezeichnet man mit F(x) eine Function, welche differenzirt eine 
gegebene Function F’ (x) liefert, und mit 


fr (x) dx 


die Summengrenze, welche man Integral nennt, so besteht zwischen 
beiden die fundamentale Beziehung: 


b 
fF (7) dx = F(b) — F(a), 


welche leicht zu beweisen ist, falls F’’ (x) stetig ist. Man beweist sie 
entweder mit Hiilfe des Satzes, dass zwei Functionen mit demselben 
Differentialquotienten nur um eine Constante verschieden sein kénnen, 
oder mit Hiilfe des Fundamentalsatzes der Differentialrechnung, in- 


dem man 
p=n 


F(b) — F(a) = >) F(a+ps) — Fat (p—1) 6) 
pol 


setzt, wo nd = b — a, und jede Differenz so ausdriickt: 
F(a+pd) — F(a + (p—1) 8) = 8 F(a + (p—®) 8), 
worn O<O<1. Setzt man z. B. 
OF’ (a+ (p —O) 0) = OF’ (a+ pd) 
— 6 {F’ (a+ pd) — F’ (a+ (p—®) 9)}, 


so reducirt sich, wenn man » unendlich werden lisst, die Klammer 
rechts auf Null, und die Formel ist ebenfalls bewiesen. 


g* 
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Viel schwieriger ist ihr Beweis, wenn man fF” (x) nicht stetig, 
sondern nur integrirbar voraussetzt. Die erste Beweismethode ist dann 
offenbar nicht mehr anwendbar, weil der Differentialquotient des Inte- 
grals einer integrirbaren Function, wie diese selbst, in jedem beliebig 
kleinen Intervall unbestimmt werden kann, und die zweite Methode 
kann nicht in Anwendung kommen, weil der Satz 

F(@,) — F@) = (@,—2) F’(e+0(@%,—%), 0<0<1, 
keinen deutlichen Sinn mehr hat. 

Die Hauptschwierigkeit fiir den Beweis des Fundamentalsatzes bei 
Aufhebung der Stetigkeitsbedingung fiir den Differentialquotienten liegt 
in der Vieldeutigkeit dieses Begriffs. Es miisste jedenfalls, wenn in 
der Formel 


b . 
f F’(«) dx = F(b) — F(a) 


der Differentialquotient die gegebene Grosse sein soll, gesagt sein, 
welche der Grenzen: 
face me eee og, FTE) 
+e —é et & 
er vorstellt, denn sie kénnen fiir eine und dieselbe Function F(z) 
siimmtlich von einander verschieden sein, wie z. B. schon an Ecken ge- 
wohnlicher Curven, weshalb es nicht ungereimt ist, a priori anzunehmen, 
dass eine integrirbare Function F(x) verschiedene Functionen F(x) 
zulasse, deren Differentialquotient sie ist. In diesem Falle wiirde der 
Fundamentalsatz kaum gelten kénnen. Dieser Ungewissheit wegen 
miissen wir die Function F(x) gegeben annehmen, und untersuchen, 
unter welchen Voraussetzungen iiber den Differentialquotienten der 
Fundamentalsatz gilt. 
Von den Zwischenformen 
Fat+)-Fets) 
e+e 
des Differentialquotienten vorerst nicht zu reden, so muss der Unter- 


suchung tiber den Fundamentalsatz eine Vergleichung der Differential- 
quotienten 


lim,—o, 4,0 


lim 27@+9—-Fe) |, Fe-)—Fe) 


+e ’ —é 
vorangehen, denn wenn nicht beide Formen integrirbar sind und das- 
selbe Integral haben, so wiirde wiederum der Hauptsatz schwerlich 
gelten. Fiir einzelne Punkte sind beide Formen ganz unabhiingig von 
einander. Allein wenn die Function F(x) stetig ist, so gehért geringe 
Ueberlegung dazu, um sich zu iiberzeugen, dass in jedem kleinsten 
Intervall die obere wnd untere Grenze jeder der Formen dieselbe sein miisse. 
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Ks liisst sich eben geometrisch kein Fall aussinnen, wo die eine Form 
z. B. nothwendig gréssere Werthe liefert wie die andere. Als mir 
jedoch die Unerlisslichkeit eines Beweises fiir den obersten Grundsatz 
der Integralrechnung zuerst fiihlbar wurde, gelang es mir nicht, das 
eben angegebene Verhalten der beiden Formen in publicirbarer Weise 
ausser Zweifel zu setzen, so dass ich, was mir damals geniigte, es 
unter die Hypothesen aufnahm, indem ich also beide Differential- 
quotienten integrirbar und dasselbe Integral liefernd voraussetzte*). 

Ich habe inzwischen bessere Beweise dafiir gefunden, dass die 
beiden Differentialquotienten in jedem Intervall zwischen denselben 
Grenzen enthalten sind, wodurch der Beweis des Fundamentalsatzes, 
oder richtiger seine Untersuchung so geférdert wird, dass man sie als 
abgeschlossen betrachten diirfte, wenn nicht ein freilich nicht wesent- 
licher Punkt aufzukliiren bliebe. Der Hauptsache nach kann man den 
Fundamentalsatz der gemeinen Integralrechnung als auch fiir die all- 
gemeine Functionentheorie festgelegt ansehen. 

Unsere Untersuchung stiitzt sich auf einige allgemeine Principien 
der Functionentheorie, welche ich voranstellen will. Es wird unbe- 
denklich sein, wenn ich mich geometrischer Darstellung bediene, wo 
es um rein Analytisches sich handelt. Die geometrische Sprache kann 
eben sogleich in die rein analytische tibersetzt werden, freilich unter 
Verzicht auf gleiche Kiirze des Ausdrucks. 


Be 
I. Hiilfssitze aus der allgemeinen Functionentheorie. 


Die folgenden allgemeinen Higenschaften des stetigen Functionen- 
verlaufs erfreuen sich bei gewdhnlichen Functionen der augenfilligsten 
Evidenz. Aber auch bei irgendwelchen stetigen'Functionen wird Nie- 
mand an ihrer Richtigkeit zweifeln. Gleichwohl sind die Sitze und 
Aufstellungen nicht so einfach, dass nicht ein Beweis dafiir erwiinscht 
wire, d. i. eine durchweg befriedigende logische Verbindung mit wirk- 
lichen Elementarvorstellungen. Kine solche herzustellen bin ich in 
einer unter der Presse befindlichen Schrift iiber den Grenzbegriff etc. 
bestrebt. 

Bekanntlich besteht ein Satz, 

I. dass eine in einem Intervall a < x <b stetige positive Func- 
tion F(x), deren Werthe F(a), F'(b) Null sind, fiir min- 
destens einen Werth x,, der der Ungleichheit a<a,<b 
geniigt, ihren groéssten Werth annimmt. 


*) Abh. d. Bair. Akad, d. Wiss. I Cl. XII, Bd., 2. Abth. Anhang zur Ab- 
handlung: Beweis etc 
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Man kann als Corollar folgenden Satz hinzufiigen: . 

Ia. Wenn die Function F(x) ihr Zeichen wechselt, so nimmt sie 
mindestens fiir je einen Werth x, ihren grissten und fiir je 
einen Werth x, ihren kleinsten Werth an, wo sowohl a< a, <b 
als a< a2, <b. 

Dies ist eine blosse Folge des ersten Satzes, zu der man gelangt, 
wenn man an Stelle von F(x) zwei Functionen F(x) + F(a) be- 
trachtet , deren erste positiv und = /'(%) oder Null ist, jenachdem F(x) 
positiv oder negativ ist, wiihrend die zweite negativ und = F(x) oder 
Null ist, jenachdem F(z) negativ oder positiv ist. Beide Functionen 
F, (x), F(a) geniigen alsdann denselben Bedingungen wie F(x) im Satze I. 

Folgende weitere hierher gehérige Siatze sind aber nicht in dem 
von Herrn Weierstrass herriihrenden Satz I. enthalten. Sie lauten: 

Il. Unter den Bedingungen fiir die positive F(x) des Satzes I. 
giebt es stets zwei Werthe x’, x” von folgender Beschaffenheit: 
Erstens ist: 

ax<a<c2a’ <b. 
Zweitens erhdlt F(x) in x’ sowohl als in x” ihren grissten 
Werth G. Endlich hat man F(x) < G@ in den Intervallen 


ese<e, #€ <2). 


III. Es muss, wenn wir den Punkt x" ins Auge fassen, zwischen 
den Punkten x” und b einen Punkt x," geben, welcher bei 
von x” an wachsendem x der erste ist, fiir den F(x) Null 
wird, so dass also zwischen x” und x," keine Wurzel von 
F(x) liegt. Oder in Formeln: 


G>F(s)>0 fir 2” <ar<a"’ <b. 
Ebenso hat man: 


G>Fi(«2)>0 fir a<u <a<z. 


Zu diesen Siitzen gehéren wieder Corollare Ila. und IIla., analog 
dem Corollar Ia. fiir den Fall, wo F(x) das Zeichen wechselt im Inter- 
vall a---6. Man erhilt alsdann je vier Punkte x, x’, x”, x," fiir jede 
der Functionen F’', (x), F(z). 

IV. Fir die Anwendungen ist es hiufig vortheilhaft zu diesen 
Siitzen noch folgenden Zusatze zu machen. Um es geometrisch aus- 
zudriicken, brauchen die Functionswerthe nicht senkrecht auf die 
Strecke a---b aufgetragen zu werden, sondern kénnen simmtlich 
denselben beliebigen Winkel mit ihr einschliessen, indem die Begriffe 
Stetigkeit, grésster und kleinster Werth, u. s. f. in tiblicher Weise 
in die Vorstellung eines schiefwinkligen Coordinatensystems eingeftigt 
sind. (Nichts hinderte daran, die Functionswerthe -sogar auf den 
Strahlen eines Biischels von einer das Biischel schneidenden Curve aus 
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abzutragen.) In diesem Sinne ist von den Sitzen weiter unten Ge- 
brauch gemacht, und so werden wir sie auch zum Beweis des folgenden 
Satzes benutzen. 

Mit Hiilfe der Siitze II. und III. lisst sich nimlich eine wichtige 
Beziehung zwischen Differenz- und Differentialquotient bei stetigen 
sonst voraussetzungslosen Functionen feststellen. Es ist diese: 

V. Lehrsatz: Der Differentialquotient: 
F(2+8) — F(a) 
é 
ist seiner Grosse nach eingeschlossen zwischen dem grissten 
und dem kleinsten Werth von 


SUN 2 Wine = —_ F(a) 





im Intervall «+--+ a -+ 0. 
Beweis. Wir construiren die Gerade G, welche die Punkte 
v,F(x) und «+6, F(4+0) 
verbindet. Die Function F(x) schneidet entweder die Gerade G nicht, 
oder sie thut es. Denken wir uns im Satze III. x und «+ 6 statt 
a und b geschrieben, so muss es also ein oder zwei Punktsysteme geben: 


ZSa KU ae’ <a’ <244+, 
die entweder dem Verlauf der Function F(x) oder F(x) oberhalb G, 
oder dem Verlauf der Function F(x) oder F(x) unterhalb G ent- 


sprechen. 
Im ersten Falle hat man: 


F(a’ +y) — F(a) 











firO<y< a —a: - > Pee 
fir 0O< y < 4" —2’: F(a ty Be) < FatO = FMM, 


oder an der Grenze: 





? 


, F é — F 
fae) = fet 2 *) 


h@)s 


Im zweiten Falle hat man: 





F(a +9) — F(@) , 
é 











fir O<y<a¢—@,: Fea ty) = PGs) < Foye — 7a , 
fir0<y<a%"— 2": F(x fuse) > fet) — = 


fo(%’) < Feet) — F(a) . 





oder an der Grenze: 





file’) > Bet 2) =F) 





a EE 
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womit der Beweis unseres Satzes gefiihrt ist. Bezeichnet man noch 
mit f,(7+0,), 0<d,<90 einen Werth, der zwischen dem kleinsten 
und dem gréssten Werth von /,(x) im Intervall 2---2-+ @ (die End- 
werthe eingeschlossen) liegt, so ist also: 


F(x+90) — F(x) = df,(4+4,), 0< 9d, <8. 
Die Grosse /,(z-+0,) wird, wenn der Differentialquotient f,(x) stetig 
ist, stets einen wirklich von ihm angenommenen Werth darstellen, in 
welchem Falle vorstehende Forme! die aus den Elementen wohlbekannte 
Bedeutung erhiilt. 


Fiir den Differentialquotienten nck i ~ > F(z) 


~ gilt ganz Aehnliches. 

VI. Endlich fiihre ich hier wie in anderen Aufsiitzen den Be- 
griff des Werthevorraths (ein Hrn. C. Neumann entlehnter Ausdruck) 
wieder ein, nach welchem Begriff der Werthvorrath f(x) fiir «= 2, 
besteht, erstens aus dem Werth, den man findet, wenn man /(z) fiir 
«x =, berechnet, zweitens aus simmtlichen Werthen lim./f(x,+ 8), 
lim,,—of(#,— €,), wenn darin ¢ und ¢, auf beliebige Weise Null werden. 
Der Werthevorrath einer Function in einem Intervall besteht aus 
simmtlichen Werthevorriithen seiner Punkte. r 

An den Begriff des Werthevorraths kniipft sich eine Eigenschaft 
von Integralen integrirbarer Functionen, die schliesslich noch hervor- 
gehoben werden mag: 

VII. Ist die Function f(x) integrirbar, so kann f(x), im Allge- 
meinen, je nach den EKinzelwerthen, welche man aus den Werthevor- 
riithen f(x) fiir die einzelnen Punkte x aussucht, unzihlige Functionen 
bedeuten. Alle aber geben dieselbe Grenze: 


Si f(a)dea. 
Mit anderen Worten, man kann in einem Integral {f(«)da einer in- 
tegrirbaren Function an die Stelle von f(a) theilweise oder durchweg 


irgendwelche andere ihren Werthevorriithen angehérige Werthe setzen, 
ohne den Werth des Integrals zu veriindern. 


Il. 


Ueber die Beziehungen zwischen den Differentialquotienten einer Func- 
tion (2), und zwischen den Integralen dieser Differentialquotienten. 


1. 


Eine Function F(x) sei stetig im Intervall a---b. Wir be- 
zeichnen mit f,(7), f,(%), fin(w) den hinteren, den vorderen, einen 
mittleren Differentialquotienten, d. i., ¢ und ¢, positiv gedacht, diese 
Grossen : 
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Pets — F(z) 
& ? 
Fe-9 =F 
om @ 
F(x+ 8) — F(a—%) 
ete ? 
bei welch letzterer Grésse noch das Gesetz p(e, ¢,) = 0 gegeben sein 
muss, nach welchem ¢ und « gleichzeitig verschwinden. Nach einer 
Bemerkung des Herrn Thomii ist aber f,, durch f, und f, ausdriick- 
bar, indem man setzt: 


ie (a) _ lim,—o 


fr (x) = lim, =o ; 


m (@) = lims—o, o.=0 


F(x+«)—Fix—s%) & ha ot a F(a—#)—F(2) 
& 


ete, ~ ebay ete, —& 


Fiihrt man weiter die Functionen ein: 


lim nee =A(x), lim Tea =A,(z), 


so folgt: 
fn(%) = A(@)fr(@) + 4, (2) fal2), 


wo die Functionen 4(x) und 4,(x) positiv sind, und der Gleichung 


A(@) + ay(a) = 1 
gentigen. Hieraus ergiebt sich, dass f,,(x) seinem geometrischen Werthe 
nach zwischen f,(x) und fi, liegt.*) 


Es soll nun unter 


F'(x) = A(a)fi(@) + A,@)Al@), 4(@) + 4,(2)=1, 
verstanden werden der Differentialquotient von F(a) im Allgemeinen, 
der auch /,(x) oder f;,(~) sein kann fiir A(x) = 1 oder 4,(x) = 1. 
Von A(#) und 4,(#) nehmen wir noch an, dass sie integrirbare Func- 
tionen sind, die eben nur obigen Beschriinkungen, positiv zu sein und 
die Summe Eins zu haben, unterliegen. Alsdann sollen folgende Sitze 
bewiesen werden: 


I. Falls im Intervall a--+b einer der Differentialquotienten 
fi(~), fi(x) integrirbar ist, so ist es der andere auch und 
somit sind es alle Differentialquotienten F” (2). 


*) Wenn eine Grésse zwischen zwei anderen liegt wnter Beriicksichtigung 
der Vorzeichen, so sage ich: sie ist geometrisch zwischen ihnen eingeschlossen, 
Wenn sie zwischen ihnen liegt ohne Beriicksichtigung der Vorzeichen, so sage 
ich: sie ist arithmetisch oder numerisch zwischen ihnen enthalten. 
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Il. Alsdann ist fiir alle Differentialquotienten F" (x): 


fF @a = F(b) — F(a). 


Der gleichsam umgekehrte Satz, zu dessen Untersuchung I. auf- 
fordert, dass aus der Integrirbarkeit eines mittleren Differentialquotien- 
ten fm(a) die der dusseren folgt, scheint schwer zu beweisen. Es ge- 
lang mir oben nicht zu zeigen, dass in: 


fm (2) = A(x) fr (a) + 4, (x) fa(@) 
f,(#) und f,(#) nicht zugleich in der geeigneten Weise nichtintegrirbar 
sein kénnten, um in dem Ausdruck rechts ihre gréssten Werthdif- 
ferenzen gegenseitig zu zerstéren, so dass doch ein integrirbarer /,,(2) 
herauskime. Ich komme weiter unten auf diese Frage zuriick. 


3. 


Wir beginnen mit dem ersten Satze des vorigen Artikels, dass 
mit einem der dusseren Differentialquotienten auch alle iibrigen inte- 
grirbar sind. 

Es geniigt zu zeigen, dass, wenn z. B. f; nichtintegrirbar ist, 
auch /, nichtintegrirbar sein muss. 

Hierzu reicht es wiederum aus Folgendes zu beweisen: 

Wenn in einem Intervall zwei Werthe von z. B. f, um eine Grosse 
A verschieden sind, so kann man stets, wie klein das Intervall auch 
sei, das Vorhandensein zweier Werthe f, darin nachweisen, die um 
eine beliebig wenig von A verschiedene Grésse auseinanderstehen. 

Dies endlich wird bewiesen sein, wenn gezeigt ist, dass in jedem 
beliebig kleinen Intervall, welches einen Punkt wz, einschliesst, 
fiir den der Differentialquotient f, einen gréssten oder kleinsten Werth 
annimmt, Punkte nachweisbar sind, fiir welche der Differentialquotient 
f.(~) jenen gréssten oder kleinsten Werthen von /f, beliebig nahe 
kommt. 


4, 
Es seien 6 und g die obere und die untere Unbestimmtheitsgrenze 
des’ Limes 
F(a,—#) — F(a) 
0 Zs . 
Wir kénnen uns auf die Betrachtung von o beschrinken. 
Von einer hinreichend kleinen Grésse ¢ = 0 an wird 


F(a,—#) — F(a) 


lim,— 
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bei weiterer Verkleinerung von ¢ unbegrenzt oft Werthe erhalten, die 

von 6 um weniger als eine Grésse y sich unterscheiden, der durch 

Verkleinerung von @ jede beliebige Kleinheit ertheilt werden kann. 
Nun seien ¢ und é” > & kleiner als 0, und ferner sei: 


F(a,—) —.F(a,) =o+y 
= ? 


—s 
) egty” 


F(x,—") — F(a, 
wo y’ und y” beide numerisch < als y. 








7 
— § 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 
F(a,— 2") — F(a,—#) _ , , ” pee 
a ee he Fe et co 
Wir kénnen ¢” geniigend verkleinern, damit der an der rechten Seite 

zu 6 addirte Theil numerisch kleiner als y sei. 
Wir schreiben 2, — &” = g’, x, — & =z’, und haben also das 
Ergebniss, dass 





F(a") — Fo’) 
“2 
von 6 um nicht mehr als y unterschieden ist, wihrend x’ und x” dem 
Intervall x, — 0-- +a, angehoren. 


5. 


Die Function F(a) ist stetig. Sie kann also die Gerade G, welche 

die Punkte 
“, F(«’) und 2’, F(x’) 

verbindet, entweder gar nicht, oder beliebig, ja unbegrenzt oft schneiden. 

Falls F(x) ganz oder theilweise oberhalb G verliuft, kann man 
nach Hiilfssatz Il] im Intervall 2 ---2” vier Punkte x finden, welche 
wie folgt liegen: 

ely << %l wm Se", 
Zwischen x, und x, ist F(x) oberhalb der Geraden G. Demnach ist 
Fu +8) — Fm) . Fle") — Fle’) | 
& = a’ —a 





lim,—o 


Mithin kann der vordere Differentialquotient f,(*,) nur um weniger 
als y kleiner sein als o. 
Verliuft F(x) ganz unterhalb G, so giebt es abermals vier Punkte x: 


Ua Sm Susy <a Sa" 
zwischen deren dritten und vierten, x, und x, die Function F(z) 


oberhalb einer durch F'(x,’) parallel zu G gezogenen Geraden G,, ver- 
lauft. Es wird also wieder sein: 
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Fug +8) — Flas) 5 F(a") — Fi’) 


lim,—o - a ; 
= & —_ a’ —2 ? 





und wieder wird /,(x,’) nicht um y kleiner als 6 sein kénnen. 

Unter allen Umstiinden giebt es also im Intervall x, —4@-- - 2, 
einen vorderen Differentialquotienten, der nur um eine in unserem Be- 
lieben stehende Grosse kleiner als 6 + y sein kann, und die Kleinheit 
steht gleichfalls in unserem Belieben. 


Nun seien 6, und 6, die gréssten Werthe von f,(x) und /,(x) in 
einem Intervall s. Sie brauchen nicht wirklich erreicht zu werden, 
allem man muss ihnen innerhalb des Intervalles s beliebig nahe kom- 
men kénnen. So wird man in dem Intervalle Werthe .von f,(”) nach- 
weisen kénnen, die nicht kleiner sind als 6,, und Werthe von f,(x), die 
nicht kleiner sind als 6,. Wir erhalten somit den Satz: 

In jedem Intervall sind die grissten und die kleinsten Werthe von 
f(x) und f,(x) einander gleich. 


6. 


Bezeichnen wir mit A,f den gréssten numerischen Werthunter- 
schied der Function f(~) im Intervall s,, so werden also 


p=" p=n 
lim > % A,f, und lim >’s, Af, 
p=1 p=1 


gleichzeitig Null oder > 0 sein miissen. 
Sind nun, wie oben festgesetzt, in 


fm(@) = 4 (2%) f,(2) + A, (7) fa(a) 

A(x) und 4,(x) positive integrirbare Functionen, und ist von den 
Gréssen f,(x) und f,(x) eine und somit auch die andere integrirbar, 
so ist es, nach meinen Satzen tiber Integrirbarkeit, auch /,,(x). Wenn 
ferner ein Differentialquotient /f,,(”) nichtintegrirbar ist, so muss dies 
jedenfalls auch einer der Differentialquotienten f,(x), f,(~) sein, folglich 
beide, so dass die Nichtintegrirbarkeit eines mittleren Differential- 
quotienten die aller iibrigen mittleren und fusseren nach sich zieht. 
Nur aus der Integrirbarkeit irgend eines mittleren Differentialquotienten 
vermag ich nicht die der tiusseren mit Sicherheit zu folgern, da sie 
nicht integrirbar sein kénnten, jedoch, wie oben angedeutet, so, dass 
die ihre Nichtintegrirbarkeit bedingenden Schwankungen sich gegen- 
seitig aufhében. Zwar haben mannigfache Versuche, dieser Schwierig- 
keit Herr zu werden, mich mit Bedingungen fiir die Functionen 4 
bekannt gemacht, unter denen der umgekehrte Satz gilt, wie z. B. 
die, dass sie stetig seien. Doch sind meine Resultate nicht von er- 
schépfender Allgemeinheit. 
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Zu zeigen wiire, dass aus der Nichtintegrirbarkeit von f,(7) und 
f,(@) die jedes mittleren Differentialquotienten folgt. Es handelt sich 
also hier um einen jener Divergenzbeweise, tiber deren heikle Be- 
schaffenheit ich schon einigemal Veranlassung hatte zu klagen. 
Uebrigens bin ich von der Richtigkeit des zu beweisenden Satzes nicht 
einmal vollig iiberzeugt. 


7. 


Aus dem Satz am Schluss des Art. 5. folgt sodann, dass die In- 
tegrale von f,(x) und f,(x) einander gleich sind. 
Denn nach dem Integralbegriff ist z. B. 


b 
p=n 
fic de = lim Saf, 
p=i1 


wo das Intervall 6 — a eingetheilt ist in die Intervalle: 


a@:--a+0,a+0---a+20, ete., a+ (n—1)d---a+né, 
und f irgend einen dem Intervall 


a+ (p—1)d---a+pé 
angehdrigen Werth von f,(x) vorstellt. 

Wenn wir also z B. den kleinsten Werth von f,(a#), und den 
kleinsten Werth von f(x) in jedem solchen Intervalle unter die 
Summe nehmen, so sind die kleinsten Werthe nach dem Satz des 
Art. 5. eimander gleich und die Integrale daher auch. 

Betrachten wir jetzt den mittleren Differentialquotienten 


Wir kénnen schreiben: 
fin(@t) = fo) + a, (@) ffal@) — fo(@)} 
fn) = ful) + A(@) $f. (2) — fal@)} 


Beide Formeln wollen wir zu einer vereinigen, und zwar so, dass 
die obere gemeint ist in den Punkten x, in denen f;,(”) — f,(x) positiv 
oder Null ist, die untere in den Punkten x, in denen /,(x) — fi(a) 
positiv ist. 

Diese combinirte Formel laute: 

frat) = Fun) + Aig(2) {far(a) — feala)¥ , 
wo rechts immer nur durchweg der erste oder durchweg der zweite 


Index zu denken ist, und zwar eben so, dass die Klammer { stets 
positiv ist. A,(%) bedeutet A(x). Bildet man das Integral: 


und 
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ftalayax = frr(ayde + a(t) | ftao(e) ax — ffea(e)aa| 


so ist offenbar: 


rate) dx = fr2) dx =f fia) dx = ffiv(e)ae. 


Denn betrachten wir z. B. ein Element des Integrals {f,,(x)dz. Es 
sei in df‘? die Grosse f‘? irgend ein Werth, der zum Intervall 


a+ (p—1)d---a+ pd 


gehért. Die den Punkten dieses Intervalls zugeordneten Functions- 
werthe gehéren promiscue den Functionen f,(x) und f,(x) an, liegen 
also zwischen den gleichen kleinsten und gréssten Werthen der Func- 
tionen f, und f,, also ete. Somit ergiebt sich in der That, dass alle 
Differentialquotienten F(x), wenn sie stéimmtlich integrirbar sind, das 
niimliche Integral haben. 


III. 


Darstellung des gemeinsamen Werthes der Integrale der 
Differentialquotienten F” (x). 


Wir gehen nun dazu iiber, die Gleichheit: 
: b 
J F'(a)dz = FQ) — F(a) 
zu beweisen, oder, wie wir jetzt sagen konnen, den gemeinsamen Werth 


b 
F'(b) — F(a) des Integrals J F’ (x) dz aller Differentialquotienten F’” (2) 


einer als gegeben angenommenen Function F(x) darzustellen. Zugleich 
gewinnen wir das Ergebniss, dass, die nur integrirbare Function F(x) 
als gegeben gedacht, alle Functionen, aus denen sie durch Ableitung 
entstehen kann, nur um Unverinderliches von einander abweichen. 
Denn es seien F(x) und F(x) zwei solche Functionen, ‘so hat man 
F,(b) — F(a) = F,(b) — F,(a), woraus dies folgt. Also: 

_ Funetionen, welche den némlichen integrirbaren Differentialquotien- 
ten haben, sind nur um Constanten verschieden.*) 


*) Noch aligemeiner: Wenn der Unterschied der irgendwie genommenen 
integrirbar vorausgesetzten Differentialquotienten zweier Functionen, zwischen 
beliebigen Grenzen innerhalb eines Intervalls integrirt, Null ist, so kénnen die 
Functionen in diesem Intervall nur um eine Constante verschieden sein. 








zu b 
dem: 
sche 
gleic 
die 

ausd 


Am 


fere! 


besi 
thei 
der 
Kun 
der 
die 


nur 
thei 


nac 
Gre 


Inte 
quo 
sch 
In 


Vel 


los 








Es 


yns- 
gen 
ine- 
alle 
das 


2enen 
schen 
n die 








Der Fundamentalsatz der Integralrechnung. 127 


Wie Eingangs angefiihrt, giebt es in der Integralrechnung zwei 
Wege um die Gleichheit 


f F' («)dz = Fb) — F(a) 


zu beweisen. Man benutzt entweder den Satz, dass Functionen mit 
demselben Differentialquotienten nur um eine Constante sich unter- 
scheiden kénnen, oder man wendet den Hauptsatz der Differential- 
gleichung an, der die Differenz zweier Functionswerthe durch 
die Differentialquotienten der Function mit Hiilfe eines Mittelwerths 
ausdriickt. 

Beide Beweisarten lassen sich auf den allgemeinen Fall ausdehnen. 
Am leichtesten die zweite. Was die erste anlangt, so muss der Dif- 


ferentialquotient von J F' (@) dz — F(«a)+ F (a) pantachisch Punkte 


besitzen, in denen er Null ist,*) kann aber auch in pantachisch ver- 
theilten Punkten von Null verschieden sein. Daher ist der Beweis in 
der gewohnlichen Form nicht zu fihren, sondern man muss denselben 
Kunstgriff anwenden, durch den es gelingt die volle Allgemeinheit 
der Fourier’schen Coefficientendarstellung festzustellen: Man muss 
die Gleichung noch einmal integriren. 


Ich unterlasse es, diesen Beweis hier wiederzugeben, da er sich 
nur durch Naheliegendes und Unwesentliches von dem |. c. mitge- 
theilten Beweise unterscheidet. 


Der andere Beweis ist so zu fiihren. Man hat: 
F(a+p0) — F(a+(p—1)8) = 6 F,(a+(p—®,)9), 


nach Satz V. der Hiilfssitzé. Hierin bedeutet F,’(a+(p—O,)d) eine 
Grésse, die dem Werthevorrath F,’(x) im Intervall 


a+ (p—1)0---a+ po 


*) Pantachisch heisst eine Punktvertheilung, bei der in jedem beliebig kleinen 
Intervall Punkte einer in Rede stehenden Art vorkommen. Der Differential- 


zx 
quotient von J F’ (a)da — F(x)+ F(a) muss in jedem Intervall einmal ver- 
a 


schwinden, weil jede integrirbare Function pantachisch Stetigkeitspunkte besitzt. 
In seiner Abhandlung Sulle Serie A,X, ---, welche im Wesentlichen die 


Uebertragung der Methoden meiner pag. 117, Anm., citirten Abhandlung auf die 
Reihe 5A, X,, enthilt, sagt Herr Ascoli neben einigen wohl nicht minder grund- 


losen Ausstellungen, man kénne nicht behaupten, dass eine integrirbare Function 
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(VI Hiilfssitze) angehért. Summirt man diese Gleichung von p = 1 
bis p=, und setzt nd = b — a, so folgt: 


F(b) — F(a) = >'3F; (a+ (p—,)8). 


pol 


Lisst man nun d = 0), n = oo werden, so geht die rechte Seite, wegen 
Hiilfssatz VII., in ' 


b 
Jr (x) da 


pantachisch Stetigkeitspunkte habe. Ich hatte nur von Functionen geredet, die 
durchweg gegeben sind mit bestimmten oder unbestimmten Werthen. Nimmt 
man die Functionen z. B. pantachisch nicht gegeben an, so kiénnte man aller- 
dings gerade die Stetigkeitspunkte als nicht gegeben sich denken, Da iibrigens 
Herr Ascoli diese Ausstellung jetzt zuriickgenommen hat, (Istituto Lombardo - -- 
1. Mai 1879) so bemerke ich nur, dass die fragliche Eigenschaft der integrirbaren 
Functionen sogleich einleuchtet, wenn man bedenkt, dass jedes Intervall ein 
kleineres Intervall einschliessen muss, in welchem die Schwankungen der Function 
ein beliebig Kleines nicht iibersteigen; von Intervall zu Intervall fiihrt diese Ein- 
schachtelung zu einem Stetigkeitspunkt als Grenze. So ungefihr hat auch Herr 
Ascoli die Sache sich zurechtgelegt. 

Der umgekehrte Satz, dass eine Function mit pantachischen Stetigkeitspunkten 
integrirbar sein miisse, findet nicht statt, aber sogar das Dirichlet’sche Criterium 
der Integrirbarkeit (Crelle’s Journal IV, p. 169) ist nicht ausreichend, Dort steht: 
Il est nécéssaire que la fonction (a) soit telle, que si l’on désigne par a et b 
deux quantités quelconques comprises entre — w et + m (die Integrationsgrenzen), 
on puisse toujours placer entre a et b d’autres quantités r et s assez rapprochées, 
pour que la fonction reste continue dans l’intervalle de r 4s. Hiergegen ist heute 
einzuwenden, dass man auch Jntervalle pantachisch vertheilen kann. D. i, ich 
kann ein gegebenes Intervall D < 2z so eintheilen, dass, wenn ich mit seinen 
Theilstrecken das Intervall — 2----++ a an den geeigneten Stellen bedecke, in 
jedem noch so kleinen Ausschnitt des Intervalls — 2 - - - + 2 zusammenhingende 
Theilstrecken von D vorkommen. Sei nun eine Function g(a) in diesen Null und 
sei Eins in jenen nicht bedeckten Theilen von — 2----+ 2, so ist sie nicht inte- 
grirbar, obschon jedes noch so kleine Intervall innerhalb — 2----+ aw Strecken 
enthalt, in denen sie stetig, niimlich Null ist. 

Auf diese Art der Intervallvertheilung, zu ‘der ich verschiedene Beispiele bei 
der Hand habe, wird man gefiihrt, wenn man die Verdichtungspunkte der Ord- 
nung «© aufsucht, deren Vorhandensein ich vor Jahren Herrn Cantor in Halle 


tiber. 





brieflich anzeigte. Auf diese Vertheilung, ferner auf die Verdichtungspunkte end-. 


licher und unendlicher Ordnung von immer kleiner werdenden Strecken, endlich 
auf meine Wahl des Ausdrucks ,,pantachisch“ verglichen mit dem spiiter von Herrn 
Cantor angenommenen iiberalldicht gedenke ich bei einer anderen Gelegenheit 
einzugehen., 


Freiburg i. Br. 1879. 
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Zur Theorie der Transformation quadratischer Differential- 
ausdriicke und der Kriimmung hoéherer Mannigfaltigkeiten. 


Von 
A. Voss in Dresden. 


Fast gleichzeitig haben die Herren Christoffel*) und Lipschitz, 
freilich von sehr verschiedenen Gesichtspunkten aus und in verschie- 
dener Allgemeinheit, sich mit der Theorie der homogenen Differential- 
ausdriicke beschiftigt, tiber welche bereits Riemann, wie aus dessen 
spiter veréffentlichten Werken hervorgeht , ein fundamentales Theorem 
gekannt hatte. Insbesondere hat Herr Lipschitz unter den allge- 
meinsten Voraussetzungen die Beziehungen untersucht, welche statt- 
finden, wenn ein homogener Differentialausdruck von » unabhingigen 
Variabelen x durch Kinfiihrung von » neuen Variabelen y, fiir welche 
m willkiirliche Gleichungen y, = const bestehen, in einen anderen 
transformirt wird. Herr Lipschitz hat sich dabei vornehmlich der- 
jenigen Analogien bedient, welche sich aus einer Verallgemeinerung 
gewisser der Variationsrechnung angehorigen Transformationsprincipien 
Lagrange’s ergeben. Ich habe die Transformation eines quadratischen 
Differentialausdruckes im Folgenden durch directe Rechnungen bewerk- 
stelligt, und wie ich glaube, die Integrabilitiitsbedingungen in einer 
volistindigeren Form ausgesprochen, als dies bisher geschehen war.**) 

Diese Betrachtungen bilden den ersten Theil der vorliegenden 
Arbeit. Im zweiten Theile (§ III.—VI.) habe ich auf Grund der ent- 
wickelten Formeln versucht, die Theorie der Kriimmung im gewdkn- 
lichen Raume, wie sie von Monge und Gauss entwickelt worden 
ist, wenigstens in ibren Hauptgesichtspunkten auf méglichst natur- 
gemiisse Weise fiir héhere Mannigfaltigkeiten zu tibertragen. Es ist 


*) Christoffel: Die Transformation der homogenen Differentialausdriicke 
zweiten Grades. Crelle’s Journal Bd. 70. 

**) Von Herrn Beez ist neuverdings der Fall m= ebenfalls direct unter- 
sucht worden, Schlimilchs Zeitschrift Bd. 24. 
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dies freilich schon von Herrn Lipschitz auf Grund von Analogien 
geschehen, welche die analytische Mechanik darbietet; doch schien es 
mir im geometrischen Sinne erwiinscht, die Kriimmungstheorie von 
diesen giinzlich loszulésen. 

Anmerkung: 


Die vollige Coincidenz meiner Betrachtungen mit den Vor- 
stellungen, welche Herr Lipschitz in einem Theile seiner aus- 
gezeichneten Arbeiten entwickelt hat, ist mir in Folge verschieden- 
artiger Bezeichnung erst deutlich geworden, als es mir gelang, 
das von demselben auf pag. 292 Crelles Journal Bd. 71 ausge- 
sprochene Theorem iiber den Zusammenhang zweier quadrilinearen 
Formen direct zu beweisen. Ich verweise hier auf die Arbeiten 
des Herrn Lipschitz: 


1) Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen 
von » Differentialen. 

2) Entwickelung einiger Kigenschaften der quadratischen Formen 
von » Differentialen. Crelle’s Journal Bd. 71. Erste Mit- 
theilung pag. 274, zweite Mittheilung pag. 288. 

3) Fortgesetzte Untersuchungen in Betreff der ganzen homo- 
genen Functionen von » Differentialen. Crelle’s Journal 
Bd. 72. 

4) Ueber ein Problem der Variationsrechnung etc. Crelle’s 
Journal Bd. 74. 

5) Ausdehnung der Theorie der Minimalflichen. Crelle’s Journ. 
Bd. 78. 

6) Beitrag zur Theorie der Kriimmung. Crelle’s Journal Bd. 
81, p. 230, sowie Généralisation de la théorie du rayon 
osculateur d’une surface, ebenda, pag. 295. 


Nach Aufstellung des Begriffes der Kriimmung eines Normal- 
schnittes, der Hauptkriimmungshalbmesser und des Kriimmungsmasses 
einer Fliche, behandle ich insbesondere die Frage, die meines Wissens 
bisher noch nicht aufgeworfen worden ist, unter welchen Umstiinden 
in einem Raume Schaaren von Ebenen oder Kugeln vorhanden sein 
kénnen. Es kann dies, allgemein zu reden, nur dann stattfinden, 
wenn eine mehrfach in Differentialen lineare Covariante verschwindet. 
Ein hervorragendes Beispiel fiir diesen Fall bilden die Mannigfaltig- 
keiten constanter Riemann’scher Kriimmung. Fiir diese bleibt die 
Monge’sche Definition der Kriimmungslinien in Giiltigkeit, sowie der 
Gauss’sche Satz von der Unveriinderlichkeit des Kriimmungsmasses 
bei beliebigen Biegungstransformationen. 


Im § V. habe ich die Theorie der Developpabelen behandelt, 
namentlich gezeigt, dass im Raume von drei Dimensionen das Ver- 
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schwinden des Gauss’schen Kriimmungsmasses einer Fliiche bedingt, 
dass dieselbe nach Analogie der Developpabelen des gewdhnlichen 
Raumes aus geoditischen Linien des Raumes zusammengesetzt ist. Auch 
bei beliebiger Zahl der Dimensionen behilt das Verschwinden des 
Gauss’schen Kriimmungsmasses eine interessante Bedeutung. 

Endlich habe ich eine Transformation des Kriimmungsmasses, 
welche die vorhergehenden Betrachtungen ergiinzt, sowie eine Er- 
weiterung des Begriffes der Hesse’schen Determinante angegeben, 
durch welche die letztere die Eigenschaft erhalt, bei beliebigen Trans- 
formationen eine Covariante zu sein. 


§ L. 
In einer Mannigfaltigkeit von » Dimensionen’M,, deren Punkte 
durch die Coordinaten 2, , 2,, +++ 2, dargestellt werden, sei das Quadrat 


der Entfernung ds zweier unendlich naher Punkte z, 2 + dz ausge- 
driickt durch die Gleichung: 

(1) ds? = Dein dx; x,,*) 

in welcher die ¢;, = c,; beliebige Functionen der » sind, deren De- 
terminante nicht verschwindet. Ueber die quadratische Form 

(2) F= DCik X;X; 


zu welcher ds gehért, sollen keine weiteren Voraussetzungen gemacht 
werden. Um in Uebercinstimmung mit bekannten geometrischen Vor- 
Stellungen zu bleiben, wird es sich allerdings empfehlen, die Form F 
als definit vorauszusetzen; doch kommt, ausser wo dies ausdriicklich 
hervorgehoben ist, diese Eigenschaft im Folgenden nicht in Betracht. 
Wird nun durch » — m Gleichungen zwischen den a: 


(3) 9, = 9, 9, = 0, “<7 ‘Pa—-m = 0,7 

welche durch das System der m independenten Variabeln: 
Uy, Un, + ** Um 

identisch befriedigt sind, so dass die Gleichungen: 














Og; Ox, 
(4) 0a, OU, =0, 
ep; Or Ox, 09; Gay, 
5 SS a. Se 2 a, = 
(9) Ox,0x, OU, OU, 0a, Ou,du, — 0, 8. w. 


fiir alle: 


*) Hier, wie iiberall im Folgenden, beziehen sich vorgesetzte Summations- 
zeichen immer gleichzeitig auf alle diejenigen Indices, welche doppelt wnter den- 
selben auftreten. 


g* 
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¢=1,2,---n—m, 
r,8an1,2,---m 


bestehen, eine m-fache Mannigfaltigkeit M,, aus der M,, ausgeschieden, 
so ist das Quadrat des Langenelementes in dieser: 








(6) ds? = Da,,du,du; 
mit der quadratischen Form: 
(7) © = Ya,, U,U, 
wobei: 
g) Ox, OX, 
= Ay, = > Cik , 
(i ) Mes Ast ik Ou, Ou, 
Setzt man ferner: 
. a,, da,, 04,, 
ooo St me Barts 
ou ou ou te 
(9) r 8 t 
Bln; OCn% OC, 
P) a + “9 — 2Cmki ’ 
Ox, Ox; Ox, 


wobei wegen y+, = irs, Cnki = Ckmi, Gie ersten Indices vertauschbar 
sind*), so ist: 


As Re ye) , 
(10) arst = Sex ~~ ae ot. Cmki — * 02m . 
Kal OU, OU,0U, Ou, OU, OU, 
Ferner sei die Determinante der ¢;,, durch 0, ihre ersten Unterdeter- 
minanten durch y;,, die Determinante der a,, durch A, die ersten 
negativen Unterdeterminanten derselben durch e;, bezeichnet. Setzt 
man noch: 


09; 
(11) ba, Vrk = Qik, 





Ou, OX = oe dx, 

Ou, Ou, Ou, | 

° ° | 

— ‘ Ax. | 
(12) Ba) Se She... YI, 

ou, Ou, ou, | 

V1 Giz Gin 
; dm 1 Am 2 dm n 
ferner: 

09; 09g; 09; 0°; 

(13) bij = dz, On, Vu = > O2, dim — > Ga,, dim 


und fihrt man fiir die » — m-reihige Determinante der },, die Be- 

*) Von den Herren Lipschitz und Dedekind sind diese Bildungen durch 
@,,, bezeichnet. Vgl. Riemann’s Werke, herausgegeben von We ber, insbeson- 
dere die Erliuterungen von Herrn Dedekind, 
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zéichnung A” ein, so hat man die, vermége der Gleichungen (4) und 


der bekannten Relation 
; > yacu=k, 


in welcher das Zeichen [kl] fiir k = 1 den Werth 1 haben soll, sonst 
aber gleich Null zu nehmen ist, leicht zu erweisende Gleichung: 
(14) dD? = d-"Ad”. 


Hieraus geht hervor: So lange die Determinanten D, 6, wie voraus- 
zusetzen ist, nicht verschwinden, kinnen auch & und A” nicht ver- 
schwinden. 

Wir fiihren ferner ein System von (n—m)m Gréssen 4;,;, in wel- 
chen der erste Index j von 1 bis » — m, der zweite | von 1 bis n 
gehen soll, durch die folgenden Gleichungen ein: 


Zdj1 Aj = his 
(15) ere en 
ZDjn—mAji = Qn-mi- 


Werden die Unterdeterminanten der };; durch ¢; bezeichnet, so erhiilt 
man als Auflésung der Gleichungen (15): 


(16) A’ dj = LEQ, 

also auch: 

(17) Dj djs = Vdjsqin 

und zugleich die folgenden Identititen : 

(18) A’ > dn Ay y Cy = 0 &;;, 

7 09; 

(19) ayn =, 
7 a 

(20) Sine ae =. 


r 


Setzt man endlich noch: 


Ox; Oa, Ox, 
21) a= >) Cm ki Ou, oy, ou ? 
also nach (10): 
: 1 Oa; Ax, 
(22) Den ou, au OU, = Gyte = Cres, 
ferner: 
, 0g; Ou 
(23) ~ ~ —_— Byti ? 


Fa, du,ou, 
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so hat man aus den  Gleichungen (22) und (23) als Werthe der zweiten 
Differentialquotienten der x nach den u: 








° Oa, 1 Ox, 
(A) = Ou, Ou, = > Be ki = i > (Gre = rtm) One du, 
wobei noch die aus (5) folgende Gleichung: 
2. ‘ ys 
- (24) én Sete ee ee 


0%, 0%, OU, Ou, 
zu bemerken ist. 

Man kann der Formel (A) eine andere Gestalt geben, welche fiir 
die folgenden Differentiationen ein wenig bequemer ist. Dazu ist es 
nodthig eine Identitit abzuleiten, welche auf der Betrachtung der mit 
beliebigen Gréssen u;, v, geriinderten Determinante: 

(25) A’ = DYVik Wire 
hervorgeht. 

Man erhilt nimlich durch geeignete Multiplication und Reduction 
mit Hiilfe der Gleichungen (4), (15): 


. ” ” é m a 
A’ D? = — Ad*-""'A > ters ir Qs +A gm >’ Um Un hon. Pes Cm’ n' > 


Ou, OX, 


und wenn fiir D? aus wn sein Werth 0"—"—!A A” eingesetzt wird: 


Ox, Ox 
(26) —_—-; 5 Prats = =—-yz Urs Aj rQjs + A EO Mra ae Ou, x Em’ n' » 


also zuniichst durch Gleichsetzen der Coefficienten der Producte u,v,: 


(27) —3 Yrom — 3 Fy Urs +z iD F ce — 


da, Om 
Cu, Ou, 





ferner, wenn U, = Cjxr- genommen wird, durch Vergleichung 


der Coefficienten von »,: 


a 


5 Yrs 0x; Ox, a - 
(28) 7 ae ae Gar =~ vee 7 “a Fu, Cer 


P qg 
) Ox, 
Cnn 7 aay C., n* 
+3 ~~" 


Fiihrt man den durch (28) bestimmten Ausdruck fiir die C,,., in die 
Gleichung (A) ein, so ergiebt sich, wenn man noch (27) zur An- 
wendung bringt: 


Fx, 1 > 0x, 
(B) Ou,eu, = D2 Ajx ai A Artm€mn = 


CX, 
eo Cihn = Ou, ? 














(29) 
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erse. 


mat 


also 
aus 


her 
war 


wo 
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die 


du 


fer 


Be 


SC 
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in welcher Formel zur ase gesetzt ist: 
Og; OL Oly 


(29) Qyej = B, +; + $ Ohm Ymn Ou, Ou, Cm’ n'ne 

Die Werthe der Q,;; spielen im Folgenden eine wichtige Rolle. Sie 
erscheinen besonders bemerkenswerth, weil sie bei beliebigen Transfor- 
mationen der Variabelen x in ein System von n neuen Variabelen y, 
also bei beliebigen Transformationen der M,,, absolute Covarianten sind, 
d. h. ohne jeden Factor in die entsprechenden Formen iibergehen, die 
aus den y gebildet sind. Man kann, obwohl bei der weiter unten 
hervortretenden Bedeutung der Q,,.; dieser invariante Charakter zu er- 
warten steht, dies auf folgendem Wege erweisen. 





Es sei die bei Zugrundeleguny der Variabeln y gebildete Function: 


2% 8% 2% ann 8H OH 
oo OY” ou OU, OYn o ou, Ou, _ 





2 6x, Ox a id ’ 
wo Gj, = > Chk ~ ay, und die 0’, y;,. die entsprechenden Deter- 
t 


minanten und Unterdeterminanten der c;, bedeuten. Bezeichnet man 
die Transformationsdeterminante: 





) eo Se 
OW oY, 
dm |, 
OY, OYn ! 
durch 7’, so ist: 
oT? = 0’ 


ferner hat man aus: 


» > Ymn Un Un = > Yuna AL rus 
Ym 
A n Yn n’ CYn OY», 
=> Ox Oly ? 


m 


, > Ox, Oy >» Ox, Ox, Ox, 
Gin = ,Csk —- -. <a « 
il sk 0% Oy,0Y; -+ Chks ay, OY; Oy, 


Beriicksichtigt man noch die Gleichungen: 


os Cx, OY 

S-Di 

Ca, Px, OY, OY, ou, OY, 
Gaty — Diias Tee Ou, Ou, +> Cy, Ou,ou,’ 


so findet man leicht, wenn die Werthe der y.», Ciim eingesetzt 
werden: 
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Ve = Qst5 
wie gezeigt werden sollte, 

Da die Gleichungen b,;7? = bj; bestehen, so sind auch die };; 
covariante Formen. Dagegen sind die 4;, nicht covariant, doch findet 
die sehr einfache Beziehung statt, dass bei beliebigen Transformationen 
der m, die neuen Gréssen 4;, mit den alten durch die Formeln: 


Ox, 
= > Pages: 
. _ O¥m 
verbunden sind, 


Wir entwickeln endlich noch einige Formeln, die in den folgenden 
Rechnungen besonders hiiufig zur Anwendung kommen werden, namlich 
die Werthe der Differentialquotienten der 7; und A;,. 

Da: 


Vak 
ja a = [ks], 


Yak i Yak OC,, Ox, 
> «( #) a = — 3 dx, du,’ 


OU, 


so ist 


oder, wenn mit 7, anaes und nach s summirt wird: 


> 0x 

sé C Yhk = Cm i 

(30) a Ymk Vsh a x, o u, ? 
ou, 


wobei man noch, wie aus (9) hervorgeht, setzen kann: 


¢ Cm 8 


(31) Ox, = Cims + Cism: 


Eine ganz analoge Formel gilt auch fiir die Differentialquotienten der 
Gy, Wahrend aus (30) wird: 


é 1 Ca 
o¢ > mn kh 
(32) a = es Z Cmk enh Fy * 


Ou, 





Die Differentialquotienten der 4;, bestimmt man aus den Gleichungen 
(19) und (20), d. h. aus dem folgenden System: 
on 


jt OM 8 (OM\ _ 
ae, ae + tn ae, (Get) =o 
ee OP n- <4 Da ra] (2 m a ® 
Ou, \ Ox, ’ 
01; OC, Ox, Ox, 
Dt " Fat She da, Ou, Om. rt anor ou, me, 








OC, Ox, = 
9 Cin ne oy ‘jt Oa_ Ou St Shncin ge Ou, Fi — 0, 








wobe 


zur | 
zu el 


tialg! 
wenr 
gebe! 
Raur 
Zum 
bedi 
bark 
alle 


(1) 


Der 
dert 
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(2) 
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so dass also: 


09; 1 Ox, 
5 = — Dn dirs rn ( =) ry oe Tuy Can Bang dy m 
1 ‘ Ox, CL 0x, OC, 
+Z Daew Gu,” Ou, Ow, Oa,’ 
wobei die aus (A) sich — Relation: 


>. a. Gata, —_ 4 Cin Brij A jn ° 


zur Anwendung kommt, um die zweiten Differentialquotienten der x 
zu entfernen. 


§ II. 
Herleitung der Integrabilititsbedingungen. 


Die Formeln (B) kann man als eine Reihe von partiellen Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung ansehen, welche bestehen miissen, 
wenn die Massbestimmung in der M,,, wie sie durch die Form ® ge- 
geben ist, aus der allgemeineren Massbestimmung in einem hdheren 
Raume M, mit der zugehérigen Form F' hergeleitet werden kann. 
Zum Bestehen der Differentialgleichungen (B) sind die Integrabilitits- 
bedingungen erforderlich, welche durch die Bedingung der Vertausch- 
barkeit dritter Differentialquotienten sich ergeben. Es muss daher fir 
alle r, s, p seia 


(1) 02,454 i OX aj Ajn ee é@ . Ox; ox, 
ou, Ou,. Cu, ; Yar Cikn Ou, Ou, 


: Ox; Ox, 
+a % Ou, a YnhkCikn Gu, Fu, 
OX), 
nls >) 2 Ou, 1 Arsm Cmn «| 
+24 Ou, {a  spm ia P “h “a be O. 


Der Uebersichtlichkeit halber bilden wir diese drei Differenzen geson- 
dert. Zuniichst hat man, wenn man die zweiten Differentialquotienten 
aus § I. (B) ersetzt, und § I. (31) beachtet: 


(2) 02,55 _— 09; i Px, 09; a {5 Ox; 0: vy 


a. si a ep Td _—_— ¢ 
Ou, “Ox, 0U,0u, Ou Ox, Ou a *™ Ou, ou, 


v 
+2 tai 








Ox 
Far [2 hit — Gram emn o a]: 
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Multiplicirt man mit 4;,, und addirt man dann 





O15, ep, dx 
Qe oo Dray des » ee 
rs) Ou, a] t 02,0 "i ou, rs) 
1 0x, Ox, OL, 
+ 7 ry Ajidgn’ Fu, Q+5; Cikm Ou, eu, 


1 Ox 
4 ry R 4 Aj gh’ Cmt Aim Tu, Qrsj Lpgis 
so entsteht: 


: 02,3 4; 0g, Ox 
(3) oa “ => a Aja +4 >" oh taige Uy: 7 Qye Q5sj 
Pp 


Ox, OU, OU,0u, 








CX, Ox. 


1 Ox, m 
+ a 2 : Aji€gn' Ou, Q,3; wok. ou, 


> 09; Tus Ox, Ox, 
+ A; hk 3 — . " Cikm = a 
0x, Ou, é Ou, OU, 


1 >) 
> dia Grom emn Bays: 


Ferner findet man nach aca Entwickelung: 


(4) — . ou, {3 Arsmemn Ou. + ou, 8 eiatiies = Un 
1 
— ry Ajn€mn (AsrmQnpj — Aspm Qnj) 


1 1 Ox, Ox; Ou; 
+ 3a hn Cikn€mn’ bu, Asrm Ou, — Aspm Gu, 


Le os [srm’p] 
sas a 
4 Cu, ° 








wo: 


7 , da > ; 
(5) [srm Pia —_ — ee + a {dsrm Am’ pr - AspmOm' r n\. 
P 


Ebenso findet man: 





Ox, Ox, a1 Ox, Ox, | 
(6) — do te {5 VanCikn ou, eit ak {3 YnhCikn OU, du, | 


1 7 0x, Ou; 
= b Ymr Citm Ajit (2. Ou, — Qyp; ) 


1 Ox, On; ; 0x; ) 
+ vA Emr’ Ou, Van Cikn \Uspm Ou, — Asrm Oty 


0x; 0: 
+45 D> Yur Gar Gar Gar Uhmile, 


“p 








wo, 
(7) 


geset 
recht 


(A) 


Add 


Enc 


mat 


(B) 


SO | 
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wo, analog wie bei (5): 
Oem de 


(7) [lk mi]. = “ja, eee. a = ~ (Core Cimm' — Ciks’ Cimm’) 


gesetzt worden ist. Fiihrt man den aus (4) bestimmten Ausdruck 
rechts in (3) ein, so entsteht: 


OQ, 54; 02, 0x 
(A) — if set 28 Lo 5 D> hitin CimCgh' a (Qpyi 2ra3 — Qrgi Qso5) 


ou, 


1 % em 
+5 Dba “" -(GermQnp; a AspmQrnj ) 


1 Ox; Ou; 
ee a Yam Aji Crim (2. ou, — Qp; a) 


eg; Ox, Ox, OX .. , 
Ymh Ga, 4s Fe Gu, Ou, [(Lkmi],. 





Addirt man jetzt die Gleichungen (4), (6) und (A), so entsteht: 


Ox 
O= — Ps Aj dimCim “ue - ~ (Looe Qy ri = Qrai Qs) 





Cm! rn’ 


= — fae — [srm'p]a 


Mat Ox, 02 ox 

k m lk h 

+- =~ Ou =<— Mt \e€oh' =a 
Dx U, OU, [ Hee a OU, 


Endlich entsteht hieraus durch Multiplication mit Serr got —— und Sum- 


mation nach h die wichtige Formel 








(B) [srtp]a —= Za Aji dim Cim (Qye aa ail Qh: Qsp5) 
Ox, Ox, 
Ou,, i, Ft Fe Ou kms )e, 





| so dass die vorhergehende Formel dadurch erfillt wird, dass alle Coef- 


Ou 

Die beiden Formeln (A) und (B), zu denen man noch (4) und (6) 
hinzunehmen kann, stellen in einer vollstindigeren Form die Be- 
dingungen der Integrabilitit dar, als sie bis jetzt gegeben wurden. 
Die Gleichungen (B) sind zuerst fiir den Fall m =m von Riemann, 
dann von den Herren Christoffel und Lipschitz, und spiiter von 
Letzterem fiir ein beliebiges m in Gestalt einer Identitit zwischen 
zwei quadrilinearen Covarianten entwickelt. Insbesondere hat Herr 
Lipschitz gezeigt, — wie dies auch friher schon von Riemann 


- Ox : 
ficienten der e,, ——"- verschwinden. 
h’ 
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behauptet worden war — dass das identische Verschwinden der Aus- 
driicke [7k mi), die Bedingungen dafiir ausspricht, dass die quadratische 
Form F' in eine solche mit constanten Coefficienten, also das Quadrat 
des Liingenelementes in der M, in die Form 2dz;,? transformirt wer- 
den kann*). Die Formeln (A) sind bislang fiir den allgemeinen Fall 
noch nicht entwickelt worden; sie entsprechen den bekannten Differen- 
tialgleichungen fiir die E, F,G, welche Gauss in seinen disquisitiones 
generales circa superficies curvas gegeben hat. 

Es verdient der Umstand hervorgehoben zu werden, dass in (A) 
und (B) die Q,,; nur in den Verbindungen XQ,.; 4;, vorkommen. Aber 
die letzteren Gréssen, welche der Kiirze~ halber durch [,,, bezeichnet 
werden sollen, sind nicht von einander unabhdngig. Denn es gelten 


die Relationen: 
Ox, 
> M90 0 Gy = 9% 


0g; 
ee. a ae 
a pak Oz, pai» 


in Folge deren jede  reihige Determinante, welche aus r Reihen von 
Fptgtty Uprgta + + + Uptgtns Uprgtay Uprqta, + +3 Urq + ++ Uprgrn gebildet ist 
und »—~r ganz willkiirliche Reihen enthilt, verschwindet, sobald 
n—r< m ist, dagegen fiir » — 1 =m gleich der Determinante der 
gleichnamigen Q,,1,-- + Qpon Wird, multiplicirt mit einem von den Q 
unabhingigen Factor. Sonach verschwinden die stimmtlichen k < m 
reihigen Determinanten, welche sich aus den T bilden lassen. 

Die Zahl der Gleichungen (B), welche von einander linear unab- 


hingig sind, ist, wie aus den bereits angefiihrten Untersuchungen bekannt 


ist, wz m? (m?—1). Die Gleichungen (A) gestatten dieselben Reduc- 


tionen, wonach ihre Zahl zuniichst bs nm*(m?—-1) sein wiirde. 

Aber es bestehen, worauf hier noch aufmerksam gemacht werden 
soll, noch andere lineare Relationen zwischen den Gleichungen (A), 
Differenziirt man nimlich die Gleichungen (A) oder (B), und ersetzt dabei 
wieder die zweiten Differentialquotienten nach § I. (B), so erhilt man 
weitere Bedingungen der Transformirbarkeit der Form F' in 9, die 
Transformationsrelationen des Herrn Christoffel. Diese Relationen 
werden im Allgemeinen mehr als vierfach linear in ersten Differential- 
quotienten der x werden, doch kann man aus ihnen Gleichungen zu- 
sammensetzen, welche zeigen, wie die Formeln (A) und (B) sich zum 
Theil gegenseitig bedingen. Die betreffende, etwas umstindliche Rech- 
nung mége wenigstens an der Formel (B) angedeutet werden. 


*) Journal von Crelle 70, Seite 89 ff. 
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Wir bezeichnen die linke Seite der Gleichung: 


Ox, 0%, Ox, Ox, 


(8) [rtm pla — D4 kh}. 5 Te te Fe 
> D Cin (Fp mi Pra ] Vmh Ts p2) = 0 


durch H,:m», ihre einzelnen Theile der Reihe nach durch (a), (b), (c). 
Wir differenziren (8) nach wu, und fiigen zu derselben die analogen 
Gleichungen hinzu, welche entstehen, wenn man die Buchstaben p, q, r 
cyklisch (also in q,7, p; %, p, q) vertauscht. Es entspringen nun aus 
(a) Glieder mit zweiten Differentialquotienten der a,,,; diese heben 
sich gegenseitig auf. Ferner Glieder mit ersten Differentialquotienten, 
diese lassen sich zu einer sechsgliedrigen Gruppe: 


1 > eh (2% erm O%sqme 
A mn Anpn Ou, bu, 


da, da mu’ 
+ Asrnt ( pe we) + ae | 


OU, 





zusammenziehen. Ersetzt man hier die Differenzen nach der_Formel 
(5), so entspringen Glieder von der Form a: 


x Cr'n' Om p n' [0 k h tle : 


Ou, O02, O% Ox, 

éu, Ou, Ou, Ou 

+ Cin(Fam'e Pera as emt Faa1) | 
und von der folgenden 


1 
ad wa > Cin’ Saupe (Geow Arqit — Asqm' ar ri) Cim’ » 


welche letzteren sich gegen eine dritte bei der Differentiation von (a) 
Cm'n' 
pa 
Wird jetzt am zweiten Term (b) von H die Differentiation ausgefiihrt, 
so zerstéren sich die Glieder mit zweiten Differentialquotienten der 
Cixx, von den zweiten Differentialquotienten der 2; kommen ebenso 
nur die Glieder 


— > ena. Om { Px, om ay Ox, OFa, 


u, bu, | Gu, du, Ou, ' Ou, Ox, Ou, | 


auftretende, aus den Factoren - entspringende, Gruppe aufheben. 


und ihre cyklisch entsprechenden in Betracht. Ersetzt man hier die 
zweiten Differentialquotienten der x, so entsteht die Gruppe B: 


. Ox; Ox, ( 0%, Ox 
+ [lkht|, Ou a t ( he Vso 4. i naa) ? 


ir O Uy 0 Un 
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sowie die Gruppe y: 


<— 2 
+ > (kha). { aa x, Oa, Fas tone’ 


u é Up 0 GU, 








+3 = = ———, 
OU, OU, OU, CUy A 


Ox, Ox, OX, Ox, = 
— “ae Amqm' ™ : aie 
P 


endlich eine Gruppe von Gliedern, welche fiinffach linear in ersten 
Differentialquotienten der x sind. Die letztere hebt sich aber identisch 
auf, wenn die aus der cyklischen Vertauschung folgenden Glieder hin- 
zugezogen werden. 


Es ist endlich noch (c) zu differenziren. Dabei entspringt aus der 
Differentiation von c,, die Gruppe @: 


Oxy 
— > (cy th + Cr at) = (Fm: Csra » ina Coma Fost), 
q 


wihrend die iibrigen Terme sich zu der sechsgliedrigen Gruppe eé: 


3 8 Ol ps ar, 
— Saale ons (43 ue Se) + Pa fea Bn att) + f. ] 
Uy r 


vereinigen. Indieser sind die Differenzen nach Formel(A) zu ersetzen. Nun 
folgt aus I, (27), wenn man mit c,, multiplicirt und nach r summirt: 


1 0x, O02, 
ee, [ts] =— ‘> ir Crt = re Ysm + - - Ou, OUn Cm'n' Crt 
und durch Multiplication mit 4;; 
1 09; 
= his —— a > Air Credit OLm Ysm) 
oder: 


Pgs = 5 > des ap Ysm Cre Prot’ 


Hieraus entspringt dann die aly 


- ar 
Pa Fema on(* zit — zit?) 


q 


Ou; 0a; 
- > Frm crus Cyee ou, = Cpsr —) 





O@, Oty Ox, 


,% > Frm (Uhm), - ou, Ou, Ou, 


Cm’ n' 
+ > Cth as ae (Tn pa Asqm' — Fons Copm) Fm: 
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Triigt man diese Werthe der Differenzen in der Gruppe ¢ ein, so 
entstehen drei neue Gruppen, von denen die erste sich mit der Gruppe 
0, die zweite mit 6 aufhebt, so dass also nur eine Gruppe 7: 


+ . Se) 
P aa (sqm Pn’ gi — Aspn' Pn’ gt) Cm + =e 


bleibt. Endlich heben sich die Gruppen @, 7, 4 gegen einander auf. 
Bezeichnet man jetzt die auf Null reducirte linke Seite der Gleichung 
(A) durch J,s,,, 80 folgt die identische Gleichung: 

oH oH oH 


rsmp psmq 
Ou, i ou + 


+ 4 7 Cm’ n' (Qnpn Hysm'g + Asrm’ By mn'g+ Arma’ Hoem' p+ Aspm' Hy mn'r 
+ Qo mn' A, pam tet Asqm' Baas) 
-»> Cin (Vrma Festp + oma Jrat9 + Fomn Jpsir + Pera Ip mig 
+ Ce pademir + Ps on J+-mip) = 0, 


Eiue ihnliche, weniger einfache Identitiit, welche die.J, H gleich- 
falls linear und die Differentialquotienten der J in cyklischer Ver- 
tauschung enthalt, ergiebt sich durch eine analoge Behandlung der 
Gleichung (A). Werden also die Relationen B= 0 bereits als identisch 
fiir alle Werthe der u erfiillt vorausgesetet, so liefert die obige Gleichung 
eine Reihe weiterer linearer Relationen fiir die Gleichungen (A) und 
umgekehrt. 

.Indem ich mir vorbehalte, die allgemeinen Gleichungen (A), (B) 
auf Grynd der vorauageschickten Resultate weiter zu antersuchen, wende 
ich mich schliesslich zu dem speciellen Falle, wo nur eine einzige Glei- 
chung » =O vorliegt, wobei statt Q,.:, a1, einfach Q,,, 4, zu setzen 
sein wird. Die Gleichungen (A) uehmen dann eine bedeutend ein- 
fachere Gestalt an. Um diese zu erhalten, setzen wir: 


qsmr 
OU, 














\ Cg og Ymn a 
@) a, oa, 3 — 9) 
(10) P am An Cnn = M ° 
Da ferner: 
1 oU 1 Op Oy Ovne 
2 Ou 2 Om, Of, 8 
ou, 
a ay Ok, og “ae Lm 
ere: OX, OL, Olly 0a, -U> 3 ida a Ai, 


so wird: 
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Ou, <a Ox, 3 u, g Sim Ou, Ou, 


+> 4 A Or sm Cnn Bap 
2,5 1 aU 1 dé 0 Vhé 
+ (3 ou, 2 Oa, Oa, ° *)) 





oder: 


2,5 1 o@ 0 { Ymn 0x; Ox, | 
@ott oe Ga 4 Stim 
VU VU pa Ox, ou, | 4 du, ou, { 
eu, 
a Pr 1 
+e tae a w 


+9, 77 Saga, Sten 


.) 1 
+> aVU Gr sm Cnn Buy 
Hieraus folgt: 


Q Q dc 0x 

~~ | lw A mn “t 

é Vo 7] V U =i - 3 An An Gx, Ou, 
au Ou 


Pp 
P a 
a = Q, > hes An - = — <a - 


Oz, Ou, 


+ ay Vv rT! Orsm B np — Opsm Bur) Cmn » 


5 Ox, Cx 
= VU za An An Cihm ge =5- —™ Qsp a) 
P r 


em rn’ Ox, CG; 1 09 (« Ou, a Ox; 
AVU Ou, ikg é Vnq Ox, spm Ou, srm Ou, 


Ox, Ox, O 
78 > Ym = Fa ta aa keene). - 


Man kann nun die erste und dritte Differenz zu: 


dx, OCrm OC, 
—_— v> Am An {2% sr rs alg Qsp aa} 0x, “as OR, } . 


welches identisch Null isf, die zweite und vierte dagegen zu: 


1 = 
“AVU E (srm Qa» — Apsm Q, r) Cmn 


02,, = yy 2 og ae 0x, Ox, }+ NY og OF ay _ 


| 





ZUSé 
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zusammenziehen und erhiilt so die Gleichung: 





2,5 Qps 
(11) Ty VT Fr > Gram np— Apsm 2.) ens 
Ou, Ou, 





~T  - + be ~ [tem] 
VU é 0x, Ou, du, ee 
von der weiterhin eine wichtige Auwendung zu machen sein wird. 


An Stelle der Gleichung g» = 0 kann man auch eine andere Be- 
stimmungsweise der M,_, einfiihren, welche im Folgenden ihre geo- 
metrische Erliuterung finden wird. Wir betrachten die 2, --- 2, als 
irgendwie bestimmte Functionen der » —1 Variabeln w und fiihren 
n Grossen p durch die folgenden  Gleichungen: 


Ou; 
> Fu, =U 
(12) 
a =1 


ein. Aus den Gleichungen (12) erhalt man: 








v CE | | ’ Ox, Ox, 
Ou Ou | Ou pa Ou; 
: sing : : 
| = n 
| day Ox, > Osh >>: Ox, |’ 
| Ou) OUn_1 am OUy_4 ” Ou, 4 
} Lass salts Des Ysn\ | A, +++ Ay 


= Ny CL, OX, 
, (>'p.a:) = A De ae Ysi + 0 Den Qn Ou, ‘ Ou. €Cm' n'y 
oder, da 9? = dA zu nehmen ist, 


(8) Sinem Dacre t tere Me Me we 


Differenzirt man ferner die Gleichungen (12), so erhilt man: 
Mathematische Annalen. XVL 10 
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OP, Cx, Cx, Ox, 
A= = > ns 1: Clik = l 
Ou, ms 1b Pilrik du, ou.) ™” Cu, 


1 bs OC, Ox, 
— ) 1 De ’ 
Ap, 2 Pi Ps Ox, OU, 
oder, wenn man nach (13) die Producte der p,p, eintriigt und wieder 
einen identisch verschwindenden Theil fortliisst: 


14° = Q Cnn 9%) Yar O 
(14) — yo ™ Rh Om, hes Pt ES Gu, 
s n s 


Will man zu den Formeln (A), (B) iibergehen, so ist zu setzen: 





Ck) ‘ 
On, = DZ Cik Dis Ae = pr, U= 2Di Pr Ci. = i, 
so dass: 
é2,., 3 ' em mn’ 
(15) ou ihre 5 = 2 : A (Germ& m<m'p — Aspm Qnr) 


Is Ou 
+ Dan Ou, hoe oe = ~ (thkm]e, 


0: x, Ox, Ou, 


(16) [srqp|a = (Q, . = ao Q+¢ Qsp) + Di i Ou, du, du, (Ukti].. 


§ Ul. 
Krimmung einer Mannigfaltigkeit. 


Herr Lipschitz hat zuerst die Lehre von der Kriimmung der 
Flichen auf die allgemeine Vorstellung der Massverhiiltnisse einer 
Mannigfaltigkeit von n Dimensionen tibertragen, fiir welche die Haupt- 
formeln in den beiden vorhergehenden Paragraphen durch directe Be- 
trachtungen entwickeit sind. Herr Lipschitz hat sich dabei der- 
jenigen Analogien bedient, welche durch Begriffe, die der analytischen 
Mechanik angehéren, an die Hand gegeben werden. Ich werde im 
Folgenden zeigen, dass man, von den geometrischen Betrachtungen aus- 
gehend, auf denen die Lehre von der Kriimmung der Flichen im ge- 
wihnlichen Raume beruht, genau zu derselben Verallgemeinerung der 
Flichenkriimmung gelangt, wie sie von Herrn Lipschitz bereits ent- 
wickelt ist. 

Im gewoéhnlichen Raume von 3 Dimensionen gilt bekanntlich das 
Folgende. In jedem nicht singuliren Punkte P einer Fliche existiren 
zwei Haupttangenten, deren winkelhalbirende Tangenten die Richtungen 
der Kriimmungslinien bestimmen. Ferner gilt fiir die Kriimmung eines 
(Normal)schnittes die Formel 
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wo 0 die Entfernung eines unendlich benachbarten Punktes P’ auf 
dem (Normal)schnitte von der Tangente derselben in P, ds die Linge 
des Elementes PP’, 9 den Kriimmungshalbmesser bedeutet, und die 
Maxima resp. Minima von @ entsprechen den Richtungen der Kriim- 
mungslinien. Ferner schneiden sich unendlich benachbarte Normalen 
der Fliche nur dann, wenn ihre Fusspunkte einer Kriimmungslinie 
angehéren , und bestimmen durch die Liinge der auf ihnen entstehen- 
den Abschnitte die zugehérigen Hauptkriimmungsradien (Fliche der 
Centra). Endlich sei hier noch an den Ausdruck erinnert, welchen 
Gauss als Kriimmungsmass der Fliche bezeichnet hat, dessen In- 
varianteneigenschaft bei beliebigen -Biegungstransformationen in den 
vorliegenden Untersuchungen eine wichtige Rolle spielt.*) 

Wenn diese Begriffe auf ein Gebiet von mehr Dimensionen unter 
Voraussetzung ganz willkiirlicher Massverhiltnisse tibertragen werden 
sollen, so erscheint es naturgemiiss, an die Stelle der geraden Linien 
des gewohnlichen Raumes die geodiitischen Linien der M,, also an Stelle 
der Haupttangenten osculirende geodiitische Linien zu setzen. 


Dabei tritt dann der fiir die héheren Mannigfaltigkeiten charakte- 
ristische Umstand ein, dass neben der Mannigfaltigkeit der osculiren- 
den geoditischen Linien noch eine Reihe von Mannigfaltigkeiten von 
hiher beriihrenden Curven dieser Art vorhanden sein wird. Die genauere 
Untersuchung derselben, die fiir das Studium der allgemeinen Metrik 
im Raume von » Dimensionen vermége einer Reihe covarianter Be- 
ziehungen, die nach Analogie bekannter geometrischer Gesichtspunkte 
sich von selbst darbieten, von fundamentaler Bedeutung sein diirfte, 
habe ich im § VI. zuniichst auf die Betrachtung der Beriihrung dritten 
Grades ausgedehnt, hoffe aber, bei einer anderen Gelegenheit dieselbe 
in verallgemeinerter und vereinfachter Gestalt wieder aufnehmen zu 
kénnen. 

Ich wende mich nun zunichst zur Betrachtung der geodiitischen 
Linien der M,. 

Die geodiitischen Curven der M,, in welcher das Lingenelement 
durch die Gleichung 


ds = V Le,dx;dx, 


*) Ueber die Unveriinderlichkeit des weiter unten als Kriimmungsmass einer 
Flicke bezeichneten Ausdruckes bei Biegungen in gewissen Riiumen hat bereits 
Herr Lipschitz ausfiihrlich gehandelt, weshalb ich auf diesen Punkt nicht 
weiter hier einzugehen brauche, Es ist indessen zu beachten — worauf Herr 
Beez zuerst aufmerksam gemacht hat (Schlémilch’s Zeitschrift Bd. XX u. XXI) 


— dass Transformationen, bei welchen die simmtlichen a,, ungeiindert bleiben, 


bei hdheren Mannigfaltigkeiten im Allgemeinen nicht mehr eine wirkliche Biegung 
derselben anzeigen. 


10* 
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ausgedriickt wird, sind bestimmt durch die Bedingung: 
dV =0, 


¥ ‘ dx, dx, 
y= ful Sone 
Hiernach sind die Differentialgleichungen derselben, wenn noch: 
= dx, dx, \ 
aan ae 


gesetzt wird, d. h. wenn die Variabele ¢ die Léinge der geodéitischen 
Linie vorstellt: 


Px, VY, au; de, 
(1) de =— dens a at 


Demnach sind die Coordinaten «, ainer geoditischen Linie, welche 


wo: 


vom Punkte 2,, (= ), ausgeht: 


@) sym af + 4(-St) — t cc... te = a) 


Soll dagegen in der M,,, welche durch die Gleichungen g, = 0--- 
* Pa—m = O bestimmt wird, eine geoditische Linie construirt werden, 
so wird zu setzen sein: 


Px, \) V5, 42; me O95 Ys 
sen Deu Fa ae te 


mithin: 


dx, iad 75,44, dx, 09; Yst 
(4) mae t( Ft) — FD (ofa a Aas Ft 


Andererseits ist die Gleichung der geoditischen Linien in der M,,, 
deren Coordinaten etwa die uw, ---+,, sind: 


‘a du, t2 e,, du; du 
6) mmr e(-F) +S D (aa Se EGE) A 


Sieht man die xz als Functionen der « an, so hat man demnach. aus 
(5) die mit (4) identische Gleichung: 








(6) a =a+ a va [e (Se )+4 a “4 > “ie =" ),] 


1 ex, +). (3 du, -) 4+ 
+; 2 b Ou,0™, e ( 0 


Durch Vergleichung der Potenzen von ¢ in (4) und (6) findet man: 
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Ys, a; da, OD; si 
(7) — 3% tan SF a), + 4 Gz, 3 


Ox, ¢,, du Ox, du, du 
—( ou, a ee — oe +2>- ie 
Man bestimmt endlich die Coefficienten 4;, wenn man die Be- 
dingung ausdriickt, dass die x, in (4) die Gleichungen ; = 0 erfiillen 
miissen, Bildet man daher die Gleichungen ;[a, +++ %,] = 0, i 
welcher alle Coefficienten der Potenzen von ¢ verschwinden miissen, 
so ergiebt sich durch das Verschwinden des Coefficienten von ?¢?: 











> oe Se Sn gg SO he Oe Be Se 
Ox, 0%, at dt 4 Gu, F dx, kee dt dt Oz, ? 
woraus: 

09; Vst J du,, du, 
© age — Dein Se aE 


Setzt man diesen Werth in (7) ein, so erhialt man wieder die Glei- 
chung § I. (B). 

Soll nun eine geodiitische Linie in der g; = 0 osculiren, so muss 
(9) 2Q,,; dus du, = 0 


sein. Wenn nur eine einzige Gleichung » = 0, also in der M, eine 
Fliiche gegeben ist, so bestimmt die. Gleichung (9) eine quadratische 
M,-, von Richtungen auf der Fliche p, welche als Richtungen der 
vom Punkte x ausgehenden Haupttangentencurven aufzufassen sind. Da 
nun die Massverhiiltnisse in der durch g =O bestimmten M,_, ab- 
hingen von dem Lingenelement: 


ds? = Laj,du, dy, , 
so werden die Gleichungen: 
(10) 2[a,,;— 42,5 | du, = 0, 
welche auf die Determinantengleichung 


(11) Q |) Ma AQ rte ayn AQ —0 


|An—1r— A Qn + + Oni n—1 — AQn-1 na 

fihren, die Axen der Mannigtaltigkeit der Haupttangentenrichtungen, 
d. h. die Richtungen der Kriimmungslinien bestimmen. Wenn man 
einem allgemein anerkannten Sprachgebrauche folgt, so kann man in 
Riicksicht auf die bekannten Eigenschaften der Gleichung Q = 0 sagen, 
dass die Richtungen der Kriimmungslinien in der Tangentenebene der 
Fliiche gegenseitig auf einander senkrecht stehen. 

Es fragt sich jetzt, ob die Wurzeln der Gleichung n — 1'” Grades 
(11) gleichzeitig als Werthe der Hauptkriimmungshalbmesser von 
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Normalschnitten aufgefasst werden kénnen. Wir gehen wieder zu dem 
allgemeinen Falle von » — m Gleichungen go; = 0 zuriick. Um die 
Kriimmung eines Normalschnittes zu erhalten, welcher dem Punkte P 
entspricht, hat man die mit 2 multiplicirte Entfernung eines unendlich 
benachbarten Punktes P’ von einer geodiitischen Linie gleicher Rich- 
tung in der M, durch das Quadrat des Bogenelementes zu dividiren. 
Jene Entfernung ist aber der Abstand von zwei gleich langen Elemen- 
ten geoditischer Linien gleicher Richtung, von denen die eine in der 
M,, die andere in der durch die g;—O bestimmten M,, verliuft. 
Gemessen in der M,, ist dieselbe bis auf unendlich kleine Gréssen 


dritter Ordnung: 
. 09; 09; ie 
xt +15 Ajai Ox, Ysi 0x, 


Bezeichnet man den in der Klammer enthaltenen Ausdruck durch 
V, so hat man zur Bestimmung desselben die Gleichungen: 


0g; 0g; bs Un 
DY Ga, Ou, 8 ay Quai FF a , 
7 du, du,, 
Duns ae onl 
mithin: 


(12) ZQny nj Qh’ n’ n'i Apa jt Omi AU, dup, duty’ dU = iP 
Demnach ist: 








(13) 1 s [ 2 2Qnnj Qin’ i Aik Ai Ons du,, du,, du, d ™m - 


> -—iF- 


@ 24,» dU, du, 


Wird wieder nur eine einzige Gleichung vorausgesetzt, so tritt ein 
Factor, welcher die 4,, enthilt, ganz heraus, die Quadratwurzel lisst 
sich ausziehen und man erhilt als Kriimmungsmass eines Normal- 
schnittes : 


1 1 22,,,4u, du,, 

(14) e Vu Sa, dv, ds, 

Die Gleichung (14) lehrt, dass in der That den Richtungen der Kriim- 
mungslinien Maxima resp. Minima der Kriimmungshalbmesser ent- 
sprechen, und dass fiir 4 = VG die n—1 Wurzeln @,, 0.,°+* Qn—1 
die Hauptkriimmungshalbmesser vorstellen. 

Auf die Behandlung des Falles, wo mehrere Gleichungen » = 0 
gegeben sind, werde ich hier nicht weiter eingehen. Wird die 
quadratische Form F als definit vorausgesetzt, so kann eine Haupt- 
tangentenrichtung nur dann stattfinden, wenn in (12) alle Coefficien- 
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ten der ¢,,, verschwinden, d. h. wenn die » — m quadratischen Glei- 


chungen 
ZQ*qy, nj dun dtm = 0 
erfiillt sind. 


§ IV. 
Mannigfaltigkeiten constanter Krimmung. 


Von besonderem Interesse wiirde es sein, wenn auch bei unserer 
verallgemeinerten Betrachtung die Richtungen der Kriimmungslinien 
die Eigenschaft bewahren, dass ihnen zugehérige unendlich benach- 
barte geoditische Normalen der Fliiche g = 0, welche in der M, ge- 
zogen sind, sich schneiden und wenn zugleich die Abschnitte auf 
diesen Normalen als Kriimmungshalbmesser der Fliche gedeutet werden 
kénnten. Es ist evident, dass dies stattfindet fiir dasjenige System 
von (krummen) geodiitischen Normalen einer Flache, welches in einem 
Raume betrachtet wird, dessen Linienelement in ein solches mit con- 
stanten Coefficienten transformirt werden kann*). Indem ich die Unter- 
suchung der unendlich benachbarten geodiitischen Normalen einer 
Fliche einer anderen Gelegenheit vorbehalte, werde ich hier zunichst 
eine Frage behandeln, die mit den vorigen Betrachtungen im engsten 
Zusammenhang steht, ob nédémlich in einem beliebigen Raume iiberhaupt 
Flichen constanter Kriimmung, also nach gewédhnlichem Sprachgebrauch 
Ebenen und Kugeln, existiren kinnen.**) 

Die erforderliche Bedingung hierfiir ist 


(1) Q.,= Ka,,yU, 

wo K eine Coustante. Fiihrt man diesen Werth von Q,, in die Glei- 
chung § Il. (11) ein, so ergiebt sich die Bedingung: 

’ Yun Op 0%; Ox, Ox, F 

) Li! 3 da —*. me [Pas], am O- 

2) » 8 Gx, OU, OU, OU, [Uemi}. = 0 

Ks scheint indessen nicht unmittelbar ersichtlich, ob diese Bedingung 


auch hinreichend ist. Auch geht nicht direct aus dem Vorigen hervor, 
welches die zu ldsenden Differentialgleichungen sind, die eine Mannig- 


*) Von Interesse scheint es hierbei, dass man die Bestimmung der Haupt- 
kriimmungshalbmesser lediglich durch algebraische Rechnungen und Differen- 
tiation bestimmen kann, dagegen nicht erforderlich ist, die Differentialgleichungen 
zu integriren, welche die M, in eine im Riemann’schen Sinne ebene verwandeln. 

**) Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, dass diese Mannigfaltigkeiten 
constanter Kriimmung nicht mit solchen zu verwechseln sind, welche im Rie- 
mann’schen Sinne constantes Kriimmungsmass besitzen. Die letzteren sind im 
Folgenden als M. constanter Riemann’ scher Kriimmung bezeichnet. 
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faltigkeit constannter Kriimmung liefern, und in welchem Umfange 
sie eine soleche bestimmen. Ich werde daher die Bedingungen (1) auf 
einem anderen Wege untersuchen, bei dem freilich zuniachst die Vor- 
theile der Symmetrie verloren gehen. Dabei wird sich allerdings er- 
geben, dass die Bedingungen (2) vollkommen hinreichend sind. Um die 
Bedingungen (1) oder: 


(3) pay Gu, Ou, 
Y Oa, Oty = 

= 38 Ban Se Ft + red 
in eine einfachere Form zu wisi setzen wir voraus, dass: 
(4) P = Ln — P(X, Hy ++ + Ln-1) = 0 
sei und dass die m — 1 unabhingigen Variabelen 2, - - - %,_, die Stelle der 
U,*** U1 einnehmen. Dann ist ta%0 — = 0, wenn ? oder k gleich 

U; 0X, 
, ' ex, ., Ox; : 
nm ist, sonst aber gleich — are ; ferner ist ane » ausser in 
U; OU, Ou, 


den Fallen i= und ir, in welch letzterem der Quotient den Werth 
eins hat. Mithin wird aus der Gleichung (3): 


ex, 1 0x, 
6) "a = 5 (r= — me 52) 
an, 20, ; 
>< (Cons Gar Gar + Gnen Gat + Carn Ga + Oran) + Ora K VU: 


Dabei soll zur Abkiirzung: 


Sam ew=-a->5 (m1. — Tn z 3) 
gesetzt werden. Der Index ¢ (sowie spiiter ¢’) soll dabei nur von 1 
bis » — 1 gehen, wihrend Indices wie h,k--- alle Werthe von 1 bis 
m in den Summationen*) annehmen. Fiir das Bestehen der Differential- 
gleichungen (5) sind die Bedingungen der Integrabilitit erforderlich, 
welche durch Bildung der dritten Differentialquotienten erhalten werden. 


Es ergiebt sich nun — abgesehen von solchen Gliedern, welche durch 
Vertauschung von r mit p in der Differenz: 


, Ox, Px, 
(6) 3u,du,0u, — Ou,du,o0, —° 
sich aufheben — 


*) Der Buchstabe n ist iiberhaupt in dem Folgenden kein Summationsindex. 
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OC,nh OXy Olney, OX, Ox, 
do +l —_ 
~~ OU,du,ou, = du, -> qr ( Ou, du, Fe dx, Ou, Ou, 
OCn sh OCnrh — OC, 4, du, OC, 5h ) 
+ “Gu, = ‘oa ta. ou, + Ou, 


0x, ex, 
+ B dN (can Ou, + .) Ou, Ou, 
0x, Ox, 0x, 0x, 
= P (conn Ou, Ou, + Cnsh Ou, + Carh Ou, + crn) 
Vs dey, 8 Cy: 8 Vae e vy éa,,.VU 
[7 w (3 ja, Or e+ we) 4+ “8 Ou,ou, ]+ 7 ae * 


Ersetzt man hier die zweiten Differentialquotienten nach (5), so folgt, 
wenn zunichst K = 0 genommen wird, und zugleich diejenigen Terme 
fortgelassen werden, welche sich bei der Vertauschung von r und p 
aufheben werden: 


Px, On nr’ Ox, Conk’ 0x, Ox, 

(7) ~~ Ou,du,ou, - *' Ou, Ou, ae + Ox, Ot, Ou, 
OC, sy Pa 
Ox, Ou, 























Oc... 
Cn sh’ Crnh’ xy rsh 
re ou, 3 sd Laois au, sae + “Su, -~-+- 


Vs'h Ox, Ou Ox Ox, 
bess i Bu, du, + oo Gy + ome Gy tern) cove 





az. 0x, O2, 
+ Crea Can's' > bu, ~ + Cnra Crh’ s' “Ou, du, S 7 
Bildet man jetzt die Differenz (6), so folgt: 
0x, 0X, ’ OL, dx, , Ox , 
(8) P 4 Gi (Fe Fu, [nnh p}. — Ou, OU, [nnh'r]. + Ou, (rnh p). 
dx, . OX, > ‘ 
+3 [nsh’ p|. — Ou, [nsh'r], + [rsh rl.) =(- 


Fiihrt man jetzt auch in (2) die unter (4) tiber die Variabeln u 
gemachte Voraussetzung ein, so erhailt man, da Coefficienten, wie 
[nsmn],, identisch verschwinden, genau die Bedingungen (8). Die 
Bedingung (2) ist daher hinreichend und nothwendig, wenn Flichen 
mit der Kriimmung Null vorhanden sein sollen, d.h. M,-1, in denen 
sich nach jeder Richtung von jedem Punkte aus geoditische Linien der 
M,, so ziehen lassen, wie es mit den geraden Linien in der Ebene des 
gewohnlichen Raumes der Fall ist. Ist die Bedingung (2) erfiillt, so 
wird man aus den Gleichungen (5) im Allgemeinen die x, als Function 


) darstellen kénnen. 
0 





é 
der n— 1 u mit n willkiirlichen Constanten x,,° Ge 





| 


Tae > Sass Sea 
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Dabei wird aber vorausgesetat, dass die Bedingungen (2) nicht durch 
eine specielle Form der Gleichung p» = 0, sondern lediglich vermige der 
identisch erfiillten Gleichungen > x 


hes. = 0 befriedigt werden. 
8 
Wir fiihren jetzt die oben ‘ei Untersuchung der Inte- 
grabilititsbedingungen weiter fort. Wenn K einen beliebigen con- 


stanten Werth hat, so kommt rechterhand bei (7) noch hinzu: 


0x, = 
(9) K Zz qn (cana Ou, a “— asypV U 
va Ox, 0x, re 
+ BA > Cunh ou, Ou, + Cash ou “hes Cnarh os i C, ws) Atp VUK 
oe K a 8 aS. 


Man kann aber zeigen, dass diese Glieder sich gegen diejenigen, 
welche nach Vertauschung von r mit p subtrahirt werden miissen, 
aufheben. Hiermit ist dann erwiesen, dass die Bedingungen fiir das 
Vorhandensein von Fliichen constanter Kriimmung genau dieselben sind, 
wie fiir das von Flichen ohne Kriimmung*). Um die in Rede stehende 
Behauptung zu erweisen, hat man sich der folgenden Formeln zu 
bedienen : 


Bedeuten ¢ und ¢’ wieder Indices, welche sich nur von 1 bis 
n — 1 erstrecken, so ist: 


v= 3% 





— Vnt 7] ou, Ver’ e My OX, ) Ps 


oe 


od 0U, “8 6u, OU, 






Mithin wird: 
oe - Wk Wh [ae ‘ (Crkh + Cnhk :) + (Cpka -+ cpa) | 
‘ . Ox, 6: Un vn 6x, ‘ 
+ 2 > Gi Vk a Ta du, + Cntk eu, + Cupk Ou, + cpa] 
+ 2KYU > Ap: Yi * 


Fiigt man rechterhand hinzu: 


a =] Ox, 
—T 2 > IU dn (cant ou -++ épnt) ’ 
Pp 


*) Es liegt hier nahe, nach einer Construction zu suchen, durch welche aus 
den Flichen mit der Kriimmung Null solche mit constanter Kriimmung hergeleitet 
werden. 
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so kann man, da: 


= UU (Cpr — Cper) = O, 


setzen: 


w  ~« _ Ox, _ .\ O%n 
du, ad 2K VU Ps UiApe + 2 Uk (cons ou, +- Cupk | Ou, 


dx, 
ad. >) 1d (cons Get + tpat) ; 
Mithin wird: 


04,,V Cy 
eee = K/U~ eee... Gt Ape 


OU, 
OX, 
— >> dt Uk i (cx nk - Ou, " Cap :) 
Ka,, ( 0x, ) 
— Vo z= GU In \ Cank du, + Cnpk} * 


Fiigt man noch die iibrigen Glieder aus (9) hinzu, so wird sich nach 
geeigneter Reduction, bei welcher die Hi neg 


U = — > 0 Ga, 


zur Anwendung kommt, an Stelle des Ausdruckes (9) ergeben: 


(10) Ky v- =. ig Kays Px! Apt 


On, 0x, 0x, 
+VUK >’ orn (aut ou, aa + Cnsn on, ~ + Cara a + rsa) 


Zur weiteren spree von - ist die Gleichung: 


0x, 0x, 
(11) Ars = Cran “Ou, : ‘Me ie Cns as + Car “Ou, + Crs 


zu benutzen, welche der Transformation (4) entspricht. Daher wird: 


04,., ox, 0x, 


Ou, = 2epnn - Ou, Ou, 


dx, 
— (con Fi ou "+ éxr) [>So (coon Fe ou, iu, *bOuak iq ee conga i+ en) 





+ K Ai Uap | - 
Setzt man ferner, wie unmittelbar aus (11) folgt: 
Vth 
P4 dip = — = a, aa cup) + 





ee re an SR 
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so bleibt aus (10) nach Vertauschung von r mit p und Subtraction 
der entsprechenden Glieder iibrig: 


6 9 
(12) = (cx. _ + tar) K? Uays: aay) Gr, *. 


In diesem Ausdrucke setze man: 
dx, 0x, 
— Kay, U (con-pot + tar) = (cus Ou. + tar) Qn K* ays 
y dx, 0x, 
+- K?* ay; (cas iT tar) >: dt Ou, ? 
2 6x, 6x, 
K?*a,, aap <a K?*a,;; (cx. “Ou, + cap) ys VE “Ou, 


’ 0x, 
+ K? are >, (ca ou +¢) / 
Pp 


Werden diese Werthe in (12) eingesetzt, subtrahirt man dann 
den Ausdruck (12), nachdem p mit r vertauscht ist, so bleibt: 


‘ Ox, 9 Ox, 
ng Kap, e dr (cas eu, + Car) +4, K? >= Qh (crs Gu, + tpn), 


welches identisch Null ist, wie man leicht erkennt, wenn man fir q, 
seinen Werth einsetzt und die Relationen I. (4) beachtet. Hiermit. ist 
aber die obige Behauptung vollstindig nachgewiesen. Wird dagegen 
auch K als variabel betrachtet, so tritt zu der linken Seite der Be- 
dingungen (2) noch hinzu: 
—_ oK OK 
VU (a,, Ou, — Asp +) ° 
Fiir solche Riume, in denen Flichen mit constanter Kriimmung 

méglich sind, muss daher dieser Ausdruck verschwinden, falls die 
Covarianten (2) nicht fiir eine specielle Form der Flichengleichung, 
sondern lediglich, wie wir voraussetzen, in Folge der Gleichungen 
I. (4) verschwinden. Multiplicirt man mit e,, und summirt nach s, so 
kommt die Bedingung: 

oK oK 

uy ou 
Aber hieraus ergiebt sich, da der obige Ausdruck nicht durch a,,= dps 
zum Verschwinden gebracht werden darf: 


0. 


0K 0K 0 
ead iat 


also: 
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Wir haben mithin das Resultat: 


~ In einem Raume, in welchem ein System von n-fach wnendlich 
vielen Fliichen mit der Kriimmung Null vorhanden ist, kinnen keine 
Fliichen existiren, welche in jedem Punkte eine nach allen Richtungen 
hin gleich grosse, aber von Punkt zu Punkt verdnderliche Kriimmung 
der Normalschnitte besitzen, d. h. welche aus lauter Nabelpunkten be- 
stehen. Diese Eigenschaft steht mit dem bekannten Satze in Ueber- 
einstimmung, dass die Kugel im gewdhnlichen Raume die einzige 
Fliche ist, welche nach allen Richtungen in jedem Punkte die naim- 
liche Kriimmung besitzt. 
Die covariante Natur der Bedingungen (2) erweist man leicht, 
wenn man die aus §II. (B) fiir m= folgende Transformations- 
formel:*) 


Ox, OX, OX, 0%; 


[UK m’ i’)? = 4 [ki]. ay Gy = oye? 
in welcher die gestrichenen Ausdriicke linkerhand sich auf die durch 
Einfiihrung der Variabelen y transformirten Coefficienten c’;, beziehen, 
beachtet. 

Wir fassen das Hauptergebniss des vorliegenden Paragraphen 
noch einmal in dem folgenden Satze zusammen: 


Jede Fliche » =O constanter Kriimmung muss die covarianten 
Bedingungen (2) erfiillen. Daher sind, allgemein zu reden, in einem 
beliebig gegebenen Raume keine Ebenen oder Kugeln méglich. Sind die 
Bedingungen (2) unabhingig von der Form der Gleichung po = 0 er- 
fiillt, also: 

(lkmi]. = Ajlni + Brien: + CriCim, 
wo die Aix, By, Cyi beliebige Coefficienten sind, so enthilt der Raum 
ein System von n-fach unendlich vielen Ebenen, resp. Kugeln. 

Ich schliesse hieran noch die folgende Bemerkung: 

Setzt man in den Gleichungen § II. (B) die Werthe: 


Qys = K Ua,s 


ein, multiplicirt man ferner mit den Differentialen du, du,dup du, so 
gilt die fiir alle correspondirenden Differentialiinderungen der dz; be- 
stehende Gleichung: 


Z [sprt|adu, du, duy du, = K? E (dpsdrs— Ars Asp) dU, dus duty dy 
+ Ldu; dx, dx, dx, (lkmi),. 


*) Dies ist die Formel, welche (urspriinglich von Riemann) von Herrn 
Christoffel bewiesen, spiiter von Beez durch directe Rechnung abgeleitet ist. 
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Unter derselben Voraussetzung ist aber: 
2 (Apt Ars— Art Ups) du, Au, Atty Atty = LZ (CimCix— CimCrk) AX, AL, Ax; AI. 
Mithin kommt: 
D{sprt),du,du,du, du, 
> (4p 5% y-g—% pp Ep 5) AU, du, du, du, 
Dllkmi|,dx;,dx,dx,dzx,, 
= (Cimcik — Cin Ci) dx, dx, dx,dx, 


= K?. 





Hieraus geht hervor: 


Die Differenz des Riemann’ schen Kriimmungsmasses einer M,,-, 
von constanter Kriimmung K und des Riemann’ schen Kriimmungs- 
masses der M,, aus welcher erstere durch eine Gleichung » =O aus- 
geschieden ist, ist fiir correspondirende Differentialdinderungen gleich der 
Constanten K?. 

§ V. 
Raéume von speciellem, insbesondere constantem Riemann’schen 
Kriimmungsmasse. 

Es sei zunichst ein Fall hervorgehoben, in welchem Flichen 
constanter Kriimmung vorhanden sind, welcher zugleich eine Ver- 
allgemeinerung einer Haupteigenschaft der Euklidischen Riume dar- 
stellt. Es seien die ¢, partielle zweite Differentialquotienten einer 
Function y». Dann ist: 


2 Cis = 





Nimmt man jetzt: 
= vw — const = 0 
an, so wird: 


B ep Ox, Ox, 
m= — >) Gaba, Ou, Je, om" 


ow Vn n’ 0x; dx, 
+ = — Onn + = 0a, een” On OU, Cikm'* 


also: 





Ist nun ~ eine homogene Function q'* Ordnung, so wird: 


5? 
ay ow 
q¢v= = Ln) (q—1) Fag =) Han’ 
n 
a. 510m Op Yk ae, 
_ 2(q—1) ’ da, O=, 8 q-l 


Der Kriimmungshalbmesser erhilt hiernach den constanten Werth: 


o= 2 ei : 


In der That sind denn auch die Covarianten des § IV. gleich Null. 
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Kine andere Ausnahme leitet zu denjenigen Riiumen, denen nach 
Riemann ein constantes Kriimmungsmass zugeschrieben wird. Setzt 
man voraus, dass das Quadrat des Liingenelements durch einen quadra- 
tischen Differentialausdruck gegeben ist, dessen Coefficienten Constanten 
proportional sind, so wird: 

Ci, = X Dix 
wo X eine Function von 2, - - + 2, bedeutet. Bezeichnet man die ersten 
und zweiten Differentialquotienten von X durch Indices als X;, Xj, 
so wird: 
Cikk = ; [X; Dix — Xy dix + Xi bx] . 


Mithin wird: 


Ox, Ox, = Ym k Je 
2. = — at Ox, eae du, Ou, > Xr, — Xe. 


Der erste Term verschwindet, wenn @ eine in den 2 lineare Function 
ist. Ist dagegen: 

g= KX), 2X, — Cc, 
so wird: 

Bp 04, Ot, 9 K 

< 02,02, Ou, Ou, ° xX 
Wenn also die Coefficienten ¢;, Constanten proportional sind, so haben 
Fliichen, welche durch lineare Gleichungen, resp. durch die specielle 
quadratische Gleichung K2bx,x;x, =e dargestellt werden, eine nach 
allen Richtungen in jedem Punkte gleich grosse, aber von Punkt zu 
Punkt verdnderliche Kriimmung. 
Ferner ist: 


[\tkk'r), = =; > (Xe bix + Xviberx — Xaibrxy — Xv se dix) 


= Fe D> (KiXe bert Xi Xe div— Xe Xvbin— Xi Xibvx) 


-- : (ix birx — brxbix) > (% Xr me) ‘ 


Fiihrt man diesen Werth in die Covarianten des § IV. ein, so ver- 
schwinden die aus dem ersten, dritten, sechsten, achten und letzten 
Term der Summen rechterhand herriihrenden Beitrige. Setzt man fiir 
die Function X die eT 

1 0X ox 
= fbas t+ 3 | X Oe, de 


> 
Ou; i Ox, 


in welcher / eine beliebige Function von X sein mége, fest, so werden 
iiberhaupt fiir jedes g die Covarianten identisch verschwinden. Die 
Integrabilitiitsbedingungen, denen die voranstehenden Differentialglei- 
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chungen fiir X zu geniigen haben, liefern fiir die Function f die 
Gleichung: 





2 SY 
: i. i 2x 
oder: 
f= mMx?. 
wo M eine Constante. Man hat also: 
i, 3 1 AX ax 
02,02, biz MX" + 2X 0x; Ox, : 


Um diese Differentialgleichungen zu lésen, setzt man 


1 
X= 


Y= — BD citebin + acm; + const., 


oder wenn die linearen Glieder als iiberfliissig fortgelassen werden: 


X= : : 
( - = Dz; X bie) 


Durch diese letztere Gleichung ist die Mannigfaltigkeit als eine von 
constantem Riemann’schen Kriimmungsmass charakterisirt und enthiilt 
Fliichenschaaren constanter Kriimmung in der bezeichneten Allgemein- 
heit.*) Die Mannigfaltigkeiten constanten Riemann’schen Kriimmungs- 
masses befriedigen iibrigens neben den Bedingungen § IV. (2) noch 
die speciellere Gleichung: 


und erhilt 





Yin Op 08; O%_ -4 

is Oa, Ou, ou, [ae k k] = 0. 
Bei der eben gewihlten Darstellung der Riume constanten Riemann’- 
schen Kriimmungsmasses werden die Ebenen des Raumes nicht durch 
lineare, sondern durch quadratische Gleichungen dargestellt. Soll iiber- 
haupt die Gleichung einer Ebene linear sein, so muss fiir 


g= 2axz+¢ 


* 0g 0x; 02, 
Yun 0x, Cikn ou, 


ou, 


der Ausdruck: 





fiir alle r, s verschwinden. 
Die Bedingungen, denen die Coefficienten des Liingenelementes zu 
geniigen haben, wenn eine n-fach unendliche Schaar von Ebenen oder, 


*) Dass die Covarianten des § IV. identisch verschwinden fiir Riume con- 
stanter Riemann’scher Kriimmung, erkennt man iibrigens unmittelbar, wenn 
man die bekannten Ausdriicke, welche fiir die (Jkmi|, in diesem Falle gesetzt 
werden kénnen, an deren Stelle eintrigt. 
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was dasselbe ist, von geodiitischen Linien, mit linearen Gleichungen 
vorhanden sein soll, sind also durch die folgenden Gleichungen aus- 
gedriickt : 

> PmsCarm =0 fir r$s, h$s, 


2d >Nrhm Yn: = > Chim Ym fir r=s. 


Sie fiihren, was ich hier nicht beweise, vermége ihrer Integrabilitits- 
bedingungen fiir die cx, auf die Relationen: 


[lrjh]. = M (Cir Cjn _— Car Cj1) 


d. h. im Allgemeinen auf Réume von constantem Kriimmungsmass. 
Hiermit ist ein von Herrn Beltrami zuerst ausgesprochener Satz er- 
halten. (Vgl. insbesondere dessen schéne Integration der Bedingungen 
fiir m = 2, Annali di M. VII, 185.) 

Ich gehe nun zu der Untersuchung tiber, inwieweit die geome- 
trischen Constructionen, die mit dem Begriff der Hauptkriimmungshalb- 
messer einer Fiche zusammenhiingen, und an welche im § III. erinnert 
wurde, ihre Analogie bei den eben betrachteten speciellen Raumen 
finden. Man kann im Euklidischen Raume die Richtungen der Kriim- 
mungslinien als soleche ansehen, lings welcher die Coordinaten der 
Fliche der Centra eine verschwindende Variation haben. 


Sollen tiberhaupt Ausdriicke von der Form: 


: ee a fe. Jat 
(1) Xx; = Xj + Vu Lin é "9 
welche dem Ausdrucke der Coordinaten der Centrafliiche entspricht, 
die Eigenschaft haben, dass ihre Variation lings gewisser Richtungen 
in der Fliche g = 0 gleich Null ist, und bezeichnet man die Variation 
nach den a; durch d, so muss sein: 


¢ t ey dx, Ymi 7] P_ Vmi 
(2) me ia Lt he oe te 4 oe *) 





Lm 





Ou, 
—- >’ Yi OD eg Ox, e@ Ymn og 0p gimn 
Der 3 be? aa Ju, 02, 8 + du, 90, ° @ 
ou, 
a Vmi OT) 
Ty 3 Day 


Wird mit Se, at multiplicirt und nach 7 summirt, so entsteht: 


_" ag Ox, OX, Ox, Vmi 
(3) 9-2 let ry Ga Ox, Ou, OU, + Ck Fu, *")| dus, 


ou, 
Mathematische Annalen. XVI. 1l 
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wihrend die analoge Operation mit oe liefert : 


(4) - — 7 Dé oe. fea 7) du, + atVU. 


ou, 


Die Factoren von ¢ in den » — 1 Gleichungen (3) haben die Form: 


Jas dx, 7) 
— pF (2.4 >) 72 Cue Fy Ou, ) 


Im Allgemeinen fiihrt daher diese ate nicht zu den Richtungen 
der Kriimmungslinien. Es ist dies auch nicht zu erwarten, da die 
Ausdriicke (1) nicht Coordinaten von geoditischen Linien des Raumes 
sind. In dem besonderen Falle, wo die ¢;,.—= Xb;,, erhilt man: 
fe Ft cin oat =O. 
oT 


m 


8 


und die Gleichungen (3) werden: 
: t oe 
(5) 0 = i [ors —_ Vo (Qrs + a - Ors P)| dus 


wo: 
> Ym 
D> as ; A _ re s 


Die Gleichungen (5) liefern in der That die Richtungen der 
Kriimmungslinien. Um den Fall des Raumes constanter Rie mann’ scher 
Kriimmung genaver zu untersuchen, gehen wir von der Beltrami’schen 
Form des Lingenelementes aus, da bei dieser die Gleichungen der 
geodatischen Linien in linearer Form ausgedriickt werden. 


Herr Beltrami setzt als Ausdruck fiir das Lingenelement 
voraus : *) 


ds = 4 Yada +dz2+dz,?+---+dz,?, 
wobei: 
G+ 272 +---+ 4,? = a? — x. 
Dieser Gleichung entspricht die in unabhingigen Coordinaten aus- 
gedriickte: 
(6) ds? = Le ,dajdz,, 
wo: 


*) Beltrami, Teoria generale degli spazii di curvatura costante. Annali 
di Matematica Ser. If. Tom. II, 
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¢; x, x ik 
(7). r= ae + a ’ 


2__ 92 ‘ 
Ve= a ((ek] a? — x; Xx), 


in welchen Gleichungen g? zur Abkiirzung fiir 22,? gesetzt ist. Die 
Gleichungen der Ebenen sind linear, die der Kugeln quadratisch von 
der Form: 


a — Dzx;x;° 


_ = const, 


wenn die «;° beliebige Constanten bedeuten. Die Differentialgleichungen 
der geodatischen Linien werden, wenn: 


Q= Vd? + dz?+.---+ dz,’, 
C= 0? + c,? +--+ + Cy? 





gesetzt wird, 
(8) dx; = C22 
dx 


Vi-ex? 





Wird also J zQ—=—t =34Vi— c?a? genommen, so werden die 


Coordinaten X; einer geoditischen Linie ausgedriickt durch die Glei- 
chungen : 


(9) X; = ct a bi, 


in denen die Constanten 0;, c; den Bedingungen 


a* —@- > w=0 > biti = 9 


zu unterwerfen sind, damit die Gleichung X? = a? — g? erfiillt sei. 
Soll nun 2, %,,%,++-+2%, der Anfangspunkt einer geodiitischen Linie 
sein, so kann man setzen: 


(10) X; — 4 = + {yVi-@X— yi—ee}, 

womit die eben angefiihrten beiden Bedingungsgleichungen sich auf: 
(11) >) ea =Vi— ea 

reduciren, und hat, wenn zur Abkiirzung 

(12) Vi-e@X-Yl—ewvt—s 


genommen wird, als Gleichung der geoditischen Linien 


(13) E, ~<ish ee 8: 


ce 
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Ist nun in diesem Raume eine Fliche gp = 0 gegeben, so wird 
der geodiatischen Normale im Punkte 2, --- 2, die Bestimmung: 


C; = = => ) a, te fat 


entsprechen. Wahlt man aeaneis 
a d@ 


v; 
i = 


om ast, 
W= #> (35) —v 


We — (Qe? — a*) v® 
a? (a®— 9?) W 





— 0x; 


wo zur Abkiirzung: 


gesetzt ist, so wird: 
(15) C= 


und zugleich die Gleichung (11) erfiillt sein. 


Man erhilt nun als Bedingungen, unter denen die Fortschreitungs- 
richtungen du; solchen geodiitischen Normalen entsprechen, welche 
sich im Punkte X schneiden: 


7] 

tm Ba 

: ——— ' Ox, 
Bei der Multiplication mit >> Ck 5 


Summation iiber i ist zu beachten, dass, dem in (7) angegebenen 
Werthe der ¢;, entsprechend: 


Ou, 
> CiCik Fa = 0, 
¥ 


Gy aay - Ox, 4 Ox, Ox, 
_ Ps . Ou, . Ou, du, Ou, 


(a 2 9?) F a? — o? 





de; : 1 ¢; 
+ = + ded +—4 ai. 





und der nachfolgenden 








Mithin wird: 





Ox, 
> destin a 
— Ra pm 0%; Ox, ae) 
ei Wasavw (28, 0a,0u, OU, OU, —~ Grete OQ dts, 
Ss -oes 
» 6%, aVa?—e¢ 
ap VW : ae 
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Also entsteht das System der » — 1 Gleichungen: 


2 Ra? 
0 Sao caratarw (se ete) 


oder, wenn 





IR 
i cha? —o? 
ae oe 
ackV W Vat — 
gesetzt wird: 
sz, = 
(16) O Ps dus (ar. VU 2,,) 
und die Multiplication mit oe liefert als Bedingung fiir die Variation, 
welche dem 4 zu ertheilen ist: 
a 
1 | oa 
a (Sarase) 


Nun ist die Lange s einer geodiitischen Linie, welche zwischen 
den Punkten «, X, denen die Werthe 9, TT entsprechen, sich erstreckt, 
wie man aus den von Herrn Beltrami gegebenen Formeln leicht 
erkennt, ausgedriickt durch: 

a oo e® oy ied 
eve—-eVae-m tt 





Mithin entspricht der durch (17) bestimmten Variation von 4 die 
Variation ds = 0. 

Fiir den Raum constanten Kriimmungsmasses bleibt demnach, wie 
aus den Gleichungen (16) hervorgeht, die Monge’ sche Construction der 
Richtungen der Kriimmungslinien giiltig. Gleichzeitig bleiben, wie zu 
erwarten war, die Liingen der geodiitischen Normalen, welche den 
Kriimmungslinien entsprechen, constant; dagegen stehen die Haupt- 
kriimmungshalbmesser selbst zu diesen in keiner einfachen Beziehung 
mehr. Nur wenn v = 0 ist, wird 








8s -— § 
aR R j_— R cu 
yo ca—e 2/7 a—e (c wl ). 
Daun aber ist gm homogen in den Variabeln 2, die Fliche m = © ent- 


halt ein ausgezeichnetes System geoditischer Linien des Raumes und 
einer der Hauptkriimmungshalbmesser ist unendlich gross. 

Es mége endlich noch untersucht werden, ob die Abbildung des 
Normalensystemes, auf welche Gauss den Begriff des Kriimmungs- 
masses einer Fliiche begriindete, in hdheren Mannigfaltigkeiten, ins- 
besondere bei denjenigen von constanter Kriimmung, ihre Analogie 


ES 


Ts a 


aS ees ss 


AT a aes 
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findet. Den Richtungen der Kriimmungslinien entsprechen Zuwachse 
der «;, deren Determinante: 





du," du .-. dut— 


| dm a] ses AUn-1 
| ; 
| n—1 





durch A bezeichnet werden midge. Multiplicirt man A? mit A, so 
entsteht nach den bekannten Kigenschaften der Gleichungen, denen 
die du: geniigen, die Relation: 

(18) AN = ds,?ds,?---ds*_,, 
in welcher die ds; die Langenelemente jener Fortschreitungsrichtungen 
bezeichnen. Da die letzteren auf einander senkrecht stehen, so kann 
das Product der ds; als Inhalt eines Parallelepipeds dJ aufgefasst 
werden und man hat: 

(19) dJ = AVA. 


Wahlt man zur Bestimmung der Mannigfaltigkeit die Richtungs- 
zahlen p; der Normalen derselben, so kann man der Abbildung des 


Normalensystems auf die Kugelfliiche, wie sie im gewohnlichen Raume 
ausgefiihrt wird, die Gleichung: 


2D; Prk = 1 
entsprechen lassen, Den Fortschreitungsrichtungen du* entsprechen 
. . 0 i . . AI ® NI Ud 
dabei die dp* = > = du*, mithin dem Element dJ ein Element dJ’, 
: ou, 3 


PLB, *** Ds 
(20) dJ’ =| 1M 


dp, --- dp,’ | wy. 
dp»—'dpy see dpe 


Setzt man: 








Pr -. °°: ah 
op, tm | Ps 
Ou, Ou, te = a. 
i ae 
BU, 1 OU, 4 OU, 1 
so wird: 
(21) N =AN". 


Ferner folgt aus: 
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0a; 
ps5 DPkCik Ou - = 0, 
ow OP,On, en “a: 
(22) Daur i=— (+> PROT y Bu, = Qs° 


Beachtet man endlich, dass: 
| Oa, pe ay 
| ee bark Bou. 
| > Ou, > Cnt Fu, 
} . 


A’ — » P 6 &, > ‘ Ox, =/yo ’ 
komo ee ta 
OU j . OU, 4 

| eu De vies > Cnk Di 


so wird nach (22): 





A’ A" =a, 

wo @, abgesehen vom Zeichen, die Determinante der ,., bezeichnet. 
Aus (19) und (20) folgt jetzt: 

; wer 

dJ ~~ Ave 

Da dJ’ nicht mehr zu beliebigen Transformationen des Raumes 
covariant sich verhilt, so kann diese Formel nur unter speciellen 
Voraussetzungen fiir das Linienelement ds in Riicksicht auf die vor- 
liegende Frage benutzt werden. Sind die ¢,, Constanten, so werden 
die 2, den Q,, gleich und der Quotient (23) wird, wie bekannt, gleich 
dem reciproken Product der » — 1 Hauptkriimmungshalbmesser, d. h. 
gleich dem Kriimmungsmass der Fliiche. Sind dagegen die ¢;, Con- 
stanten proportional, ¢;, = Xb, so wird: 


Xs = 2... a Pars, 
wo P=3x > m Xe. 


Vergleicht man die Determinante @ mit der Gleichung n— 1'" Grades 


(23) 





Q—=0, so erhailt man: 


dJ’ (ite p) itep)---(l+e,_1p) 
| “7 = = 
| add V8 eres: Sects , 





wo die 9; die m — 1 Hauptkriimmungshalbmesser bezeichnen. 

| Wenn also auch hiernach eine weitere Verfolgung der Analogie 
bei Riiumen von constantem Kriimmungsmass fraglich erscheint, so 
soll trotzdem das reciproke Product der Hauptkriimmungshalbmesser als 
Gauss’ sches Kriimmungsmass einer Fliche allgemein bezeichnet werden. 





168 A. Voss. 


g VI. 


Flichen mit verschwindendem Gauss’schen Krimmungsmasse. 
Developpabele Flachen. 
Um eine wichtige Eigenschaft derjenigen Flichen zu erkennen, 


deren Gauss’sches Kriimmungsmass verschwindet, gehen wir wieder 
zur Betrachtung der geoditischen Linien der MW, zuriick. 


Wenn man die Coordinaten einer geodiitischen Linie der M,, 
welche vom Punkte « ausgeht, durch: 
(1) &e = Le + 


bezeichnet, so ist die Bedingung, unter welcher dieselbe in der Fliche 
» = 0 enthalten ist: 


9 (2) = 0, 
oder: 
Or) 1 eg 
(2) ot+>m oa, + i Wk Ge00, 
1 Ce) == 
+¢ D>) won giana, t=O 
Setzt man nun: 
dx, @ x, 1 d x, 


m= ta +3 “a +e at 


und entwickelt man (2) nach Potenzen von ¢, so ist, falls der Punkt 
zx und die Anfangsrichtung der geoditischen Linie in der Fliiche ge- 
wihlt werden, die Bedingung der Beriihrung zweiten Grades, wie 
schon oben gefunden wurde: 

: top FX Bq dx, dx, mr 

(3) 0a, dt 0 02,0: 1 dt dt ick 


Soll die Beriihrung auf den dritten Grad steigen, so muss ausserdem: 


‘4 11 @p Px, 1 @@ ( dx; @x, 0x, a; ) 
(4) © oz, a® "4 dz,oa, \ dt ae dt ae 
1 Op dx; dx, dx, 


+ 6 Gaj0m00, dt ae ae —° 
werden. In den Gleichungen (3) und (4) sind die zweiten und dritten 


Differentialquotienten nach ¢ durch ihre aus den Differentialgleichungen 
der geodiitischen Linien bestimmten Werthe zu ersetzen. Nun folgt aus: 


x, Hs dx, dx, 
ee (as Cikr) dx; da, dx, 
se : “dt dt dt 
a 


Yrs dx; dx, 


; dx, dx; ) 
+ 5 eur, a ae +a ae)” 
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Mithin wird die Bedingung (4): 





oder wenn man die Differentiation nach ¢ entfernt: 


—3 a3 0p a Airs Si (Yrs fe), dx, dx; dx, 
¥ “dt dt at 
—s 
1 Yrs ‘ Yri ae og dx, dx; dx, 
+3 Da car gee dx, dt dt dt 
1 Vrk ay dx, dx, dx, 
-“tZ 8 ™"" G2,0a, at dt “ae 
3 dx, dx, dz 
od oe ais a eel 
6 Ox,0u,0x, dt dt at 








du, du 
ee ee an Yrs 
(5) ee “at | 6 Oa, er 
Ox, 
1 Oo 
16 Ga,dm,00, 
1 Yrs 
+3 
1 Vre : 
3G One 





Le G; Yri c 
FY ikr yy o Ukr’ OU, 


Ox, Ox; Ox, 


Cikr- Ou, Ouy Ou, 


Ox, Ox, O02, 
Ou, Ou, Ou, 
Fup iu, On, 

2 Ox; Ou, Ox 
77 Q a; m n } anit. 








Ox,0a, OU, Ou, Ou, 


Man kann diese Bedingung in eine andere Form bringen. Da: 














0x; Ox 1 oo Y Cu, Ox 
2 @ i Se ee Q rk m n 
Qap = — 2 te Ox,0%, Ou, Om, + On, 8 “™™" Gu, Ou, ’ 
so wird: 
9 Set re > Ox, 0%, O02, 
Ou, 0x; ha Ou, Oug du, 
op “ OX O%_ Ox, 
+ > oe Cunr 0u,, Ou, Ou, 
oe 
iad 9 2% m 0x, (, ep my Op rk ) 
° Fu, buy OX,0f, Om 8 Cue 


Ou, 
+ ot ot oe 


und die Bedingung (5) nimmt, 


rk 


— > Cmar 3 
é OU, Ot, 


wenh 


quotienten von g eliminirt, die Form an: 


0X2; OX, OX, 
Guy? 





man die dritten Differential- 
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du, du, du 1 (7 Ox, Oxy Oty 
; Se es meet —— a ile. a: ces mele 
(6) > dt dt dt ie ( Fre i my ey 
Yrk . ay Ox; 62, Ox ) 
Se ™"" Geta, Ou, Ou, Ou, 


a.” eee a(S ~) -. Tee. oe mi 
6 Ou, 6 Ou, Ou, eu, 0x, — eS 


m 
0 u, 





Hierin ist noch fiir die Differentialquotienten nach u, zu setzen: 
‘ Ou Ou 0%; On, 
0 m n 1 Ox; On), 
(7) = (. : )= oe [Quy — > VanGier ; 
"Ott, \ Og Oty ~ _— eo a 
1 OX, 
— a Aaym Cn'n’ >a 
A "Oty 
6x, 0x; Ody 
+ 4 } OU | Qs7An x: + Vim Cik’h “Os “Ou, 
1 0x, 
—  Gpym' n'a Z| ° 
Ave OU, 


Fiihrt man diesen Werth in (6) ein, so hebt sich in letzterer Gleichung 


a Pay oe : : ‘ . 
das erste mit ; multiplicirte Glied unter dem Summationszeichen fort 
und es bleibt: 


U «>> ~ 208 +( < oe ~~ ~~ émar) Oy ie An 
dt dt dt \ Ou, 0x, 02, Ox, @ Ou, Y 


m 


CE 


1 m Ln 1 dx, 
A arm Cm’ n’ Ou, |+3 ou, [ ayAn eae A Ferm Em’ n' 71)} > 


oder nach gehériger Zusammenziehung: 
0 ->'5 dita ox J duy [1 O2ag 
“dt ot dt 2 Ou, 


eg Op rk 0x, nae 
hs Om, 9 ena Ous Lay An — Quix Baym’ —K—|° 


Sind demnach die Anfangsrichtungen du; so gewihlt, dass die Glei- 
chung (3) oder: 


ZQap due dug = 0 
und (8) erfiillt sind, so wird die entsprechende geoditische Linie die 
Flaiche vierpunktig beriihren. 
Es moége jetzt angenommen werden, dass das Kriimmungsmass 
der Fliche in jedem Punkte verschwindet, a. h.: 
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Qi, Qip ++ Qin-a 

(9) : : = Kg. 
Qh—11 Qn—12 =o Qs 


In diesem Falle existirt in jedem Flichenpunkte eine ausgezeichnete 
Richtung, bestimmt durch die » — 1 homogenen Gleichungen: 


(10) DQG du, = 0. 
Aus (10) folgt erstens: 
(11) TQ; dU; du, = 0, 


ferner, wenn man die ersten Unterdeterminanten der Determinante 
(9) durch @;, bezeichnet: 


(12) du; du, = Na;,. 

Die Gleichung (11) sagt aus, dass nach jener Richtung eine geoditische 
Linie Haupttangente der Fiche ist. Ferner folgt aus der Gleichung 
(9) durch Differentiation nach uw, 


02, 
Za Ou, 0, = O 
oder nach (12): 


Q. 
(13) p a. du; dum =0. 


a 





Fiihrt man die Gleichungen (11) und (13) in die Bedingung (8) ein, 
so wird dieselbe erfiillt. Hieraus folgt: 

Verschwindet das Gauss’sche Kriimmungsmass einer Fliche, welche 
in einem willkiirlich bestimmten Rawme betrachtet wird, so enthdlt die- 
selbe in jedem Punkte eine ausgezeichnete Richtung, lings welcher eine 
geoddtische Linie des Raumes vierpunktig beriihrt. In dem besonderen 
Falle, wo n = 3 ist, sagt das Verschwinden der Determinante der ,. 
aus, dass die beiden Haupttangentenrichtungen zusammenfallen. Da 
nun lings der Richtung dieser zusammenfallenden Haupttangenten 
zugleich eine vierpunktige Beriihrung mit einer geodiitischen Linie 
stattfindet, so ergiebt sich, dass die Fliche » = genau so aus den 
geodiitischen Linien des Raumes gebildet ist, wie eine Developpabele des 
gewohnlichen Rawmes aus den geraden Linien desselben. Hiernach ist 
erwiesen, dass fiir das Gebiet von drei Dimensionen, welches auch der 
Ausdruck des durch eine quadratische Function der Differentiale dar- 
gestellten Léingenelementes ist, das Verschwinden des Gauss’schen 
Kriimmungsmasses den wesentlichen Charakter der developpabelen Fléchen 
bedingt, nach welcher dieselben Regelfliichen sind, die aus lauter singu- 
liiren Erzeugenden bestehen. — Man wiirde ebenso fiir n = 3 die Dif- 
ferentialgleichung der Regelflichen iiberhaupt erhalten, wenn man die 
Bedingung bildet, unter welcher die quadratische Gleichung (3) und 
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die cubische Gleichung (8) fiir ein gemeinsames System der du,, du, 
erfiillt sind. 

Die Flachen mit verschwindendem Kriimmungsmasse kénnen freilich 
nur in sehr uneigentlichem Sinne als Developpabele bezeichnet werden. 
Herr Bonnet hat bekanntlich bewiesen*), dass bei der Abwickelung 
einer windschiefen Fliche in eine andere im gewdhnlichen Raume die 
Geraden der Fliche nothwendig Gerade bleiben. Die Developpabelen 
machen hiervon eine Ausnahme: sie kénnen so gebogen werden, dass 
ihre Erzeugenden wieder Erzeugende werden; die Biegung kann aber 
auch so vor sich gehen, dass an Stelle derselben irgend welche (krumme) 
geodiitische Linien der Fliche entstehen. Der Gauss’sche Satz von 
der Unveriinderlichkeit des Kriimmungsmasses lehrt, dass in diesem 
Falle ein anderes System von geoditischen Linien der Fliiche in gerade 
Linien tibergeht und die Erzeugenden der transformirten Fliche bildet. 

Wenn wir die allgemeinen Betrachtungen des vorliegenden Para- 
graphen wieder aufnehmen, so folgt: 


Bei allen Transformationen des Raumes, d. h. bei beliebiger 
Transformation der 2 Coordinaten, bleiben die simmtlichen Q,, ihrer 
Form nach unveriindert; mithin entstehen, was iibrigens selbstver- 
stindlich ist, aus developpabelen Flichen wieder Developpable. Kann 
der Raum in sich transformirt werden, so wird eine Biegung der 
Developpabelen erfolgen, welche man als eine wirkliche, nach will- 
kiirlichem Gesetze erfolgende Abwickelung auffassen kann, wenn der 
Raum ein System von unendlich kleinen Transformationen in sich 
zulisst. Dies ist insbesondere der Fall bei den Riumen constanten 
Riemann’schen Kriimmungsmasses. 

Wenn wir die auf Seite 162 gewihlte Form des Liingenelementes 
beibehalten (an deren Stelle aber ersichtlich jede andere treten kann, 
welche iiberhaupt die Riemann’schen Differentialgleichungen der 
Mannigfaltigkeit constanten Kriimmungsmasses befriedigt), so ist: 


[ikki], = — em(Crcre — Cre Gx), 
mithin wird: 
. 02; Ox, O% O2 , 
> [tkts|. —— =— — Fu = CM(ArsApg — ApsGrg). 
q 


Ou, OU, OU, 


Fiir Mannigfaltigkeiten constanter Riemann’scher Kriimmung gilt 
also, wie aus der Betrachtung der Gleichungen § II. (B) hervorgeht, 
das meines Wissens bisher nicht ausgesprochene wichtige Theorem, dass 
die stimmtlichen Ausdriicke: 





*) Journal de l’Ecole polytechnique, Tome XXV. 
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Ziir Aj Crt [2p oe Q+ 5; i Qo si Q+45] 

lediglich von den Coefficienten a,, des Linienelementes in der durch eine 
beliebige Zahl von Bedingungen ausgeschiedenen M,, abhiingen. Hier- 
nach ist das Kriimmungsmass einer Fiche ebenfalls eine reine Function 
jener Coefficienten, mithin fiir n= 3 bei allen Biegungen der Fliche 
unverdnderlich. Ebenso gelten hier die oben besprochenen Kigen- 
schaften der developpabelen Flichen. 

Im Allgemeinen dagegen wird eine Fliche, welche wir oben als 
, developpabel “ bezeichneten, bei beliebigen Biegungen derselben nicht 
wieder in eine Fliche derselben Art iibergehen. Hierzu wiirde viel- 
mehr erforderlich sein, dass auch der Ausdruck: 


- Ox; O&% O% Ox, 
> Uktile Fe Ga Gur Fae 
denselben Werth beibehilt, wenn statt der x die Coordinaten eines 
Punktes der urspriinglichen oder die des entprechenden der gebogenen 
Flache als Functionen der u,, wu, eingesetzt werden. 

Ks entsteht nun die Frage, welches bei einer beliebigen Zahl der 
Dimensionen die charakteristischen Gleichungen einer Developpabelen sind ? 
Zur Beantwortung derselben leitet die folgende Untersuchung. 

Wir betrachten die Flichenschaar mit der Kriimmung Null: 


W(x), %, +++ %_) = 0, 


in welcher die willkiirlichen Constanten den Parameter ¢ enthalten. 
Wird die Enveloppe dieser Schaar gesucht, so ist ¢ aus: 


(14) ¥=0, “ a 





zu eliminiren. Das Resultat der Elimination sei g = 0. Zur Unter- 
suchung der Kriimmungsverhiltnisse von @ sind die Ausdriicke Q,, zu 
bilden. Nun folgt aus den Gleichungen (14): 


Ow 9% | ow at ) = 
> ( Ou, OU, + Fr — * 
5 _#y 0% @ ea, ay oa, Lo 
(1) > (2% 0u,. Fa ee a Ou,0u, e da,0t Ou, du 8, 


ay Ox, Ou; ow ay dx; = 
> (+2 Ox, Ou, Ou, + a, i a + Feat On, 7 Ou, Ou 0, 














mithin : 








16 Gy Ox, at ay Cx; Ot 
(16) “Oa,0t Ou, Ou, “Oa,0t Ou, du,” 


Aber nach der Voraussetzung, dass die Flichen wy nach jeder Richtung 
hin eine Kriimmung gleich Null besitzen, ist: 
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Ow Ox, Ox; ae ow Ox, Ox; 
————$_ a a oan em Gan ae — 


“02,02, 0%, du, Ou,’ 
demnach wird aus den Gleichungen (15) 
ow [432 Ox, Ox; OX |= aw 0x; et 
Ga, L & “** Ou, Ou, iad Ou,0u, ve Oa, 0t Ou, Ou, 


oe 
0x,0t Ou, Ou,’ 





Bezeichnet man jetzt die Determinante n'*" Ordnung, bei welcher die 


Ox; 
ersten » —1 Reihen aus den ——* , die letzte aus beliebigen Gréssen 


Ou, 
a; gebildet ist, mit V, so ist: 
dy av 
Ou; at q Ox; ? 


wo q ein Proportionalitiatsfactor. Multiplicirt man dann den Ausdruck: 
Ymh Ox, bx; o Ohm -) 
q Pere r (24 Cika Ou, du, a Ou, Ou, 
mit der Determinante D, deren » — 1 erste Reihen aus den 
2 OXm 
Cim Gu, ; 
die letzte aus den ie gebildet ist, so erhilt man die Gleichung: 


Wo __ S_e@y 9% 8 _ Sav 9% at, 
s 0x,0t Ou, Ou, Ou,0t Ou, OM, 


Mithin besteht die Gleichung: 
(17) Q,sQnq —_ Qo Qs — 0, 
d. h. es verschwinden alle zweireihigen Determinanten, welche aus den 


Gréssen Q,, gebildet werden kénnen. 
yn schneiden sich je zwei consecutive Flichen »~=O und 


y+ oy 7 dt=0 der Schaar in einer Mannigfaltigkeit von geodiitischen 


Linien der M,. Um den Sinn dieser Behauptung genauer zu priicisiren, 
betrachten wir den Durchschnitt von » — 1 Flichen, 0,, 0,,--O,, --On—1, 
welche die Kriimmung Null besitzen. Alsdann ist: 


00, =a, 00, Ym dx, Om, 


h 
(18) Qa = Oa, Ou, du, Ohm —_ Cikh “Ou, Ou, 


== (), 


Da ferner der Schnitt eine Mannigfaltigkeit von einer Dimension ist, 
deren Liingenelement durch dt bezeichnet sein mége, so ist: 
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aa. On; du 


x, ad 


du 7) u Ox, d®u 
Bs re ae a eae, “ee eee 
dt 0u,du, dt dt ou, at du, dt’ 


also folgt aus (18): 


00, Px, Vmh dx; dx, | 
a Diy, [a +o Oe ae ye? 


also: 


x y dx, dx dz 
c Bets Ba a Re, Mapes: REO Dias 
(19) ae be Oe a a ae 


Soll aber ¢ die Liinge der Schnittcurve bezeichnen, so ergiebt sich aus 
der Gleichung: 
d dx, dx, 
dt ast Gt at 
dass w = 0 sein muss. Mithin ist jede solche Durchschnittscurve eine 
geoditische Linie des Raumes, wie es allerdings vorauszusehen war. 

Demnach kann die Fliiche » = 0 als Analogon einer Developpabelen 
betrachtet werden, insofern sie wie eine solche aus geoditischen Linien 
der M,, erzeugt ist.*) Da alle zweireihigen Determinanten der Q,, ver- 
schwinden, so bewahrt eine Developpabele die Kigenschaft, dass n —2 
ihrer Hauptkriimmungshalbmesser in jedem Punkte unendlich gross wer- 
den, und nur einer der Hauptkriimmungshalbmesser einen endlichen 
Werth besitat. 

Die vorige Betrachtung setzt nach den Untersuchungen des § IV. 
eine gewisse specielle Eigenschaft der M, voraus. Ob das Verschwin- 
den der simmtlichen zweireihigen Determinanten der Q,, auch in dem 
Falle, wo keine ,,Ebenen“ im Raume vorhanden sind, noch Develop- 
pabele im analogen Sinne charakterisirt, muss fiir die Fille n > 3 
einer weiteren Untersuchung vorbehalten bleiben. 


=0, 


§ VIL. 
Das Gauss’sche Kriimmungsmass und die Hesse’sche Determinante. 


Die siimmtlichen Formeln der vorhergehenden Paragraphen setzen 
voraus, dass an Stelle der Coordinaten 2, +--+, ein System von inde- 


*) In héheren Riumen liisst sich der Begriff von ,,Developpabelen“ — iiber- 
haupt von ,,Regelflichen‘ — auf sehr verschiedenartige Weise erweitern, Der im 
Texte eingeschlagene Weg, nach welchem eine ,,Developpabele“ die grisstmig- 
lichste Mannigfaltigkeit von ,,geradesten“ Linien besitzt, schien mir der zuniichst 
sich darbietende. Die weitere Behandlung, insbesondere die Untersuchung der 
Flichen, welche eine ein- oder mehrfach unendliche Schaar von geodiitischen 
Linien des Raumes enthalten, muss ich auf eine demnichstige Gelegenheit ver- 
schieben, 
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pendenten Variabeln , - - - %,—1 eingefiihrt ist (Gauss’sche Coordina- 
ten). Da es vortheilhaft sein kann, von dieser Transformation abzu- 
sehen, so sollen hier noch einige Formeln angegeben werden, von 
denen auch in der Geometrie des gewéhnlichen Raumes Gebrauch 
gemacht werden kann. 

Man kann die Determinante der Q,, in Beziehung setzen zu einer 
aus den zweiten Differentialquotienten von g gebildeten Determinante, 
welche als Erweiterung der Hesse'schen Determinante anzusehen ist. 

Setzt man: 

















Oa, Cx, | Ox 0x, | 
Ou “Om | ki _— 
ns Oxy ‘ Ox, 4 oe CED Ox, , 
—.° Mer | Su |” Om | 
. pero sls & Waa 4 
ferner: 
>, Om Oa, 
| ed “* Ou Ou, 
De : = | a 
og og 
ea; | ane Yk | 
so wird: 
(1) voD= ay Bs je VD=A SBS aY.. 


Wir betrachten nun die mit beliebigen euaike ; rs p horizontal 
und vertical geriinderte Determinante: 


(2) Gan | Fa ; | 


1? 
in welcher 





Oy, p | 


ae. om, 7> 
Pua=F 0x,0 Vinh 3 - Cikan 
zu setzen ist, 


Multiplicirt man G in geeigneter Weise mit » und w’, so entsteht 
die fiir ganz beliebige p, a;, 0;, 6, B; geltende Identitiit: 








A’ , og 0g wie 
(3) G Te >, bibi SE a= 
| ? Ou; 
|} —2y ++ — Qs W > « Ou, 
a Q _ a, 
= mr O6n—1,1 °° * “~~ n—In-1 Gn-1 > « OU 4 
Gn—1 g Zap 
Dade... Sat > 6 Pp 
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in welchen gesetzt ist: 


Ox; , 0x; ’ 
Ir = > vin ou, Bb, or = > 9: ta, Bx, 


g =>'9i Bi Bx . 


Setzt man p= 0, a, = oo = 0;, so wird aus G die Hesse’sche De- 
terminante H, mithin ist: 

A? 
(4) HS = (— Io, 


worin @ die Determinante der Q,, bedeutet. 

Ohne auf die weiteren Gleichungen einzugehen, welche sich aus 
(3) durch Coefficientenvergleichung ableiten lassen, bemerken wir noch 
Folgendes. Versieht man G noch mit gq Rindern, so erhilt diese De- 
terminante rechter Hand in (3) g-+ 2 Riander. Hiernach kann man 
aus dem Verschwinden der Unterdeterminanten aus den Q;, auf das 
der aus den g;, gebildeten Unterdeterminanten schliessen. 

Verschwinden z, B. alle Q;,, so kann man g =n — 4 setzen, 
wenn die rechte Seite von (3) noch verschwinden soll. Mithin miissen 
die Gleichungen einer Ebene stets der Bedingung geniigen, dass die 
stimmtlichen dreireihigen Determinanten der pix verschwinden, oder dass 
die quadratische Form 

ZDPik Yi Yr 

das Product zweier in y linearen Formen ist. Verschwinden nur die 
zweireihigen Determinanten der Q;,, so ergiebt sich als eine wesent- 
liche Eigenschaft der developpabelen Fliichen, dass alle vierreihigen De- 
terminanten der pix verschwinden. Wahlt man dagegen p= 0, a; = 0; 


= =e so kann man im ersten Falle n — 3 setzen wnd es miissen dann 
7 


fiir Ebenen alle zweireihigen Determinanten der ix, mit einem Rande 


zugehoriger oe versehen, verschwinden, wihrend fiir developpabele 


Fliichen nur die dreireihigen Determinanten der ix, gerdndert mit den 
39 , Null zu sein brauchen. Diese Beziehungen scheinen von In- 
teresse, da sie, falls tiberhaupt die Q;, jene Voraussetzungen erfiillen, 
welches gleichzeitig von der Beschaffenheit des Linienelementes ab- 
hingen kann, Bedingungen fiir die Form der Function  liefern. 

In dem besonderen Falle der Mannigfaltigkeiten constanten Rie- 
mann’schen Kriimmungsmasses ist 


. Vmi ) — 1 og 69 . 
ar Vay, Ht = oe (u 3g, +m = 


Mathematische Annalen, XVI. 12 
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Mithin wird die Hesse’sche Determinante dieselbe Form wie im ge- 
woihnlichen Raume besitzen, d. h. durch die aus den zweiten mit einem 
Rande von ersten Differentialquotienten gebildete Determinante dar- 
gestellt sein. In dem allgemeineren Falle: 


tz. = LDdix, 


wird dagegen das Verschwinden des Kriimmungsmasses durch die 
Gleichung: 





ey og 

| Da,da, + eb Ze 

= () 
9 0 | 
Ox, | 


ausgedriickt sein, in welcher 


=—1 S'x, 7m 9 
ems Xs oe, 


m 


gesetzt ist. 


Es ist oben der Eigenschaft der Q;, gedacht worden, in Beziehung 
auf beliebige Transformationen der x absolute Covarianten zu sein. 
Dieselbe Eigenschaft muss daher der linken Seite der Gleichung (4) 
zukommen. In der That findet man leicht durch Anwendung der Ke- 
lationen, welche bei der Untersuchung der Transformation der Q;,; 
vegeben sind, dass (die transformirten Ausdriicke seien wieder durch 
Striche, die neuen Variabeln durch y bezeichnet): 


P a OX, O, 
Qua = Pik Gy, Oy 


wornach: 
HT? =H 
wird. Da 
BD=dédAuU, U=U', A=AN 
ist, so ist: : 
HS 


eine absolute Covariante, wie es sein muss. Wiéihrend also bei be- 
liebigen nicht linearen Transformationen die gewohnliche Hesse’sche 
Determinante keine Covariante ist, bewahrt dieselbe diese Kigenschaft, 
sobald sie in der erweiterten Gestalt angenommen wird, die derselben 
nach Adjunction des Liingenelementes zukommt. Hiernach erkennt man 
ohne Weiteres, dass das Verschwinden der Hesse’schen Determinante 
oder eines vollstiindigen Systems von Unterdeterminanten derselben eine 
bei allen Transformationen des Rawmes unzerstirbare Beziehung zur 
Metrik derselben darstellt. 
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Endlich kann man die Gleichung Q, welche die » — 1 Haupt- 
kriimmungshalbmesser bestimmt, auch in der von den w unabhiingigen 
Gestalt: 


| dg | 
| Cik + UQDix on 


-~ 
— 


29 0 
OX, 
geben, wo: 
ph ste a ye oe 
] é Q eo QP Ym n V U 
0x, Ox, @ 
gesetzt ist. 


Dresden, October 1879. 


Ueber die Erhaltung des Geschlechts bei zwei ein-eindeutig 
auf einander bezogenen Plancurven. 
Von 


H. Scuuserr in Hamburg. 


Der einfache Inhalt des Riemanu’schen Satzes von der Erhaltung 
des Geschlechts fordert einen Beweis, welcher von keinem anderen 
Hilfsmittel Gebrauch macht, als von dem Chasles’schen Correspondenz- 
princip, weil dieses die gemeinsame Basis aller auf Punktepaare be- 
ziiglichen Abziihlungen bildet. Der folgende Beweis erfiillt diese bei 
geometrischer Auffassung berechtigte Forderung, und diirfte an Kiirze 
nichts zu wiinschen iibrig lassen.*) 

Die beiden ein-eindeutig bezogenen Plancurven C und C’ mégen 
von jeder Geraden ihrer Ebenen in » resp. »’ Punkten geschnitten 
werden, durch jeden Punkt r resp. 7 Tangenten schicken, und x 
resp. x Riickkehrpunkte besitzen. Wir ordnen uun den Curven C 
und C’ zwei nicht auf ihnen liegende Punkte P und P’ zu, und be- 
stimmen dann auf zweifache Weise, uimlich durch Anwendung des 
Chasles’schen Correspondenzprincips sowohl auf den Strahlbiischel P, 
wie auf den Strahlbiischel P’, wie oft es vorkommt, dass ein durch 
P gehender Strahl s und ein durch P’ gehender Strahl s’ derartig zu- 
sammengehéren, dass zwei von den » Schnittpunkten des Strahls s 
mit der Curve C zweien von den Schnittpunkten des Strahls s’ mit der 
Curve C’ entsprechen. Die Zahl der so beschaffenen Strahlenpaare sei V. 

Ein beliebiger Strahl durch P schneidet C in m Punkten, denen 
auf C’ m Punkte entsprechen. Die Verbindungslinie jedes der letzt- 
genanuten Punkte mit P’ liefert auf C’ noch » — 1 weitere Schnitt- 
punkte, denen auf der Curve C’ n’ — 1 Punkte entsprechen. Jeden 
dieser Punkte verbinden wir mit P. Dadurch haben wir dem beliebig 





*) Hierbei sei erwihnt, dass gegen den ersten von den 7 Beweisen, welche 
Lindemann in seinen Vorles. v. Clebsch anfiihrt (pag. 681 bis 685), der Umstand 
spricht, dass die Correspondenzen, welche zu der Relation fiir #-«’-deutig auf 
einander bezogenen Plancurven (pag. 459) fiihren, illusorisch werden, sobald « 
und «’ kleiner als 2 sind. 
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gewihlten Strahle durch P m- (n’ — 1) andere Strahlen durch P zu- 
geordnet. Umgekehrt entsprechen einem dieser Strahlen auch n-(n'— 1) 
Strahlen von der ersten Sorte. Es giebt also durch P 
2-n-(n' — 1) 

Coincidenzstrahlen. Zu diesen gehiért aber erstens jeder der gesuchten 
V Strahlen zweimal, zweitens jeder der r Strahlen, welche zu den 
y Punkten gehen, die den Beriihrungspunkten der von P’ an C’ ge- 
legten Tangenten entsprechen, drittens jeder der x Strahlen, welche 
zu den x Punkten gehen, die den auf C’ gelegenen Riickkehrpunkten 
entsprechen. Die auf C’ gelegenen Doppelpunkte mit verschiedenen 
Tangenten geben zu Coincidenzstrahlen keine Veranlassung, weil jedem 
von ihnen zwei nicht wnendlich nahe Punkte auf C entsprechen. Also ist: 
(1) 2.-V=2-n-(n—1)—r — x. 
Wiederholt man nun die eben angestellte Betrachtung, indem man nur 
die gestrichelten Buchstaben in nichtgestrichelte und umgekehrt ver- 
wandelt, so bekommt man eine zweite Gleichung fiir die gesuchte 
Zahl V, nimlich: 
(2) 2-V=2-n'-(n—1)—r—-x. 
Die Vergleichung von (1) und (2) ergiebt eine Relation zwischen 
nm, r, #, nm, 7”, », welche in folgender Form geschrieben werden 
kann: 
(3) rtue—2-n+2=7r+4+x —2-n4+2. 
Da die linke Seite dieser Gleichung das doppelte Geschlecht 2 -p der 
Curve C, die rechte Seite das doppelte Geschlecht 2 - p’ der Curve C’ 
darstellt, so ist der Riemann’sche Satz bewiesen, 

Fiir V ergiebt sich nach Einfiihrung der Geschlechtszahl p aus 
(1) und aus (2): 
(4) V = (n— 1)-(n — 1) — p. 
Mit Hilfe der Zahl V kann man leicht die Zahl D der Strahlen bestim- 
men, welche die Curven C und C’ in zwei Paaren von entsprechenden 
Punkten schneiden. Ordnet man niimlich je zwei Strahlen einander 
zu, von denen der eine aus C zwei Punkte ausschneidet, welche zweien 
von den »’ Schnittpunkten der Curve C’ mit dem anderen Strahle 
entsprechen, und wendet man dann auf das so definirte zweistufige 
System von Strahlenpaaren die Strahlenpaarformeln fiir eine feste Ebene 
(cf. des Verfassers Kualkiil d. abz. Geom. § 15, F. 37) an, so erhialt 
man fiir die gesuchte Zah!l D: 


(5) D= > nn—1)+ on" —1)4T7 


oder, mit Benutzung von (4): 
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(6) D= + (n4+n —1)(n+n —2)—p. 


Die durch die Zahl D zusammengefassten Geraden sind aber nichts 
anderes, als die Doppeltangenten der von den Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte eingehiillten Curve. Fiir den Rang R dieser 
Curve erhilt man ohne Weiteres aus dem Correspondenzprincip den 
Werth » + m’, also fiir ihr Geschlecht TT 


T= = (n+ n —1)-(n+ n° —2)—D 

oder, mit Benutzung von (6): 
(7) =p. 
Dieses Resultat konnte vorausgesehen werden, da die Curve, welche 
durch die Verbindungslinien entsprechender Punkte der Curven C und 
C’ erzeugt wird, auf jede dieser Curven ein-eindeutig bezogen ist. 

Die voranstehenden Erérterungen lassen sich ohne Schwierigkeit 
auf den allgemeinen Fall iibertragen, wo die Punkte und Tangenten 
der gegebenen Plancurven z-a’-deutig auf einander bezogen sind. Dann 
treten in die Formeln ausser # und x’ noch die Zahlen y und y’, welche 
fiir die Curve C, resp. C’ angeben, wie oft von den z resp. x Punkten, 
die einem und demselben Punkte der anderen Curve entsprechen, zwei 
unendlich nahe riicken. (Cf. Lindemanns Vorl. v. Clebsch, pag. 459.) 


Hamburg, 9. October 1879. 
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Zur Theorie der Bessel’schen Functionen. 
Von 
E. Lommer in Erlangen. 


I. Die Bessel’schen Integrale. 
1. Das bestimmte Integral 


£ feos(ne —zsna)da, 
0 
durch welches Bessel die nach ihm benannte Function J"(¢) unter 
der Voraussetzung eines ganzzahligen » definirt hat, geniigt der fiir 
die Bessel’schen Functionen charakteristischen Differentialgleichung 


n2 04 ne 

Geta te t+Q—z)y—0 
nur unter jener Voraussetzung. Halten wir daran fest, als ,,Bessel’sche“ 
nur eine soleche Function zu bezeichnen, welche diese Differential- 
gleichung erfiillt, so gehdrt jenes Integral im Allgemeinen nicht zu 
den Bessel’schen Functionen, in wie naher Beziehung es zu ihnen 
auch stehen mag. Diese Beziehung aufzudecken und hiemit jenem 
Integral die ihm gebihrende Stellung in der Theorie der Bessel’schen 
Functionen anzuweisen, sei die Aufgabe der folgenden Zeilen. 

2. Das Integral 


na 
. 


x Jes (va — zsin w) da, 


in welechem unter v eine allgemeine Zahl verstanden wird, geniigt 
particular der Differentialgleichung 


ay 1 oy v _ sinvx (1 v 
wt Ete oe Go 
deren vollstiindiges Integral unter Beniitzung friiher gewonnener Er- 


gebnisse*) leicht angegeben werden kann. In der unten citirten Ab- 
handlung wurde namlich zu der Differentialgleichung 


*) Ueber eine mit den Bessel’schen Functionen verwandte Function. Math. 
Ann. Bd, IX, p. 425. 
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ay a oy ( ties =) u- a+1 
elle a mae cee eel 
das vollstandige Integral 
a—ti 
ye * (AJ? 4+ BI-*+k8m] 
gefunden. Darin bedeutet S“”(z) eine Function von ¢, deren be- 
merkenswerthe Eigenschaften am angefiihrten Ort genauer untersucht 


worden sind, und welche namentlich den in den folgenden vier Glei- 
chungen 


(Sm = Sar, 
(TM) Ser ett — (uty) (w—v $1) SH, 
(1) 2? Sm = (upy—1)S#—he-t — (y—y—1) Sent, 


a OMY 
(Vv) 29 — @te—1)Se-6e-1 4 (@—v—1) Senet 
ausgesprochenen Gesetzen unterworfen ist. 
3. Aus der linearen Form der obigen Differentialgleichung und 


ihres Integrals ergiebt sich aber sofort, dass der allgemeineren Dif- 
ferentialgleichung 


a—1ly,y ° 
ay a oy *—( 2 ) —— , — 
oh ae Be ee a -Jy=e (het + I gt + .++) 


das vollstiindige Integral 
a—1l 
y=s2 * (Ad*+ BJ-*>+kSer + kh Se +...) 
entsprechen wird. Fiir die obige Differentialgleichung 
oy 1 @éy r _ sinva (1 v 
+5 40-3 SG - 3) 
welche in der vorstehenden als specieller Fal] enthalten ist, finden wir 


P ‘ sin vz , vsin vx 
daher, indem wir a = 1, k = ———, k = — ——, w» =0 und 
% 4 





pw’ = — | setzen, das vollstindige Integral 
y= AJ" + BJ-* + 2° (gr yS—19), 
oder, wenn wir, von der obigen Gleichung (II) Gebrauch machend, 
quand aites 


y 
setzen: 


y= AJ? + BI-+ 4 82% (1 — gar 4 yor), 
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4. Die Functionen S'” und S%” kénnen nun entweder durch die 
halbconvergenten Reihen*) 











Sh" ae 1 Ld i a tend + e) (42 — »?) satin. 
10.¥ 1 12 — y2 1? — »?) (32 — 2? (12 — y®) (32 — y®) (52 — v2? 
8% =>-- _ + ( “ee v*) ( 7 )( <a 


oder durch die convergenten Entwickelungen **) 


B¥? am sho + Se I + I-)), 


2 sin vx 





S%Y == 90% ———e J” — J-") 


2sin vz 


dargestellt werden, wo s'” und s%” die folgenden fiir jeden Werth 
von g convergenten Reihen bedeuten***) : 


FF ———- a = = zt = 2 . — —_ owe 

gh? om 22 —y? — (2? — 98) (4? — 9%) + (22 — v2) (42 — v2) (6? — v°) + ’ 
OF cs & 38 2 — —— 

v= ae - Goa + oem Tt 


welche nur dann gleichzeitig gelten, wenn v, wie wir ja (vorliufig) 
voraussetzen, keine ganze Zahl ist. Fiir v = 0 aber gelten sie noch. Zu- 
gleich sei bemerkt, dass auch die Reihen s'\* und s®” den Gleichungen 
(I—IV) Geniige leisten. 

5. Fiihren wir diese letzteren Entwickelungen in den obigen Aus- 
druck des vollstiindigen Integrals unserer Differentialgleichung ein, so 
erhalten wir 


y= AJ + BJ-* — Jv 4 S82™ (1 — gh 4 vor), 


In diesem Ausdruck muss nun das Bessel'’sche Integral als particulire 
Lésung .derselben Differentialgleichung fiir gewisse Specialwerthe der 
willkiirlichen Constanten A und B enthalten sein. Um diese Werthe 
zu bestimmen, beriicksichtigen wir zuerst, dass dieses Integral fiir 


z=0 die Grosse 
sin vx 
VT 





vorstellt. Da nun, wenn wir uns fiir den Augenblick » positiv denken, 
J-* fiir z=0 unendlich gross wird, so muss, damit y mit dem 
Bessel’schen Integral tibereinkommen kénne, B = 0 sein. Setzen wir 
in der That B=0O, so wird y= ett. fir ¢=0, welchen Werth 


auch die andere Constante A haben mag. 
*) Math. Ann. Bd. IX. p. 441, 


**) Ib. p. 436. 
***) Ib. p. 435. 
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6. Den Werth von A finden wir, indem wir bedenken, dass das 
Bessel’sche Integral fir » = 0 mit der Function J°® identisch ist. 
Es muss daher 
(A—1)J*+1—s'oa yo 
sein. Nun ist aber 
‘ 


2 gz J? 
wT e+ = ’ 


A=1l1. 


1 — sb° = 1] — 
folglich 


7. Wir haben demnach 


1 2 sin vx ' J 

if cos (v@—z sin o)d@ = ——— (1 — sh” + vs"), 
Diese Gleichung gilt fiir jedes nicht ganzzahlige v und auch noch fiir 
v=. Sie gilt insbesondere auch fiir negative gebrochene v. Die 
Voraussetzung, dass v negativ sei, fiihrt niimlich zu denselben Werthen 
der Constanten 4 und B. 

8. Ganz allgemein, fiir jeden beliebigen Werth von v, gilt die 

folgende Gleichung 


na 


=” (vo—zsino)do = J” + “2 (1S), 


aus welcher fiir ein ganzzahliges y= die von Bessel benutzte 
Definitionsgleichung 


a 
> 


{ cos (nw —zsinwa)da = J” 
0 
hervorgeht. 


9. Ebenso allgemeingiltig ist die Form, welche man erhiilt, wenn 
man statt der Functionen S'” und 8%” die Ausdrtcke substituirt, durch 
welche sie urspriinglich definirt wurden*), nimlich: 


Sh? as (J*feJ—"de—J—" fzJ"dz) 








2 = vn 
und 


So" = - (J*fJ-"ds —J-"f Ide); 


2 y sin rr 
man erhalt so 


£ {c0s(vo—ssina)do— 2" +J’-—- 5 (J fed—"de—J-* fad" de) 
0 


+ 5 (J* fI-"de—JI-* [I*de), 


*) Math. Annalen Bd, IX p. 427. 
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wo die zu den unbestimmten Integralen gehdrigen Integrationscon- 
stanten = 0 zu nehmen sind. 

Durch diese Formeln ist, wie ich glaube, der Zusammenhang, 
in welchem das Bessel’sche Integral mit den Bessel’schen Func- 
tionen steht, hinreichend klargelegt. 


10. Das analoge Integral 
+f sin (va —z sin @) da, 
0 


welches wir, obgleich es bei Bessel keine so wichtige Rolle spielt, 
wie das vorige, ebenfalls ein Bessel’sches Integral nennen wollen, 
geniigt als particulire Lésung der Differentialgleichung 





StL 4 (1 G)ym— thes _y, toomee, 
deren vollstindiges Integral aus der obigen allgemeineren Differential- 
gleichung (3) fir a= 1, k= — term yy _ y, 1 ooevn 
u=0, w =—1 wie folgt hervorgeht: 


1 1— Y v 

y= AJ’ + BJ-*~— Atooevn Soy» Tee S-", 

wofiir man auch schreiben kann: 
— . _ 1— cosyz 1,9) _ 1+ cosvx = 

y=AJI*4 BJO + a fa aes 

oder, wenn man die obigen convergenten Entwickelungen einfiihrt: 
v ] 1 ed 
y = (A+ cotgyz) J*+ (B—-—_) J 


rs 1—cosvx (1—sh*) — 1+ 008% .»,y, 


va cd 
Da fir z=—0 
1 J A 1—cosyx 
— | sinva-do— ———— 
bd vu 
ist, so muss, damit y mit dem obigen Integral iibereinstimme, B—=——— 
sin ya 


genommen werden; und damit y fiir » 0 nicht unendlich werde, 
muss A = — cotg ym sein. 
11. Wir erhalten demnach, wenn v nicht ganz ist: 


m 


J sin (vo —sein@) dm = 2—°%** (1 _ gtr) _ 1teonee soy 
va 4 


1 
u 





oder auch: 
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+f sin (va —zsin @) doa = — cotg vx J*+ Sa 


sin vx 


vm 


1—cosvz a 1+ cosvm oy, 
SF (1 Shr) — =ESSP™ Sos 


12. Ist v eine ganze Zahl, so sind die beiden Fille, ob v gerade 
oder ungerade ist, zu unterscheiden. 
Ist v gerade = 2n, so ergiebt sich zur Differentialgleichung 
ay 1 éy (2m?) 2 
oat 1s  +(1— a JY — ae 


das vollstindige Integral*) 
y= AJ?" + ByYy2n Poms . S02 . 


Aus der Gleichung XV* der fter citirten Abhandlung*) aber 

ergiebt sich 
S$%2n —— g0.2n _ ys, 
folglich 
y = Ad + (B+ =) Yen ? oan, 
4 7 
Demnach muss, damit y fiir z = 0 nicht unendlich werde, B—— . ; 
und damit fiir n =0 y= — = so hervorgehe, A = 0 genommen 
= bi 4 

werden. Man hat demnach 


a 
J sin (2n@—z sin o) doa = — : stn 
* 1 
0 
oder auch 
o 
+J sin (2n@ — zsina) da = — — (S%** + Fs). 
13. Wenn v ungerade =2n-+ | ist, so geniigt der Gleichung 
1 oy (2m-+-1)? 2(2n-+-1) 
r+; 2 08 +(1- —— eC a 


als imines Integral 
y= AJj*™t! 4 BY2nt — 200th) S—L2a+1 | 
oder auch 
y= AJ*™! 4 BY 4 —_ 


Da nun**) 


Gate (1 i Pmt), 


SL2n+1 — gh2ntt —_ (Qy41) Yet 


*) Math, Ann, Bd. IX. p. 427. 
**) Ib. p. 436. 
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ist, so hat man ferner: 
y= AJ 2eti + (B+ +) Yeni +- Gate (1 — si 2n+t), 


Damiit dieser Ausdruck unserem bestimmten Integrale gleich werde, 


muss wieder A =O und B= — 2 sein. Es ergiebt sich demnach 
na 


Lf sin ((2n+1)@ — z¢sin@) da = 


0 


2 
Sas ls (1—sh2nt1) , 


oder auch 


nm 


1 (sin (Qn-1 in w) d -2 705, yn) 
~f sin (( n-+1) o —zsin @) do = — en . 
0 


14. Um besondere Beispiele anzufiihren, wiirde man nach den 
Ergebnissen der beiden vorhergehenden Nummern fiir » = 0 erhalten: 


a 
1 hes ° 2 3 5 
1. f sin (esino) do=* (6-4 7% —+--), 


oder : 

| fin sin 0) do — 2 (1- at"3 - —B9P + —..1) 
+V ge in (2-7) (1 e+ te a) 
—V ae (0—o8) Ge saee t +) 


wo die erstere Entwickelung fiir jeden Werth von z convergent, die 
letztere dagegen semiconvergent ist. 


In &Shnlicher Weise hat man: 


z 
1 ° ° 2 2 z 6 
Lf sin(@ — ¢sin@)da— (1 —s tip to)» 
0 
und 


+ -3)2 .3.5)2 
‘f sin (o—¢sino)do—2(— 4 $e +. = — SASF Tao oP...) 
0 


1 28 


5-8 9(1-3-5-7)2 
+) 2, 00s (e—}2)(1+ 2. aa¥ Tee si = 


cm ! 3 7(1-3-5) 11-(1-3-5-7-9)® = * 
~V & in (e—}2) 82 Tas ear t 1-2-8-4-6-(82)5 — ) 
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15. Das zweite Bessel’sche Integral kann endlich noch in fol- 
gender Weise ausgedriickt werden.. Wenn v keine ganze Zahl ist, 
ergiebt sich 


nm 


. f sin (va — z sin a) da 
§ 
= een —cotg va-J* + ae _ 
- “Sean eT" fed-rds — I fed" de) 
~ tee (J’ fI-dz —J~ f Jaz); 


ist ferner v eine gerade Zahl (= 2n), so hat man: 


nm 

mW ) 9 
Lf sin (2n@ — zsin @) do <= —— Y2 
ad 54 


a : (Y2" f P2"dz ia Je f Y?"dz); 


ist endlich v eine ungerade Zahl (= 2n-+ 1), so ergiebt sich: 


nm 


. =a ‘ 2 2 ye. 
Lf sin ((2% + 1) @ — gsin @) da = tie os Y2e+1 


~ (Y2t fg JH dz — JH fz Y2+1 dz), 


0 


2 
~ (n+ 1)2 


II. Die Fresnel’schen Integrale. 


1. Bekanntlich hat Fresnel das Problem der Beugungserschei- 
nungen sphirischer Wellen auf die beiden Integrale 


J sin ot dv 
2 
Lf cos % ot dv 


zurtickgefiihrt. Setzt man darin ; 


sofort als Integrale Bessel’scher Functionen dar; denn es ergiebt sich 
* durch diese Substitution 


J sin Fodvat f/f 2 sin sds= if stae, 
Jf cs > tdvat [Vt cos sdem if J~h de. 


und 


-v? =z, so stellen sich dieselben 
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ist. 
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ode 


unc 


ist: 


unt 


so 
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2. Nun habe ich in der bereits mehrmals citirten Abhandlung 
gezeigt*), dass ganz allgemein 


/] ad *dz = (u+v—1) zJ*Se-b?-! — 2 Jr gm 


ist. Daraus ergiebt sich im gegenwiirtigen Falle 


fx dz= — : eJ? gibt a eI 2 shh 


potas an — yg tte gt, 


und 


oder, weil 


sa * AS yy 3M es? 


und 
5 gS htm Bot 4 5 gst 
ist: 


i = ” A = ‘ | 


Setzen wir nun 
§ oe ae —4 2 
gay sing, od + _y/ cos 2 
uz uz 


s-t — — 4(1—s"}), 


und 


so haben wir 


fa dz =f (2 sin s(1 _ s*4) —cosz-S” *) 


[ota =) = (2 cos s(1— 84) + sin 8” t) . 


3. Nach den oben (I. 4.) angegebenen Formeln kann man die 
hier vorkommenden Functionen entweder als halbconvergente Reihen 
darstellen, nimlich 


und 


1:3°5 1-3-5-7-9 
(22)! ~=~—S=«SD pe + inate 


%4 1 1-3 1:3:5-7 
8 =2(-- (22)5 —~+--), 


(22)8 





1,4 1 
5 ae ee 





welche nichts anderes sind als die von Cauchy**Y zur Darstellung 
der Fresnel’schen Integrale entwickelten Reihen; oder in conver- 
genter Entwickelung, niimlich 


*) Math. Ann. Bd, IX, p. 442. 
**) Comptes rendus XV. p. 534, 573. 
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‘ee al 1—s*t§_1)/ =. sin(e+42), 


st — svt + fs. cos(s+ 4-2), 


wo die Reihen 





4 er (22)? (22)4 : 
lt eh eee ere +S 


vt maf OR +--+) 





dem Wesen nach mit den Knochenhauer’schen Reihen*) iden- 
tisch sind. 

4. Durch die letzteren ausgedriickt, nehmen unsere Integrale 
(falls wir der etwa hinzugedachten willkiirlichen Constanten den- 
selben Werth beilegen wie oben in Nr. 2.) die folgends Gestalt an: 


Ja dz= fe. (2sin «(1 —s*#)— cos 2 . $4) it, 
Joba = (eonelie ies 8) 1 


Diese Gleichungen zeigen, dass beide Integrale (von der hinzu- 
kommenden Integrationsconstanten abgesehen) fiir == 0 den Werth 
— 1 annehmen, wihrend die oben in Nr. 2. gegebenen Formen mit 
Riicksicht darauf, dass S“” mit wachsendem z dem asymptotischen 
Werthe z“—' sich nihert**), erkennen lassen, dass beide Integrale fiir 
== oo verschwinden. Daraus folgt, dass 


a 


foam 


0 


[rta- 1, 
0 


° . 
Sin 2 
dz 


und 


oder, wie bekannt, 


= bd 


Ve J 


cos Z sy 
=—_—__ dz = / = 
Vz 2 


*) Die Undulationstheorie des Lichts. Berlin 1839. p, 36. 
**) Math. Ann. Bd. IX. p. 440. 
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ist. Hieraus lisst sich mit Leichtigkeit die bekannte Formel 








oder 
Tween 
W? r 
ableiten. 
5. Aus den allgemein fiir die Function S“” giltigen Gleichungen*) 
v 1a, 
a ) aint (u-+v— 1) ge” Se#-l7-1 . 
c (2 S#”) a git” _ gv Se+1.9—1 
02 a u—v+l 


; = . 
gehen, wenn man in der ersten u=1, v = > in der zweiten u—0, 


1 ; . 
v = -— setzt, und auf die Gleichung 


~ 


Se-’ = Sm 
Riicksicht nimmt, fiir den vorliegenden Fall die speciellen Gleichungen 
a(es®4) 1 4 od 
0% = 78 
und 
a(ck st 
alts! ®) = 26! (1 — s°4) 
hervor. 


Indem man von diesen Formeln Gebrauch macht, lisst sich leicht 


darthun, dass die Function a svt der Differentialgleichung 
ay 1 


Oz + y ~ ve 
und die Function F (1 my 4) der Differentialgleichung 
ae ; 
ge ty=— ne 
42 


Gentige leistet. 
6. Um fiir unsere Functionen P st und gf G — # 4) noch 
andere Ausdriicke zu gewinnen, suchen wir der Differentialgleichung 
a 1 
i OY tye 


4 


*) Math, Ann. Bd. IX. p. 4381. 
Mathematische Annalen. XVI. 
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durch ein bestimmtes Integral von der Form 


y= kf eo Udu 
0 


zu geniigen, wo k eine noch zu bestimmende Constante, und U eine 
noch unbekannte Function ist. Die Substitution dieses Ausdrucks in 
obige Gleichung ergiebt die Bedingung 


1 


k few UA +e) du Wr 


0 


und ein Blick auf die Formel 


[Sant 


x 
v 


lehrt, dass dieselbe erfiillt wird, wenn man 


a oe 
Vx 
und 
es a. 
U (i + u?) = Vu ? 
oder 
1 
os “UF we) Vu 


nimmt, Wir haben demnach 
Ps Md iat to 
UVa J OFM Vu 
0 
als particulires Integral der obigen Differentialgleichung. Die Function 


2? s” 4 , welche derselben Gleichung particulir geniigt, muss demnach 
in dem vollstiindigen Integral 


y=Asinz + Beosz+ 7 J TATE 
0 


als specieller Fall, fiir gewisse Werthe der willkiirlichen Constanten 


1 of 
A und B, enthalten sein. Da nun fiir ¢ = 0 einerseits 2* sot / = 


a 


(s. oben Nr. 3.) und andrerseits wegen 


Lk 


ES 
(1+ wu?) Vu V2’ e 


y= B+) 3 


0 
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ist, so muss B = 0 genommen werden; aus dem Umstand, dass bei 


unendlich wachsendem ¢z die Function a svt verschwindet, folgt ferner 
A='0. Man erhilt demnach 


4o%4 1 J edu 
iain Va J (tu Vu 


woraus durch blosses Differentiiren sofort auch 





e“*Vu-dwu x 


J 4 1, 
a?) ot _s 4) — aie +) 





hervorgeht, eine Gleichung, welche man auch direct durch analoge 
Behandlung der zweiten obigen Differentialgleichung (Nr. 5.) hiitte 
finden kénnen. 


Wir erhalten ferner durch wiederholte Differentiation 


D 


at (ets) : a(.t( (1—s” 4)) -$ e “Furdu 
02 — —. — 2S t= ¥ (1+ u®) Vu 


und 


a (.t 5° +) 9 & (.3 (1— s*4)) = 


~ os CE 


_ > g~? — 224 (1~8'4) 


ial f a“ wdu 
Vn. (1+ wu) Vu 


7. Da die hier vorkommenden bestimmten Integrale wesentlich 
positiv sind, so lassen sich aus diesen Gleichungen iiber den Gang 


der Werthe der beiden Functionen zt ght und 223 (1 — st) folgende 


Schliisse ziehen. 


Die Function et s”t ist stets positiv und nimmt (da ihr erster 
Differentialquotient stets negativ ist) mit wachsendem z von dem Werthe 


V3 


9 fiir ¢=0 (s. oben die convergente Entwickelung in Nr. 3.) an- 


gefangen unaufhérlich ab, um fiir = oo zu verschwinden. Denkt 
man sich die Functionswerthe als Ordinaten einer Curve, so schneidet 


*) Es sind dies dieselben Integrale, auf welche Gilbert die Fresnel’schen 
Integrale zuriickgefiihrt hat. Mém. couronnés de l’Acad. de Bruxelles, T. XXXI. 
p. 1. 1862, 


13* 
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diese Curve die Ordinatenaxe in der Héhe y2 


2 
dessen Tangente = — y% 


Abscissenaxe, indem sie dieser stets ihre convexe Seite zuwendet. 


unter einem Winkel, 


ist, und nihert sich dann asymptotisch der 


Die Function 22%(1 _s"t) dagegen ist stets negativ; von dem 
Werthe — /= , der ihr fiir 2 = 0 eigen ist, wiichst sie mit zanehmen- 
dem ¢ bis zu dem Werthe Null fiir z= oo. Die repriisentirende Curve 


beriihrt die Ordinatenaxe in der Tiefe — y* , und erhebt sich von 


da asymptotisch gegen die Abscissenaxe, welcher sie stets ihre convexe 
Seite zukehrt. 
8. Das Integral 


z 


— Z i 0,4 , 
ee da=—y* —- eons - 6°52 + Pains - 9a — 8") 


0 


wird zu einem Maximum oder Minimum, wenn z=—vz ist. Die 
Maxima, fiir ¢ = (2n-+-1)z, sind ausgedriickt durch 


i+ as, 


die Minima, fiir z= 2nz, durch 


/ -— at ght, 


Da 2! 8”? stets positiv und kleiner als V = ist, so kénnen die Maxima 


. n : , eae : 
niemals den Werth 2)/ ; erreichen, und die Minima nie unter Null 


herabsinken. Die Werthe des Integrals sind demnach stets positiv. 
Denken wir uns ihren Gang durch eine Curve dargestellt , so beriihrt 
dieselbe im Anfangspunkt die Abscissenaxe, erhebt sich iiber die Gerade 


y=V Fz 


zu ihrem ersten Maximum, sinkt dann unter diese Gerade herab, u. s. f., 
und nihert sich ihr, indem die Biegungen abwechselnd iiber und unter 
derselben verlaufen, mit wachsendem z asymptotisch. Die Gipfel der 
Maxima und Minima liegen resp. auf den Curven 


ad 


und 
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7 
2 


welche sich von beiden Seiten her derselben Asympstote y=) 


niihern. Diese wird von unserer Curve geschnitten in den Punkten, 
deren Abscissen die Gleichung 


2 

2 (1 s*4) 

erfiillen; mit wachsendem ¢ nahern sich die Wurzelwerthe dieser Glei- 
chung immer mehr denjenigen der Gleichung 


tg 


se=> 


tge = — 22. 
9. Auch das Integral 
ee de=— y% + sin z ght + 2coss-s! (1 — s’?) 


J ve 
0 


bleibt stets positiv, da seine Maxima, ausgedriickt durch f= +eisr4 
fiir z= (4n+ 5 niemals bis zu dem Werth 2 > emporsteigen, die 


» 
Minima, ys -- aight fir z=(4n+3) =, nie bis Null herabgehen 
kénnen. Die reprisentirende Curve beriihrt im Aunfangspunkt die 
Ordinatenaxe, und uihert sich ebenfalls asymptotisch der Geraden 


y =-y* , welche sie in den durch die Gleichung 
a(i—s'#) 
got 
gegebenen Punkten hiniiber- und heriibergehend durchsetzt ; die Wurzeln 


dieser Gleichung nahern sich mit zunehmendem ¢z denjenigen der Glei- 
chung 


tgz = — 


tg = ay 
Die Gipfel der Hebungen und Senkungen liegen auf den niimlichen 
beiden Curven wie diejenigen des ersteren Integrals. 

10. Die Intensitit LZ des gebeugten Lichts ist, von einem con- 
stanten Factor abgesehen, fiir Punkte innerhalb des geometrischen 
Schattens eines einerseits unbegrenzt gedachten, andrerseits geradlinig 
begrenzten dunkeln Schirmes 


9 


ra) v 

. . 

To oe ; 
Lm ( fring xe? dv — sin + xv® dv ) 


0 


DH o 
. ad 2 
—_ tue 
+. cos mv? dv — J cos av’ dv 
0 0 
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oder 

L= i ( [rae —fatas)'+ : (fata: ~ fa bas)’ 
(1 -- > (—cose-2? "4 42sing-st (1 —s*#))_1) 
(1 _ V2 (sin Z- et g”t 4 2coss-st (1— s**))— 1) 
(— cOsZ: sig” 44 Qsins- A(1— s'4))’ 


oa 
>| >| 


al 


+ a (sing-2# s™4 + 2cosz ‘ a (1 —s*4)), 
also endlich 


££ ((és"*) (est —s"4))) 
= 5 ([sts"# 4 ye. cos(2 +) 
4 [2st(1 — svt) _ Vx - sin (: + J) 


- (eye 4S) 


11. Fir eimen Punkt ausserhalb des geometrischen Schattens 
ergiebt sich die Lichtstirke 


2 8 ‘ 
L= in + 2d in + 2dv) 
,= sin > xv idle” sin 5 av de 


0 


+ (feet wae feos’ = dv) 
= ( fobac + fotas) +4 (fa tact far4as) 
2+: (—cose-cts"# + 2sine-4(1—s**))] 


oder 


~ 


1 


us 


oder 











tens 








Usher Beseatthe'Penstiouss. 
L= = ({# gt 2V'x-cos(z + 4 x)} 
+ [24(1— s**) 4 27z.sin(s +42)])) 
= 3 ([ets*! —x- c08(e +4-2)] 
+.[2e8(1 —s**) 4 yx-sin(o++2)]’) 
= ([s!s"4 —27/2-coe(s+12)] 


[those morte) J). 


12, Um den Gang der Lichtstiirke innerhalb des geometrischen 
Schattens kennen zu lernen, bilden wir den ersten und zweiten Dif- 
ferentialquotienten der Function 


-i(¢ sty 4 (ats iY) 


4 ‘ 
uach v(z =< v) und erhalten 
aL _ ,/% alsts*4) 
ov ~~ 5 nm Cz 
sowle 


@L = 2yV2 r a(A s*4) : 


Ov oz 


Da 
a (4 grt 
ale} s*4) — 22% (1 s"4) 
02 
stets negativ ist und erst fiir = oo verschwindet, so kann die Func- 
tion L keine oo und Minima haben, sondern sie nimmt von 
dem Werthe | , den sie bei 2 = 0 besitzt, mit wachsendem ¢ (oder v) 


fortwiihrend ab und n&hert sich asymptotisch der Null. Als Curve 


ale +) fiir ¢—0O den Werth me 


9 
- 


gedacht, schneidet sie, da 





annimmt, die Ordinatenaxe ai einem Winkel von 45°, und wendet, 
da ihr zweiter Differentialquotient stets ane! ist, der Abscissenaxe 
ihre convexe Seite zu. 

13. Ausserhalb des Schattens wird die Lichtstirke durch die 
Function 
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L= =< ([ s*t_o Vx -cos ( + 1) 


+ [as (<4 M4 _2/z-cos(+12))]') 


dargestellt , deren nach v genommene Differentialquotienten analog wie 


vorhin 
oL 2 ) 9; = 
ey Ae (st s*t _ 27x - cos (e +4 n)) 


eL 


pr = 2 Ve &, (cts™t —2y/x- cos (e + 1 2)) 


gefunden werden. Da 


und 





22b (i — s*t) 


stets negativ und dem absoluten Werthe nach kleiner als 2 ist, so 
kann 
@L z 


6 vl, . 2 1 
Pry = > [ze (1 — S b)42 Vx - $ln (< “te Tt x)| 
nur daun verschwinden, wenn 2) sin (e+ i n) positiv und kleiner 


als Vs ist. Dies findet nur statt, entweder wenn z zwischen 
(8n-+2)7 und (8n-+ 3) 7, 
oder wenn z zwischen 


(8n-+4+ 7) und (8n + 8) = 


liegt. Zwischen diesen Werthpaaren liegt jeweils nur ein Wurzelwerth 
aL 

dv 

Werthpaar nur einmal vom Positiven zum Negativen, zwischen dem 

zweiten vom Negativen zum Positiven iibergeht. Dem entsprechend ist 





der Gleichung = 0, indem diese Function zwischen dem ersten 


L 


ov 


—2— 25% (4 s*t_o9 Vx: cos(z + ; n)) 


fiir jene erste Reihe von Wurzelwerthen negativ, fiir die letztere 

positiv, wie man sich unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass 
i 

gt ght 


stets positiv und kleiner als y= ist, leicht tiberzeugen kann. 


» 
- 


Die erste Reihe von Werthen entspricht also den Maximis, die letztere 


den Minimis der Function Z. Da 22h (1~s*?) mit wachsendem < 
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sich der Null nahert, so nihern sich die Wurzelwerthe der Gleichung 


ge = 0 immer mehr denjenigen der Gleichung 


sin (2 + = nt) = 0. 
Wir kénnen daher jene Wurzeln ausdriicken durch 

= (8n+ 3) 7 —9 
und 

a= (8n+7)7+8, 
wo 6 und « positive Gréssen sind, welche sich mit wachsendem z 
(oder n) der Null nihern. Die Differenzen je zweier aufeinanderfolgen- 
den Wurzeln sind abwechselnd grésser und kleiner als 2, niahern sich 
aber mit wachsendem z unaufhérlich diesem Werthe. 


Die Maxima und Minima der Lichtstiirke sind gegeben durch den 
Ausdruck 


9 
- 
? 


1 4 0,4 [5 a i 
Ln = 5 [: s** —?2 Vx. cos (2 += n)| 
aus welchem (da jene Maxima und Minima fiir dieselben Werthe von 
z stattfinden, wie diejenigen der Function aight —2Yx-cos (« -b \x)) 
noch folgende Schliisse gezogen werden kénnen. Da fiir z—=(8n+43)* 


jener Ausdruck 


=i [Ast+eya], also >2, 


4 
so muss jedes Maximum der Lichtstiirke, da es grésser ist als der vor- 


stehende Werth, um so mehr grésser sein als 2, Fiir z= (8n+47) 4 
dagegen wird jener Ausdruck 


_ 
‘tli [sts* all yz| | alo <2: 


demnach sind siimmtliche Minima der Lichtstiirke kleiner als 2. 
Da, fiir dieselben Werthe von z, die Maxima stets kleiner sind als 


ae = 
- [2 s*t42yz| , die Minima aber grésser als 3. [= s°? —2y x| _ 
so kénnen jene niemals bis zur Carve 
1 0, awvil 
yt [asta ove] 


emporragen, und diese nie bis zur Curve 


d a mae 
y= [Ast_2yz] 
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hinabreichen. Erstere Curve senkt sich von ihrer gréssten Hohe 


1 x —-f 9 a ; 
— [V ; +2/z| = 7 +YV 2, welche sie bei z=0 hat, asymptotisch 
gegen die Gerade y=2 herab, letztere steigt von ihrem kleinsten 


Werthe (Vz al 2yz|— _ V2 bei z = 0 ebenso gegen diese 
22 2 4 

Gerade heran. Zwischen diesen beiden Curven, welche iibrigens nicht 
zu einander symmetrisch sind, und von denen nur die letztere mit der 
Curve der Lichtstiirke einen einzigen, zwischen z = 0 und deren erstem 
Maximum gelegenen Durchschnittspunkt besitzt, bleibt die Intensitiits- 
curve, von diesem Durchschnittspunkte an, stets enthalten. 

Aus dem allgemeinen Ausdruck fiir LZ geht weiter noch hervor, 
dass die Lichtstirke sich mit wachsendem z dem Werthe 2 nihert, 


und fiir z—0 den Werth : besitzt. Von diesem Werthe an erhebt 


sich die Intensitiitscurve, indem sie die Ordinatenaxe unter einem Winkel 
von 45° schneidet (weil oe = 1 ist fir ¢=— 0), zuerst iiber die in 
der Héhe 2 zur Abscissenaxe parallel gezogene Gerade, und nahert 
sich ihr asymptotisch, indem ihre Biegungen abwechselnd iiber und 
unter derselben verlaufen, und stets zwischen den beiden oben erwaihn- 
ten Curven eingeschlossen bleiben. 

Durch diese Betrachtungen haben wir somit, ohne zu numerischen 
Auswerthungen zu greifen, ein deutliches Bild von dem Gange der 
Lichtstirke gewonnen. 

14. Die beiden Functionen, welche die Lichtstirke innerhalb und 
ausserhalb des geometrischen Schattens darstellen, gehen an der Schatten- 
grenze stetig in einander iiber, Sie geniigen beide der Differential- 
gleichung 

eL 


>\2 aLy nee 
aot —2) +(x ao) —4evL=0, 





deren vollstindiges Integral 
L= -- (|«ts*4 + Asin (2+ «| 
2 
4. [Z(t ety Asin (z+ «)| ) m 


s= 


ist. 


III. Integral-Sinus und -Cosinus. 
1. Die Iutegrale 


4 © 
sin Z COs 2 
} dz und - dz, 
P Zz zg 
0 2 
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dhe welche bekanntlich Integralsinus und Integralcosinus genannt und mit 
Si(z) und. Ci(z) bezeichnet werden, lassen sich ebenfalls leicht durch 


isch die Function S“” ausdriicken. Es ist namlich zunichst 
sten — fe 
“sin z 4 cosz xz { -+,7-4 
dzg= a fe 2h d fs | J *dze. 
ial y 2 z uw :-/% Z 
icht Nach der oben (II. 2) bereits angefiihrten Formel*) erhalten wir aber 
der sofort - 
tem fe tat ae ——zgig it 2 ig ht 
‘ats- 
und 
ie Z ~~ aes ~ eee 
vor, Je Wrage as tgs bi _ ig ht, 
ert, Da 
hebt ji --gi_ist 
nkel and 
e in 2S— 3 § wae } 44 J" $4 
yor ist, so hat man auch 
ahn- feta tase — or ts ht ert Hs, 
chen also endlich 
» der o ‘ 
j= dz= — oss a 3"* sin ¢- os? 4 
) und und 
utten- “cos 2 dz= = sing: Po s- a COS 2 + P sS- ted ' 
ntial- : 
2. Da**) 
a(t s~ ts 4) _ gg ot 
Oz 
und 
a (st s~ ce bu 1 $-hh 
Oe ~ + 2°S 


ist, so kann man auch schreiben 


[sme ds=— —coss- 5S” 434 sing. a (ct ii #4) 


oz 
os to td oe FS) ces 
=—=-— Slu2- 2°. =~ COS §--—— —o - 


und 





*) Math. Ann, Bd, IX, p. 442. 
**) Ib. p. 431. 
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f= ds= sins. 259° *'3 + cos z- a (et s_#') 


E, Lommet. 


> 02 
pe 
41.-2.4 a(.4 g- 34 a 
a= — 0088-58 Pa sing. ale a ) sing 
Zugleich ist aus den obigen Relationen ersichtlich, dass die beiden 
Functionen ats tt una ts tt resp. Integrale der Differential- 
gleichungen 
e l 
oe de ine F 
und 
a 1 
fa t¥—-2 
sind. 
on ae 
3. Die Functionen stg td und es id lassen sich nun ent- 


weder durch die halbconvergenten Reihen *) 


to 1 1-2 *3-4 
As ret 2 Tt = eile adel 


1-2 


und 





1 ‘ 
4-94 1 1-2-3 1-2-3-4-5 
Z S = 2 — rc ae — r — oh eee 
darstellen, welche fiir grosse Werthe von z zur numerischen Rechnung 
sehr bequem sind, oder durch die convergenten Entwickelungen **) 


= 1 
gig tt = — 6, + (A+logz) sin z + ; cosZ , 
tg ht 6. — (A+ logs) cos 2 + ; sin 2, 


wo 6, und 6, die folgenden unendlichen Reihen 
: rs ; 1 ye. 1 
4=—2—F(i4+5+ptalit+gtgtety—t 
2 1 a! 1 1 1 

= F(i+5)-FUt+gtstyt--: 

und A die Constante des Integrallogarithmus 
A = 0,5772156 - - - 
bedeuten. 
4. Durch diese letzteren Reihen ausgedriickt ergeben sich die un- 

bestimmten Integrale in folgender Gestalt 





sin Z n ; 
J 7 deé =— FZ + 4G, Cos z + 6, sin z, 
‘ 2 


*cosz : 
fit de= At log 2 — 6, sin z + 6, cosz, 


*) Math. Ann. Bd. IX, p. 441. 
**) Ib. p. 438, Gleichung (XVII). 
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wo die ndmliche willkirliche Constante hinzuzudenken ist wie in den 
oben Nr. 1. gegebenen Formeln. 
5. Das unbestimmte Integral 


sf z de 
Zz 


nimmt hiernach (wenn die Integrationsconstante = 0 gesetzt wird) fiir 





¢=( den Werth — * an, und verschwindet fiir z = oo, weil die 


Bare = 
tg bd und as it sich mit wachsendem z resp. den 
Werthen + und a niihern*). Man hat daher 


% 
sin Z 7 
J eeu 2 
0 


Das mit =O anfangende Integral wird ganz allgemein ausgedriickt 
durch 


Functionen 2 


Si(2) -{ me dz = ~— cos z+ stg td _ sing stg tet 
0 


und in convergenter Entwickelung durch 


z 


Si(z) -{ — dz=6, cosz+ 6, sing 
0 
1 3 1 2 
wee. ae 


Ferner ergiebt sich 


D 
* si Fo tf ‘ + 24 
J ome dz = cos e- a S i 2 + sin s-2S 4 


Z 


cd . 
= 3 — 9, cos z 4- 6, sin Z 

n | -# : 
MYERS gy gay ee + 


6. Liisst man das andere Integral von z =z anfangend bis 
== oo gehen, so hat man allgemein 


a) 





Ci(ez) —/ — dom ~ sete ot + oss-e tt ; 
dagegen in anni Entwickelung 
Ci(e) ~ f= dz = — A — logz + 6, sin ¢ — 6, cos z 
ee ae ee 





*) Math, Aun. Bd. IX, p. 440. 
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Die ersteren Formen wurden als ,,allgemein“ bezeichnet, weil sie 
gelten, welchen besonderen Ausdruck man auch den beiden Func- 


tionen ts” bd und as” it geben mag; insbesondere finden sie An- 
wendung, wenn man sich zur Berechnung der oben gegebenen semi- 
convergenten Reihen bedienen will; die letzteren Kormen fiihren, wie 
man sieht, zu den bekannten Reihen zuriick, welche man unmittelbar 
durch Entwickelung des Integranden erhilt. 


7. Die Funetionen ag ht und ag bt kénnen noch durch 


gewisse bestimmte Integrale ausgedriickt werden. Suchen wir nimlich 
der Differentialgleichung 


1 
sa +y= e} 


durch 


2) 


y=k fe-Udu 


0 


zu geniigen, so ergiebt sich die Bedingung 


Ef ec“ (14u) Udu=, 


(* 1 
fondu —— 
0 


(l+w)0U=1, 


welche, da 


ist, durch k = 1 und 


oder 
ais cen. 
— i+uw 
erfiillt wird. Der obigen Differentialgleichung entspricht somit das 
volistindige Integral 


y—Asins + Boome t fF du. 


Damit hieraus das bereits bekannte particulire Integral P Ss” ht 


hervorgehe, muss, weil diese letztere Function = > ist fiir z= 0 


(s. oben Nr. 3.) und fiir ¢ = oo verschwindet, A= B =O sein. Wir 
haben daher 


—4, - es at. ,4 on d 
ag rte Sz ay du, 2s $d J ae , 
0 0 
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alas? 4) = pee a(.ts7 }- +) ok of mee 
Oz =o 1+-u ? Se i+w? 


0 
ar(et Ss” i ) — e“wdu are? sh 4) poe “owe 
_— 2 i+w ’ 1 eee iivetroe ift-uw °* 
0 0 


Da diese Integrale siimmtlich wesentlich positiv sind, so erkennt 





man, dass die Functionen ast) una Ag bt (fiir positive z) stets 
positiv bleiben und mit wachsendem ¢ sich unaufhérlich der Null 
nihern. Die Curve 


aai 
y= 2s bt 
bertihrt die Ordinatenaxe in der Hohe > , die Curve 
y= 2s? $ 


nihert sich ihr mit verschwindendem z asymptotisch. Beide Curven 
wenden der Abscissenaxe ihre convexe Seite zu. 

8. Die Maxima und Minima der Function Si(x) finden statt, 
wenn 


OSi(@) _ sins _o 
02 P ‘ 


ist, also fiir z = na; die Maxima (2 = (2n-+ 1) z) sind gegeben durch 


Si (2)max, = > + ag tt , 
die Minima (¢ = 2n2z) durch 


Si (2) min. — + —_ ag tt . 


Da sts”? * stets positiv und kleiner als = ist, so sieht man, 


dass die Maxima sich niemals bis zum Werthe 2 erheben und die 

Minima (ausser bei ¢ = 0) niemals bis Null herabsinken. Die Curve 
y = Si(z) 

bleibt also in ihrem ganzen Verlaufe zwischen den Geraden y = 0 

und y = a eingeschlossen, und zwar so, dass die Gipfel ihrer Maxima 


und Minima auf den Curven y= > ae as” bt und y = — — si ght 


liegen. Indem sie sich von ihrem kleinsten Minimum 0 (fiir 2 = 0) 
erhebt, verlaufen ihre Biegungen abwechselnd iiber und unter der 


Geraden y = =? welcher sie sich mit wachsendem z asymptotisch 
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nihert. Ihre Durchschnittspunkte mit dieser Geraden werden gegeben 
durch die Wurzelwerthe der Gleichung 


tg s a hs as tt 


welche sich mit wachsendem ¢ denjenigen der Gleichung 


tgz=——z 


nihern. 
9. Die Curve 
y = Ci(z) 
hat ihre Maxima und Minima, da 
0 Ci (x) cos 2 


02 F 
ist, bei ¢ = (2n+ 1) = - Die Minima (fiir z= (4n+1) 7 sind 
ausgedriickt durch — ts” bt die Maxima (fiir z = (4n-+ 3) =) 


durch + 2 ts ba. Erstere sinken hiernach niemals bis — herab, 


9 
° a 4 ° . ° ° 
letztere erheben sich nie tiber 4+ -;-- Die Curve, welche sich mit 


verschwindendem zg der Ordinatenaxe asymptotisch nihert, bleibt, nach- 
dem sie (bei von 0 an wachsendem z) bis zu ihrem ersten Minimum 


(¢= =) unter die Abscissenaxe herabgestiegen ist, von nun an stets 


. 4 ti 4 . . 
zwischen den Geraden y = — - und y= + 3 eingeschlossen, in- 


dem ihre Biegungen abwechselnd diesseits und jenseits der Abscissenaxe 
verlaufen und sich dieser symptotisch nihern. Sie schneidet letztere 
in den Punkten, deren Abscissen z der Gleichung 


) ' } $ 
ae? iy 


geniigen; die Wurzeln dieser Gleichung kommen denjenigen der 
Gleichung 


tg z= 


1 
mit zunehmendem z immer niiher. Die Gipfel der Maxima und Minima 
an 1 a Se 
liegen resp. auf den Curven y = es 44 und y= — 27S 4 


Ende October 1879. 
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Lagenbeziehungen bei ebenen, perspectivischen Dreiecken. 


Von 


L. WepbeEkinD in Karlsruhe. 


Die bekannten, von Desargues aufgedeckten, Eigenschaften 
perspectivisch gelegener, ebener Dreiecke bieten Veranlassung, eine 
Reihe von Lagenbeziehungen zu untersuchen, die an die zugéhérigen 
Gruppirungen gerader Linien gekniipft erscheinen, und die vielleicht 
einige Aufmerksamkeit verdienen, sei es um ihrer selbst willen, oder 
sei es mit Riicksicht auf den Zusammenhang, in welchen sie natur- 
gemass mit der vielumworbenen Lehre von den Pascal’schen Sechs- 
ecken treten. Schon aus der einfachen Ueberlegung, dass sechs Geraden, 
wenn drei ihrer Schnittpuncte in gerader Linie liegen, sich auf vier- 
fache Weise zu riiumlich verschiedenen Paaren perspectivischer Drei- 
seite mit gemeinsamer Perspectivitiitsaxe anordnen lassen*), fliessen 
Bemerkungen, die noch nicht nach dem vollen Umfange der sich aus 
ihnen ergebenden Schlussfolgerungen scheinen gewiirdigt worden zu 
sein. Diese Bemerkungen sind es in erster Linie, welche der vor- 
liegende Aufsatz zum Ausgangspunct nimmt. 

Fiir die Beweisfiihrung stehen die Hiilfsmittel der synthetischen 
wie der analytischen Geometrie zur Wahl. Ich habe mich, obgleich 
sie in dem betretenen Gebiet die minder gebriuchlichen sind, fiir die 


*) Die Ueberlegung ist der Art nach nichts weniger als neu; sie lehnt viel- 
mehr, wie der Augenschein lehrt, unmittelbar an die Steiner’ sche Behandlungs- 
weise der Pascal’schen Sechsecke an. In der That hat auch schon Herr Joerres 
(,,Einige allgemeine Siitze tiber ebene Curven und Fliichen mit Anwendungen 
auf Curven und Flachen zweiter und dritter Ordnung“; Crelle’s Journal Bd. 72, 
p. 327) dieselbe in’s Auge gefasst und ist auf vier der weiter unten behandelten 
sechzehn Kegelschnitte aufmerksam geworden. Und noch in neuester Zeit sind, 
in dualistisch formulirter Fragestellung, analoge Betrachtungen von Herrn V ero- 
nese in einer ausfiihrlichen Abhandlung (,,Nuovi teoremi sull’ Hexagrammum 
mysticum‘; Atti della Reale Accademia dei Lincei; Serie terza. Memorie della 
classe di scienze fisiche, matematiche e naturali, Vol. I. — Roma 1877 -- 
p. 649) fiir den weiteren Ausbau der gedachten Lehre verwerthet worden, 


Mathematische Annalen. XVI. 14 
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Methoden der letzteren entschieden, da die Vortheile und Nachtheile 
beider Disciplinen einander einigermaassen das Gleichgewicht halten 
diirften und demnach individuellem Ermessen ein freierer Spielraum 
gegonnt war. Als ein Nachtheil der analytischen Behandlungsweise 
stellt sich die rasch anwachsende Complication der grundlegenden 
Formeln dar; aber die Zahl dieser Formeln ist nicht allzugross, und 
eine geeignete Leitung der Operationen trigt dazu bei, die Arbeit des 
controlirenden Rechnens erheblich abzukiirzen. Als Vorziige des rech- 
nenden Beweisverfahrens wird man es in Anspruch nehmen kénnen, 
dass bei zweckentsprechender Annahme eines Coordinatensystems die 
Resultate ein hohes Maass von leicht verfolgbarer Symmetrie und damit 
eine grosse Durchsichtigkeit an den Tag legen; sowie, dass der Gang 
der Untersuchung selbst auf eine Reihe von Ausartungsfillen hinweist. 
Will man die Symmetrie der Darstellung opfern, so lisst sich der 
Formelnapparat sehr betriichtlich vereinfachen; und auch dann michte 
also, was man auf der einen Seite preisgiebt, auf der anderen durch 
reichliclien Gewinn wieder eingebracht werden. 


§ 1. 

Hiilfsformel. Identitaten. Substitutionen. Bezeichnungen. 

1. Bedeute, wie bei terniiren Formen iiblich, a, den Ausdruck 
@, 2, + G2, + a@,%,; und seien vier Geraden a, b, c, d durch ihre 
Gleichungen 

a,=0, §B,.=0, »=0, 6,=—0 
gegeben. Die Frage nach der geraden Linie g, welche den Schnitt- 
punct des Geradenpaars a,b mit dem Schnittpunct des Paares c, d 
verbindet, findet ihre Beantwortung in der Gleichung 


(@B), (@B), (a8), 
(v9), (v8). (79)s 
a Ly Xs 


= (Q), 








in welcher (a@ 8), = «6, —a,8,, u. s.f. Durch geeignete Umformungen 
lassen sich dieser Gleichung Gestalten geben, die sich vorkommenden 
Falls dem Zweck wirklicher Ausrechnung bequemer anpassen; man 
findet die gedachten Formen auch durch directe Ueberlegung wie folgt. 

Die vier Proportionalzahlen A, B, C, D mégen so bestimmt worden 
sein, dass vermége ihrer die Gleichung 


A+, +B-B,+C-72+D-0,=0 


identisch erfiillt ist. Alsdann stimmen die beiden Ausdriicke 


A-o,+B-B6., —C-y,—D-3, 
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fiir beliebige Werthe der x, namentlich also auch fiir dasjenige Werth- 
gebiet iiberein, fiir welches der eine und andere verschwindet. Dem- 
nach reprisentirt jede der beiden gleichwerthigen Relationen 


A-a,+ B-p, =0, —C-y,—D-0d,=0 
die fragliche Gleichung der Gerade g, und diese stellt sich also mit 


Riicksicht auf die Bedeutung der Zahlen A, B,C, D in jeder der 
beiden Formen dar: 


| ox Be O O | 00 -»% —d 
| @ By yy Bloke “ap % 9 oe 
r272,3| % By Y2 9, : " pSTs| @ B, yy 9, : : 
a, B, y, 9, | a, B, yz 9 





die sich des weiteren durch Addition verschmelzen lassen zu 





a B wy 9, ‘ 
3| @ By, Y, 9d, 
a B; ys 9; | 


| « Br —y, —Oz 
| 
| 





Fiir den praktischen Gebrauch ist es angezeigt, der Gleichung die 
Gestalt zu geben: 





be. B, 0 0) | at B, O O | a, B, 0 0 
- ! | » 7 
| 9 Oy 4 | | a By, Oo) a, By 7, 9; 
| 6, |” 0 0 ) ‘a? n) a niin 
a, By Po ig V2 % | | a, By Y, 9, 
a, B, v3 9s | @; B, ys 9; | | 0 0 ¥; 9; 


2. Verfiigt man passend tiber die Constanten der Coordinaten- 
bestimmung, so bleiben die Probleme, die zur Behandlung gestellt 
werden, nur von drei willkiirlichen Zahlen, beziehlich also von drei 
Paaren homogener Constanten abhiingig. Eine Anzahl von Formen, 
deren Argumente diese Constanten bilden, und vor allem gewisse 
identische Relationen, die zwischen den betreffenden Formen statt- 
haben, beherrschen die gesammte Fragestellung, insofern sie das Material 
bilden , aus welchem sich an der Hand elementarer Siitze die geome- 
trische Interpretation aufbaut. Es mag daher die Uebersichtlichkeit 
der spiiteren Entwickelungen férdern, wenn dieses Material einstweilen, 
sei es auch zuniichst vollig unvermittelt, nach gesonderten Formel- 
gruppen zusammengetragen wird. 

Die erwihnten Constanten sind im folgenden 


Aye W453 Ags Ha} As, fs 
genannt worden; und es midge 
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A, As | A, A, | | A, A, 
A => A = A ’ 
Hy Us " My by 2 BL Me . 
Ay My p “y | b uy 
— M ’ — M ’ — M. 
Hy A; , Ms A, ° # A, 1 
heissen. Es bestehen alsdann die folgenden Identititen: 
A, —M, M, 
(a) M, A, —M, 
—M, M, A; 
= — (A, Hy) (Ag— te) (43—tt) {(2,-+u,) Ay + (Ag+ 2) M, — (Ass) Ms} =0; 
M, “ng A, A, 
A, M, —A, 
—M, M, A; 
= (A+) (Ay My) (23 us) { (Aye thy) My (Agta) Ag+ (Ag ts) My} = 03 
| M, —A, A, | 
M, A, —M, | 
| —A, A; M, | 
== (A, oy) (Apt) (Ay ty) { (4, + ey) My -(Ag'+ tty) My ++ (3 + ty) Ay f = 0; 
| A, —™, M, 
| A, M,—A, 
Sm A; A, M, 





(Ay Hy) (Ag — th) (Ag — Hy) {(Ay Ett Ay + (Aaa) Ng + (3 + ts) Ag f =O. 


Durch die Gleichungen 











| AH — 
er ee | A, — Uy hy 
A, A, — Us 
"Ay Agds + 2Ay As Wy — Ay Matty Pb Ag ty My Ag tty Me, 
| Ay wy By | 
Mog = W (Ay, My: Any Mos Ag, Hy) = — | Ao Me AQ 
Ay Ay fy | 


= AA, Ag — 2AgAg uy — Ay Mots A Ag Ms Hy Ay Hy Me 


mégen zwei weitere Formen 1,,,, ,., eingefiihrt werden. Mit 1,,, 
gleichzeitig definirt sind dann, unter Kinschluss seiner, 24 neve Formen, 
die aus ihm durch Vertauschungen unter den 4, hervorgehen; es 
sind die folgenden gemeint: 
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a) 23 = P(Ay, M5 Ao, Has As, My), by 3 = P( Ay, Mes Ag, y5 Ay, My), 
Is 42 = PCAs, My5 Ars Uy5 Ay, Me) 5 

Leo 3 = P(t, Ay5 Aas Mos Ags Ms)s by 31 = P (ley dys Ay, bys Ay, oy), 
by yo = P(My, Ag5 Ary M15 Ae, Me)5 

Lis = P(Ay, a3 May 405 Ay, Ms) logy = P(A, Me5 Uy, Ag3 Ay, My), 
Lyt2 = PCAs, Was Mir Ay5 Aes Me); 

Ly oy = (Ay, Hr3 Aas Mes My» Ay), Lost = P(Ay, Ma5 Ay, My3 My Ay), 
Us yy = PAs, tgs Ay, Hy 5 May Ay)5 

Lia PCA; s My 5 Mas A§ bys Ag), Loyt = PCAs Mo§ Myr Ag5 ys Ay), 
Usp PCAs Megs Mas An3 Mey A0)5 

Leo = P(r, Ars Aas Mos sy As), Ly37 = P (Mo, Ag5 Ag, My5 Myr Ay), 
by yy = P(oy, Ay5 Ay s Mas Mos Ay); 

Leas = P(t Ars Mes Avs Any Us), Lys = P(Mos Ao§ My, A335 Ay, ay), 
by ro = P(Uy, A353 Mas Ar5 Aa, Ue) 5 

Ly an P(t, Ay5 Mas Aes Ms, As), lyst P (rs Avs yy As3 My Ay), 


bere P (Uys A335 My, 215 Mey Ay). 


Nach dem niimlichen Vertauschungs- und leicht verstindlichen 
Bezeichnungsprincip bestehen mit ”,,, zugleich 24 Formen 


M1932 Mesiy M3123 Maa. 5 Mas ood tt Mate 
und iihnlich bei allen spiiteren Functionen, von denen noch Gebrauch 
zu machen ist. 
Die Ausdriicke 1,5, ly,;, lgz_ sind nicht von einander verschieden, 
und die 24 Formen / werden deshalb iiberhaupt achtmal zu dreien 
einander gleich, insofern niimlich: 


(b) lioy =las7 =lete, 
lo, = ls3, = lsi25 
Las =hsor= lsta» 
Lo = b3t= lsto ’ 
Lsa= byr= Ista, 
lees = ly, = 4, 2) 
lras _ lo gy rote lsig ’ 
ka= Lai= liz: 
Entsprechende Bemerkungen gelten fiir die Formen n, da jedesmal 


ein m aus dem in den Indices gleichlautenden 7 durch Aenderung der 
Vorzeichen aller drei w hervorgeht. 
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Ausser durch die soeben angefiihrten Gleichungen sind die Formen 
1 unter einander und mit den A, M durch eine grosse Zahl von Rela- 
tionen verbunden. Typen fiir eine erste Gruppe dieser Beziehungen 
liegen vor in: 
(c) lies + leas = 245 (4, +) (Ag+ 2), 
lies — Leas = — 2(A3+- Ms) As. 
Als Beispiele dazu (die bei geeigneten, cyklischen und sonstigen Ver- 


tauschungen unter Mitbenutzung der Gleichungen (b) zu ‘l'age treten) 
moégen angefiihrt werden: 


(c*) biog + Uy = 2m; (Ag+ Me) (A3-+ Uy); 
logy + laggy = 24, (Ap Me) (Ag+ Hy), 
Issa Hb bgp = 24, (Ag+ Me) (43 + 5)5 


biog — lyay = 2 (Ay +4) M,, ? 
Lig, — leggy = — 2 (4, +6,) A, 
lsig — lyyy = 2 (A, +m) Ay. 
Weitere Gruppen stiitzen sich auf die Formeln: 
(d) bios + hay = (41 4+4)) (A, + My) (43+ U3); 
* Lyog — Upaye = (Ay ey) (42 te) (43 — By) - 


Beispiele zu ihnen, die ahnlich wie vorhin zu beschaffen sind, hat 
man in: 


(d*) biog + leary = bogs + last = gio + late 
= (Ay my) (Aa + ey) (Aste); 
(d**) Loy — leas = — (Ay — By) (Ao + te) (Ag+ 43), 
bs, —lesx = (Ay — Uy) (Ag Me) (43+ U3), 
lsig —Uszo = (Ay — Hy) (Ay ty) (Ag+ ts) 5 
(d***) Lage yee = — (Ay) (Ap — te) (43+ Uy), 
leza— as, = (Ay +1) (A2— te) (Ag + 5), 


by ya— bey. = — (Ay) (42 — He) (43 +). 


Definirt man ferner drei Functionen p und drei Functionen r 
durch die Gleichungen: 
Ps =A, Ay Ag by Ay Ag? wy — 2A, Ay hg hy — Ay? My Wy — Ae fy My? Ag Uy Me My 
+ Hy Mo fts”, 
DI Ay A, As? A, A, As Wy — AQ Ag? H, — A, Ay lg? — 2A, Ay Watts A, Mots? 
As Uy Mos, 
DAD, =A, A, Ag? — Ay Ag? ho Ay Ag fy yg — Ag Ay hy eg — Ay eg Mg” Ey a 3 
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gp — Ay2Ag? Ay A,? hy Ag oy Ay? Ag wy? + A, Ay? oy Hs — 4,? hy? Ws 
= 2A, Ag Wy My? Ag Ag My? ty Ay hy Wy? Wy — 2 Ay Wy? yg my? yy, 
TI AY? Ag? fly — Ay? Ag Ay thy — Ay Ag? ty thy E Ag? Ay thy? 2 Ay Ay oy fy? 
— Ay Ag thy? hy — Ag? hy? Mag — Ay fy Wy? ey 2 Ay hy? My hy — Ag Wy? ML? 
ris — Ay Ay? Agu + Ay? Ay hy hy + 2A, Ay Ag My a — Ay? As my? 
— 2A, dy Wy oy A, Agu, Ug? Ag? ty? Why — Ay thy? Mg fg — Ag oy? Wy” 
+ 7 27s, 


und laisst man nach wie vor =... die Function bedeuten, welche aus 


p®, durch Vertauschung von 4,, mw, hervorgeht u. s. f., so besteht, 


giiltig fiir k = 1, 2, 3, die Identitit: 
(e) (Ay — Wy) (Ag — Me) (Ag — fy)? (Ag tg) * ras 
= Niz3 ° Mo3 pls — 33° MHF3 PTs 5 . 


Vertauscht man hierin beispielsweise 4,, uw, und gleichzeitig 4,, uw, 
unter einander, so entsteht: 


(e*) (A, — #4) (Ay — by) (A3 — tg) (Ag es) * rs 3 
= N23 °° Meas * Ps 3 — ea M123 ‘ties : 
Sei endlich 
Ly; = A,? (Ag? As? — Ay? As hg Ay Ag? hy — Ag? wg? + Ay? Wy? + Ay oo Uy” 
— Az wy” wy — My? Uy”) 
Ht Ay hy (AQ? Ag? $21, Ag wy —2 Ay Ag? Wy— Ay? Wy? — Ag? hy? + 2 Ay hy hg” 
—2 Ag Wy hy + My” Uy”) 
Fy? (AF Ag? Ay? Ay wy — Ag Ag? ly — Ag? hy? Ag? thy? — Ay hy hy” 
+ Ag Uy” by lg? ty”), 


so ist 
(f) (Ay hy) (An — the) (A — ty)? + Lyo3 = G25 Divs — fi, ‘PY'as ? 
(Ay — Hy) (Ay— My) (Ag— Mg)? Leggy = Gog +» plas — Hyp - P¥'ss , 
(Ay — Hy) (Ag— Me) (43 — Ug)? > Lary = Gyo; - pias — Hy», - pi'ss , 
vorausgesetzt, dass man unter 
Gy3= Gyy) = Gg, = Gags = Gaga = Gara 


die in den drei Werthepaaren 4, w symmetrische Function versteht: 
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Gy 9g Ay? Ag? Ag? — Ay? Ag? Ag thy — Ay? Ag? Ay thy — Ag? Ag? Ay fy 24,7 Ay As Wy ty 
2A? Ag Ay ty thy 2g? Ay Ay fy hy — Ay? Ay? wy? — Ay? Ag? gy? Ag? Ag? oy? 
Ay? Ay thy fg? Ay? As ? wy A, A? hy Hy? — 8A, AQ As Hy Me Ms 
Ay Ag? hy a? Ay? Ay hy? hy Ay Ag? hy? thy — Ay? oy” hy? — Ay? ay? oy? 
AP wy? My? 2A, Ay ty My fy? + 2A, Ay My fy My? + 2 AQ As Me hy My? 

— Ay Why hy” tg? — Ay thy My? fg? — As beg fy? Meg? Ey? a” Mg”, 
und dass H,,, die Form bedeutet: 
Fyy3 = (Ag? ts”) (Ay? Ag? — Ay? Ay My Ay Ay? hy Ay? ty? — AQ? my? 
BAY Ay by My — Ay My a? Ay ty? hy py? Me”) 
— Ag py (3A,2A2—41,7 A, wy 3A)? wy? —AQ? w,?—4 A, wy wy? 3,7 w,”). 
Um auch der Gleichungsgruppe (f) einige Beispiele zu entnehmen, 
vou denen in der Folge Gebrauch gemacht werden kann, lasse man 


die Indices cyklisch vorriicken und sorge gleichzeitig fiir eine Aenderung 


in der gegenseitigen Anordnung der Gleichungen; so gewinnt man 
unter anderen die Relationen: 


(E*) (Ay — He) (43 — Ms) (44 — #1)? + Ly 25 = Grog, - psi — A, ‘Poss ’ 
(4, — Me) (43 — Hy) (Ay — ty)? > Log, = Grogs ps1 — H,,, - PTs ’ 
(Ay — My) (Ay — Ms) (Ay — 1)? + Lai = Gog, - pit — Ay, - P's 1° 
(£**) (As —3)(4y — #1) (42 — Me)? + Lys = Gere - pss — H3,. - PS'r2 ’ 
(As — ts) (Ay — Hy) (Ag — Me)? + Log, = G2 - pire — By; - Do's 2» 
(As — Us) (Ay — Hy) (Ay — tte)? - Lyn = Gyo Psiz — H;,, p's 2 


2*. Aus den sechs homogenen Constanten «,, a, a; B,, B,, B, 
sei der Ausdruck gebildet: 
Yyo3 = @,7 @, a, — a? a8, — a, &,B, B, + a, a, B, B, — «38,7 B,+B,’ B,B;. 
Losi Mgzo mogen die Formen bedeuten, die aus {,,, durch cyklisches 
Vorriicken der Indices der a, 6 entstehen; und unter Yt sei die Func- 
tion verstanden : 

M = (a; — Bs) (@, a0; — B, BBs). 

Unter diesen Voraussetzungen finden die Identititen statt: 
(g) Vsr2 > % B, — M+ B,(@%, — By) = BBs - X23, 

Ys1o + & B, + M+ a, (a@, — B,) = a, a, - Lys), 

si2 + % Bs @ Bs > Xsi0, 


W552 (Ga, + BBs) + M - By (a, — B,) = a, ary - Lyyy + 5B, - Lo31, 
W512 (G3 @, + By B,) — M-a,(a, — By) = ay By - Ly, + By Bs + Lyr2, 
W542 (@% &, + By B,) — M+ (a, B,— a, fy) = By By - Soy, + My My - Lyo5- 
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3. Als Substitutionen (1) bis (24) sollen die Vertauschungen be- 
zeichnet werden, durch welche das System von zwolf Geraden 
Gy, Aor Myy Mor yg Gos} yz Q23 Ay, O31 Ayo Ai 
beziehlich tibergefiihrt wird in die Anordnungen: 


(1) Gy, Aor Myq Boz yg As} G3 Qxs Ay, O31 Ay Ais 
(2) or Gy, os Aya Mos Aqg3 ng M28 gy 51 Ayo Giz 
(3) Gy Box Ag Ms Ay, Aor} Gs, U Ay2 Aig Aggy Ads 
(4) Ao Ap M03 Ayy Ar Ay 5 Gy, sr Ayy Ai2 Ags Abs 
(5) Gy; Fos My, Aor Ayy Aon}; Gy, Giz Ay G23 Ay A 
(6) As Ay Aor %, oz Ayo5 Ay, Diz Ay Aes Ay, Asi 
(7) Aor Ay, Ay Moe Ay A035 Ao, G23 31 Ay, Giz Ay» 
(8) Ay, Aor Go2 Mpg 0s Aq} yy Meg As Ay, Fiz Ap 
(9) Gy Boz My3 Ms Mor M13 Gin Ay, Giz Qyy Ags Ars 
(10) Boz My 03 Ay Ay, Aor} G31 Ay Aig Gy, Ag Aes 
(11) ox Gos Aor A, Aya Ax} Giz Ay2 Age Gizg M31 As, 
(12) Gos By; yy Aor oz Ayo} Giz Ay yg M33 Asn yy 
(13) Ay Aor Ae Az M3 os} z3 Ay, Ay, M31 Ata Ap 
(14) Ayr Ay, Ayy Box 03 Ags 3 dys Ay, Ay, As iz Ay» 
(15) oe Ayo G3 Ms My, A013 Gy, As. Ae Ayy 3 yy 
(16) Mn Fox Ays Ayy Aor Ay} Gy, As Giz Gy, Aas Gog 
(17) os Mos My Gor Moz A225 Gy2 Ay2 a3 Any gy 1 
(18) Ays Ayy Ar Ayy gy M2} Gig Gy2 ys Ayy sy Ast 
(19) yy Aor Ayy Box os Ag} Giz3 Ay, 31 Ay, yy Arz 
(20) Gr Ay, oz Ayy Ay3 4033 ly Qyy O31 Ay, Ayg* he 
(21) yy Aor os Ayy My, Gor} 51 gy, yy iz ABs yy 
(22) oz Ayy Ax Mos Aor Ay13 Gis, As, Ayn Gye Ays Ayg 
(23) Gos Bog yy Gor op Gee} yp Ata 9 yg 1 yy 
(24) gg G05 or yy oe Ayn} yp Giz 8 yy 1 ys - 


Der Bildung dieser Substitutionen liegt die Forderung zu Grunde, 
die sechs ersten Geraden 


, , , 
Ao Qo1 Qe a2 Q3 Qo3 
auf verschiedene Weisen in die drei Paare 
’ , ‘ad 
Aoi» M015 Ayo, M25 Ao3» 3 


sv zu gruppiren, dass die Elemente dieser Paare sich jedesmal in die 
erste und zweite, in die dritte und vierte und in die fiinfte und sechste 
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Stelle eingereiht finden. Es giebt noch 24 andere Substitutionen, 
welche das gleiche leisten, diejenigen namlich, welche jene sechs 
Geraden in den umgekehrten Folgen an einander reihen, Von ihrer 
Beriicksichtigung ist geflissentlich Abstand genommen worden, da fiir 
die verfolgten Zwecke ihre Zuhiilfenahme nicht vonnéthen ist. 

Wohl aber wird sich Veranlassung nehmen lassen, von denjenigen 
Vertauschungen (a), (6), (vy) Gebrauch zu machen, die, iibergreifend 
in die zweite Grappe von sechs Geraden, die Complexion (1) bezieh- 
lich umsetzen in 


, ’ ’ , , , 

(a) iy, Aor G3, B31 Ayn Ay23 Go, G23 Ago Boz Ay3 Ads 
, , , , , , 

(B) G23 M23 Aya Moz Ayo A125 My, Aor 3, M31 Ang As 
’ , ’ , ’ , 

(y) Aq3 G23 Ag, A3s1 Ags Gos; GM; G1 Aq M2 Ayo Are- 


Jede dieser neuen Anordnungen giebt ihrerseits einer Gruppe von 
24 Substitutionen Raum, die hinsichtlich der jedesmaligen ersten sechs 
Geraden nach dem bereits erwihnten Grundsatz aufzustellen sein wiirde. 

Den geometrischen Vertauschungen (1) bis (24) stellt sich eine 
gleiche Zah] analytischer Substitutionen an die Seite; und zwar erweisen 
sich jenen weiterhin in der nimlichen Reihenfolge die Substitutionen 
als entsprechend, welche die drei Paare von Constanten 4, w nach 
einander gruppiren zu 


(I*) Ay yg py By (13*) Ay my * Hy Ap Ay 


(2°) my Ay. My Ay tg Ay (A*) wy Ay Hp tg As 
(B®) A, Hp Ag yA ty (15*) fy A, As Mg A My 
(4*) fp Ap ty Ay mm Ay (16*) A, mp Ms 45 wy Ay 
(S*) As Hy Ay yy (17*) As Ms Ay My Me Ay 
(6*) ws 45 wy a, ty A, (18*) ms 43) Hy Ay Ay Me 
(7) wp a, Ay yy My (19*) A, wy Ay My Mg As 
(8) ay Hy My A, oes As (20*) my, 4, My A, Ag ts 
(9*) Ay My As gy (21*) Ay Hp My Ag Ay my 
(10) fy A, wy As Ay my (22") wy Ay As yy Ay 
(11*) As my my Ay Ay Me (23*) ws A; 4, My Ay Me 
(12*) ws 4, Ay my My Ay (24*) Ay My Hy Ay My Aye 


Wie man sieht, sind es gerade diese letzteren Vertauschungen, welche 


die Functionen /, n, etc. des Art. 2. zu Systemen von je 24 Formen 
erweitern. 


4. Die Nebeneinanderstellung zweier Geraden ist durchgingig fiir 
die Bezeichnung ihres Schnittpunctes verwandt worden; die Verkniipfung 
zweier auf die Weise entstehenden Symbole durch einen Puncet stellt 
die Verbindungsgerade der betreffenden Schnittpuncte dar. 
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So bedeutet a,,ao. den Schnitt der beiden Geraden ay,, au; 
Gy, Ao, * Ae Qos die Verbindungsgerade der beiden Puncte dy. a3, 
oz Qos; U. 8. f. 


§ 2. 
Lineare Beziehungen. 

1. Sechs gerade Linien ay,, dor, Qo, Gz, G3, os MOgen der ein- 

zigen Bedingung unterworfen sein, dass die drei Schnittpuncte 
Ao, Gory Ay Ao2, Gog os 
auf einer Gerade g, liegen. 

Zu g, ist mit Bezug auf jedes der drei Geradenpaare a),, 4013 
yy, 42} Gg, os ein vierter harmonischer Strahl vorhanden; diese 
Strahlen mégen der Reihe nach g,, g,, g, heissen. 

Das aus den Diagonalen des Vierseits 9)9,9,g, gebildete Dreieck 
werde als Coordinatendreieck gewahlt, und zwar mag 
MoI1* Jr93 Mit =O, JoJo - G39, mit =O, YoGs + 9, GJ. mit Z = 0 
identificirt werden. Ueber die Constanten dieser Coordinatenbestim- 
mung sei so disponirt, dass g, zur Einheitsgerade wurde; mit Riick- 
sicht auf die harmonischen Kigenschaften des vollstiindigen Vierseits 
haben alsdann iiberhaupt die Gleichungen statt: 


Ji %+m+2,=0,~, 
Qi %—%,—2,=0, 
J. i — % + % — 4%, =0, 
93: — %, — t+ %,=0, 
wihrend sich gleichzeitig, bei beliebigen Werthen der betreffenden 
4, w, den urspriinglichen drei Geradenpaaren Gleichungen anweisen 
lassen von der Form: 
yy 2 Aye, Ey Xy + ye, = 0, Aon Mya, + Aa, + Aa, =O; 
Gly t fly @y Ay My Wy Ly = 0, — Ayy : Ay, + Wy% + Ayaty = 0: 
los WX $F My %2 + Ages = 0, — dog: Aga, + 2,2, + My; = 0. 
2. Sechs weitere Geraden seien definirt als 


, , , , , 

Ay; == Ag AW * Foz os » 423 = Ago M3 * Coz Ag3, 
, , , , , 

As, = Ao3 UH * 43 Aor» 31 == Ags Aor * Gos U1 
, , , , , 

yo = Ao, Ao * Aor M2, A12 = Ay, oz * Aor Upo- 


Ihnen kommen die Gleichungen zu: 

G3? Aya, — Mya, + My 2%; = 0, aos: Myx, — Aya, + A,X, = 9, 
ay: Mya, + A,2, —M,a,=90, dy: A,av, +M,x, — Aya, = 9, 
Gy. :— Mya, + Mya + Agvs = 0, diz: — Aya, + Aya, +My 2; = 0. 
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Dabei tritt in der Auswerthung der Gleichungen von a,,, a3; der iiber- 
fliissige Factor (4, —,) (A,-- w,) auf, wie denn thatsiichlich jede der 
beiden Geraden a3, a3 illusorisch wird, sowohl wenn dy., a2 als 
auch wenn dy,, dos in g, zusammenfallen*). Aehnliches wiederholt 
sich bei den Geraden a;,, a3, und bei aj, ais. 

Vermége der Identitiiten (a) in § 1. begegnen einander die drei 
Geraden der vier Tripel 

Gog Uy1y Qa} G23, Bsr, AQ} G93, Myy, Biz} Gog, Asi, Ara 

in je einem Punct. Diese Bemerkung enthilt lediglich die Einkleidung 
des Desargues’schen Satzes, wenn man denselben auf die verschie- 
denen Paare perspectivischer Dreiseite anwendet, die sich aus den sechs 
Geraden @p;, @1, G2, Go, &3, Qos herausgreifen lassen. Ein solches 
Paar bestehf z. B. aus den Dreiseiten ay, Gy. 3, Mor Q2 As} », Weil 
deren Seiten sich paarweise in Puncten einer Gerade (g,) schneiden, 
gehen die Verbindungslinien der drei Paare entsprechender Ecken 
durch einen Punct“; diese Verbindungslinien sind aber a3, @3,, 4»: 
Und so die anderen drei Paare von Dreiseiten, die bei den Gruppirungen 


, , ’ 
G1 M2 re | Gy, M2 Pie Ao Ay2 7 
’ , ? , , ’ , 

Go1 Az As Ao1 Ap. 3 Qo, M2 Mos 
resultiren.**) 


*) Gog, Mg kiénnen wegen der harmonischen Lage zu gy, gp (fiir p= — 42) 
auch in gp coincidiren; dann fallt a,, gleichfalls in diese Gerade, erhilt also eine 
unzweideutig bestimmte Lage; u. s, f. 

**) Herr Veronese beweist in der citirten Abhandlung den Satz (,,'l'eo- 
rema IV.‘‘): Wenn zwei Dreiecke A,B,C,, A,B,C, perspectivisch sind, bilden 
die Schnittpuncte A,, B,, C, der Gerade B,C, mit B,C,, der Gerade C,A, mit 
C,A, und der Gerade A,B, mit A,B, ein Dreieck, welches zu jedem der beiden 
ersteren perspectivisch liegt; die drei Perspectivitiitscentra befinden sich in*ge- 
rader Linie. 

Der Beweis stiitzt sich, wenn alles dualistisch und in die Bezeichnungsweise 
des Textes tibertragen wird — so dass etwa an Stelle der Puncte A,, B,, C, die 
Geraden a; , Gog, ds und an Stelle der Puncte A,, B,, C, die Geraden aj,, a2, 4s 
gesetzt werden — wesentlich auf folgende Ueberlegung: 

Die aus den Geraden a),, a), 4, = G3 @, * 3 4, und den Geraden 
oq Bog, Ay = Gye Ag * Ay Gy; gebildeten Dreiseite sind perspectivisch, insofern 
die drei Geraden 


, , , ’ ’ , — a. ss 
M1 %1 * U2 Fog = M31 4% 31 Fy * Mz Mog = 4y31 %qy My * Sy2 M2 = Jo 


sich in einem Puncte schneiden. Es liegen deshalb die Puncte do, dy, a, @%p » 
@;, a, in gerader Linie, — 

Dieser letztere Satz ist identisch mit der Aussage, dass die drei Geraden 
53 Wy By = My, Ag * 4, Go sich in einem Punct schneiden; und inhaltlich wird 
also, wenn man will, das im Text gesagte bereits durch das Veronese’sche 
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In anderer Form besagt die soeben nachgewiesene Lagenbeziehung, 
dass die Geraden a,,, @33, @3;, @s1, @), Giz die sechs Seiten eines 
vollstindigen Vierecks bilden. 

Wird festgesetzt, dass 

Aik = Ui, Gin = Ai 
sein soll, so stellt sich ausserdem jede der zw6lf Geraden a in doppelter 
Form dar, insofern nunmehr allgemein 
Aik = Ami Omk * Ami mk; Bik = Ami Unk * Ani dmk; 
ik = Ani Unk Ani nk, ik = Ang Ank* Ani One 
statthat, vorausgesetzt, dass ik mm die Zahlen 0 1 23 in irgend 
welcher Folge bedeuten. So ist, wenn man etwa die erste und letzte 
dieser Gleichungen fiir i k m m in der Bedeutung von 0 1 2 3 selbst 
verificiren will, 
yy = Ayo My, * A30A31 = Ayy Gy» + Boz dis, 
weil der Punct a ,@,. nicht von @).a@), und der Punct ajeaie nicht von 
2 Mp, verschieden ist, und weil die Puncte a), a),, aozd), natiirlich 
a, zur Verbindungsgerade haben; und ebenso ist 
Aor = Ayq Asi + M3043, = My Msi * Mos 451, 
weil 
Ao3 31 = Ao3 an, Ag Mg; —_ Gos 01 » 
und weil offenbar 
Qo3 aon + Qos Qo1 = Aor. 
Die Geraden a,,, a3 schneiden sich in dem Punct g,g, und liegen in 
ihm harmonisch zu g,, g,, wie unmittelbar Addition und Subtraction 
ihrer Gleichungen lehren. Entsprechendes gilt fiir das Geradenpaar 
G3,, Gs: mit Bezug auf g,, g, und fiir a,., aig mit Bezug auf g,, g,*). 





Theorem gesetzt. Die Ableitung des Textes scheint aber in ihrer unmittelbaren 
Anlehnung an den Desargues’schen Satz und der Gleichmissigkeit halber, mit 
der sie die verschiedenen Miglichkeiten umfasst, die natiirlichere zu sein; sie 
wiirde fiir den hier in Betracht gezogenen besonderen Fall einfach lauten: 

Die Dreiseite a, dy, G3, @%; Go 43 sind perspectivisch, insofern sie nach 
Voraussetzung g, zur Perspectivitiitsaxe haben; demnach treffen sich die Geraden 
Moe Mog * Bog og = yg, Mog Moy * Ayg Moy = Ay4» Myx Bog * Fy Bog = Aye 

in einem Punct, — 

Uebrigens gilt, was projectivisch von den Dreieckspaaren A, B, C,, A, B, C, 
bewiesen wird, von selber auch fiir jedes der drei Paare A,B,C,, A,B,C,; 
A,B,C,, A,B,C,; A,B,C,, A,B,C,; und der Veronese’sche Satz lasst sich 
darnach vervollstiindigen. Die dualistische Uebertragung der dadurch gewonnenen 
Erweiterung kann dann ihrerseits dazu benutzt werden, als Umbildungen der dem- 
nach insgesammt auftretenden acht Perspectivitiitscentra die Geraden ‘J, I’ des 
Textes in die Untersuchung einzufiihren. 

*) Man michte geneigt sein, um des gleichférmigen Verhaltens der zwilf 
Geraden a, a’ willen die Ausdriicke A, M neben den 4, w als neue Parameter 
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Es ist mithin durch die gewonnene Configuration eine vollkom- 
mene Ebenmissigkeit in dem Auftreten ihrer Elemente geschaffen, die 
namentlich die Perspectivitiitsaxe (und so das Perspectivitaitscentrum) 
volistindig ihrer Sonderstellung entkleidet. Die gefundenen Lagen- 
beziehungen lassen sich in den nachstehenden Satz zusammenfassen : 


Seien, der Voraussetzung perspectivischer Dreiseite gemiiss, sechs 
Geraden 


Gory Bory Gon, oz, Ayg, as 
so gelegen, dass die drei Schnittpuncte ay, dor, A242, A343 Sich in ge- 
rader Linie befinden; sechs Verbindungsgeraden der tibrigen zwolf Schnitt- 
puncte seien durch die Formeln definirt: 


gg = Ayy Ag > BozQys, Ag, = Ayg Ay, * BosAory Ayy = Ay, Aq + Aor Moz, 
a3 = Ayo As . 2p 5 asi = Gio Mor - 3 A015 ais = Gy oe ‘ Ao1 Ayo 
diese wie jene mit der Maassgabe, dass 
Aik = Aki; Gir = Ai. 
Unter i sei eine der Zahlen 0, 1, 2,3 verstanden; i,k bedeute irgend 
eine Variation zu zweien ohne Wiederholung; i, k, m eine ebensolche 


Variation zu dreien und i, k, m,n eine beliebige Permutation der nim- 
lichen Zahlen. 


Wie man dann auch aus ‘ae zwolf gegebenen Geraden drei Ge- 

radenpaare 
Qik, Qik} Aim) Aimy Qin, Gin 
auswiihlen midge, die drei Schnittpuncte 
AikQk, Gim@im, GinGin 

derselben liegen stets uuf einer von vier Geraden g;, und gleichzeitig 
sind die zwilf weiteren Schnittpuncte —_—— auf die sechs tibrigen 
Geraden 


‘ Omn » Gans Ank» nk» km) Bim 
vertheilt. 


Diese letzteren gruppiren sich jedesmal zu den sechs Seiten eines 
vollstiindigen Vierecks, das die drei anderen g zu Verbindungslinien 
seiner Diagonalpuncte hat. 

Eine Gerade a;, enthilt immer die vier Schnittpuncte 


, , , , 
Amidmks GAnidnk, Amidmk, Gnidnk, 
a, immer die vier Puncte 


des Problems einzufiihren. Dann wiirden zwischen diesen Gréssen Bedingungs- 
gleichungen bestehen, von deren geschickter Verwendung die analytische Dar- 
stellung vielleicht Nutzen ziehen kénnte. Ein oberflichlicher Versuch in dieser 
Richtung hat indessen nicht zum Ziel fiihren wollen, und es sind deshalb die 
Entwickelungen des Textes beibehalten worden. 
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’ , 
AmiAmk » AniAnky Gmidmk, Anidnk; 
oder, was auf dasselbe herauskommt: Die Geraden 


Akm, Ami, ik 
und ebenso die Geraden 

Akm » Ani ? Gin 
schneiden sich stets in einem Punct. Puncte der ersteren Art sind in 
der Anzahl 4, solche der letzteren in der Anzahl 12 vorhanden. 

In jedem der sechs Schnittpuncte g;g, begegnen einander die beiden 
Linien ajx, ax; beide bilden in allen Fiillen Strahlenpaare, die mit 
Bezug auf die betreffenden gi, gx harmonisch conjugirt sind, 

3. Der vorstehende Satz liefert die Gesichtspuncte, unter denen aus- 
schliesslich von den in § 1. Art. 3. mitgetheilten Substitutionen Ge- 
brauch zu machen ist. Wie man sieht, kommen nur solche Ver- 
tauschungen zur Anwendung, welche die urspriinglich vorausgesetzte 
Lagenbeziehung von drei Geradenpaaren nach ihrem charakteristischen 
Merkmal — den drei Schnittpuncten in gerader Linie — fortbestehen 
lassen, und welche eben dadurch die Méglichkeit gewihren, an der 
Einzelfigur erkannte Eigenthiimlichkeiten sofort zu symmetrisch um- 
fassenden Siitzen zu erweitern. Betreffs der Art der Verwendung 
mégen an dieser Stelle einige wenige Erérterungen gestattet sein. 

Durch die drei auf g, sich stiitzenden Geradenpaare a, a’, von 
denen die Untersuchung ausging, ist die Lage der iibrigen sechs Ge- 
raden a, a’ vollstandig bedingt. Die Subtitutionen (1) bis (24) sind 
also nur in Riicksicht auf jene ersteren unabhingig; wie denn analoge 
Bemerkungen sich auch zu den Vertauschungen (a), (8), (y) machen 
lassen. Der bequemeren Uebersicht halber schien es angemessen, trotz- 
dem die Wirkung der verschiedenen Substitutionen auf das Gesammt- 
gebiet der zwélf Geraden a, a’ zur Anschauung zu bringen. 

Die Vertauschung (2) lisst die Gerade a,, ungeiindert, insofern 
sie die Geraden dy ., G2; M3, G3 beziehlich ersetzt durch aj2, do», 
03 @y3, SO dass sie an Stelle der Verbindungslinie a,, a), + @o2dos (== 43) 
die von derselben nicht verschiedene Gerade ao2a0s - dy. @y, treten lisst. 
— Bei Anwendung der Vertauschung (a) ist die Gerade a,, durch die 
Gerade a, zu verdringen, weil diese Substitution die Wirkung hat, 
die Elemente der Verbindungslinie a), a3 + 41 @o3(—=43,) zu ersetzen 
durch die Elemente der Gerade ay, @,,. + @01@12(—=y.); u. 8. f. 

Die Gerade g, — als Verbindungslinie der Puncte a),@01, Gy. Qa 
Gy; G3 — behauptet cen simmtlichen Substitutionen (1) bis (24) 
gegeniiber ihren Platz und wird nur durch die Vertauschungen (a), 
(8), (vy) beziehlich in g,, g,, g, verwandelt. Die Reihenfolge der vier 
Geraden 9), 91) 92, gs bleibt ungeiindert bei Anwendung der Sub- 

stitutionen 
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(1), (2) (7), (8)5 (13), (14); (19), (20); 
dagegen lassen die Substitutionen 
(3), (4); (9), (10); (15), (16); (21), (22) 
die Folge 9, 92, 93) 9,3 und lasst jede der Substitutionen 
(5), (6); (11), (12); (17), (18); (23), (24) 
die Folge 9), 93, 9;, J, an Stelle der erstgenannten Anordnung treten. 


Die Seiten x,, 2, % (= Go9; * G29, etc.) des Coordinatendreiecks 
werden mithin durch diese drei Gruppen von Substitutionen je in 


U1, Vy, Lyi Uy, Hy, Ti Ug, My, Ly 
iibergefiihrt: Umsetzungen, die im Sinne von Coordinatenverwandlungen 
als durch Formeln 


’ , , 

% =X, % =, % = 23; 
wo or ” 

i =2, ty = 2%, % ==; 
“er “nr “nr 

a =, % =%, w3 =, 


vermittelt gedacht werden mégen. 

Wo in Folge der Vertauschungen Anzahlen auftreten, die (wie 
das spaterhin beispielsweise mit 16 Schnittpuncten der Geraden / der 
Fall ist) nicht als Divisoren in die Anzahl der urspriinglichen 24 Sub- 
stitutionen aufgehen, ist zu beriicksichtigen, dass diese letzteren in 
Verbindung mit den Operationen (a), (8), (vy) insgesammt 96 Sub- 
stitutionen reprisentiren, die dann nur gruppenweise die betrachtete 
Configuration abindern. 

Die Gleichwerthigkeit der geometrischen Vertauschungen (1) bis 
(24) mit den analytischen Substitutionen (1*) bis (24*) wird unmittel- 
bar an den Gleichungen der Geraden a),, G1, G2, 2, Gy, Gos 
ersichtlich. 

4. Von den 66 Schnittpuncten der 12 Geraden a, a entfallen die 
sechs Puncte a;, aj, in gleichmissiger Vertheilung auf die vier Geraden 
g und 48 andere in die 16 Puncte a,;@%, nia. Es bieten sich 
ihrer also noch zwélf der Untersuchung dar; und zwar sind das die 
simmtlichen Puncte von dem einen oder anderen der Charaktere 


, , , 
Gik Oman » QikAmn, Gk Omn- 


Als Gleichung der Verbindungslinie der beiden unter diesen enthaltenen 


Puncte a(2@31, dos: findet man (iiber die gebrauchte Bezeichnung vegl. 
§ 1. Art. 2.): 


ID = Tyo + by Za + Iy12; = 0 
oder vollstindiger 
M123 * (Ly23%y A dog, %2 + Uy 19%3) = 0. 
Aus der Gerade aq2a@3; - dsai2 laisst die geometrische Vertauschung (3) 
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die Gerade ao3a@i2 + @1@93, und- lisst die Vertauschung (5) die Gerade 
a}; G23 - @o2 4s, hervorgehen. Die jenen parallel laufenden analytischen 
Substitutionen (3*) und (5*) erzeugen aus der Gleichung jener ersteren 
Gerade die Gleichungen dieser letzteren beiden; sie lauten 


Mog * (Uyg4 4" + Ugyg@o” + Ly93 0”) = O 


M19 * (Ign y”  U yy Lo” + Lyg, 2g”) == O. 


Abgesehen von den Factoren n,5,, ”5,, sind aber diese Gleichungen 


identisch mit 
Vyog%y + Iggy Lp + Uy 49%, = 0, 


und 


und die drei Puncte 
Goides, Ao2si, os Ais 
liegen somit auf einer und der niimlichen Gerade 1,. 

Die Factoren 1,5, %3;, %31, die je nach der Art der Berechnung 
von 1, bemerkbar werden, weisen wiederum auf Ausartungsfille hin, 
die in der Lage dieser Gerade eintreten kénnen. Man hat n,,, = 0, 
WeNli M1, 2, Gos sich in einem Puncte schneiden; und 4dhnlich 
M3, = 0, Wenn Ay., dos, Aoi; Und N,, =O, wenn ay3, Au, Aog in je 
einem gemeinsamen Puncte zusammentreffen. Ist nur n,,, = 0, so 
entfallen die Puncte a2 a@3:, @o3@i2 in den gemeinsamen Schnitt von 
Go,» @o2z, 3; und 1, wird zur Verbindungslinie dieses Punctes mit 
41 423. Ist neben ”,., = 0 auch 3, = 0, so coincidiren aos, aig; und 
1, fallt mit beiden zusammen. Verschwinden endlich m,95, m1, 49 
gleichzeitig, so wird unsere Gerade vollig illusorisch, da dann jede 
beliebige gerade Linie die Bedeutung derselben iibernehmen kann. 

Die Substitutionen (1) bis (24) leiten aus der Verbindungslinie 
der Puncte aj2a31, @os@i2 neue Geraden und die Substitutionen (1*) bis 
(24*) aus der zugehérigen Gleichung ,,, - / = 0 neue Gleichungen 
ab, durch welche jene Geraden analytisch individualisirt werden. Dabei 
hat man nach den gemachten Erfahrungen zu gewiirtigen, dass acht- 
mal drei Substitutionen resultiren werden, dic abgesehen von einer 
Aenderung des irrelevanten Factors »,,, immer nu eime neue Gerade 
zu Tage férdern. 

So verwandeln die Substitutionen (7), (9), (11) die Puncte 


, , , 

Ao1 423, oo A31 , 3 Ae 
der Reihe nach in: 

, Ul , 

41 %23, M92Q34, Mos Ayo 
und in die beiden Punctetripel, die aus diesem durch cyklische Ver- 
tauschung hervorgehen. Und gleichwie daher jene drei Puncte auf 
einer Gerade J, liegen, miissen auch diese drei einer gemeinsamen 
Gerade — sie heisse 1,’ — angehéren. Oder analytisch: die Sub- 
15 
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stitutionen (7*), (9*), (11*) verwandeln die Gleichung 2,,, - 72’ = 0 
beziehlich in: 

Mro3* leest + laste +1572%;) ) = 9, 

Mose * (last + Ugo ty” + lyo5% 3") = 0, 

Maro ° Uspety” + bye3%y” + lyg7 23”) = 0; 
und da diese, nach Beseitigung der iiberfliissigen Factoren n;,,, 57, 
M3z7_ zasammenfallen in 

bea 3% + ly37%2 + Igz9%, =O”, 


so enthilt diese Gerade nicht nur das aus aj a1, a3 dig durch (7*) 
entstehende Punctpaar a2 @3,, @3@,,, sondern auch das durch (9*) aus 
jenem zu gewinnende Paar ajs@,), @, 43 (und das Paar ay, a3, does, 
vermoége (11*)). 

Ueberhaupt vertheilen sich die gedachten zwélf Puncte nach folgen- 
dem Schema achtmal zu dreien auf gerade Linien 1, 1’: 


’ , , , , , , , , , 
ly : Gor@23, Go2@3i, G03 @123 l, + @y; 23, Apo 31, Ags A123 
l “ ’ , a hy , , > 

1 * 41493, 423;,, M3425 1 * By, 423, Mo24y;, 03493 

, , P ae , , , . 

1, : @g1 G3, A231, Ag Qo} Ly Gor @y5, Ay2Q31, M3443 
, , , , , , 

Is gy Go5, Ayr 431, Gos A123 Us t Gor dy3, Bo2As, My; Giz. 


Die Gleichungen dieser Geraden sind 


lot Uyos lag Xe tly, =H OSL; 
Lo yay t they, ty + ly, 7t, = 0 = 1; 
ly: Iggy % tly 7% + lyz yt, =O; 
lst Leas theyre +1, 474 =0= 12); 


, 


l Leag%tlegyt. + le zy 23 =0=—/)"; 
L: 
l 


Leostitls grt + lz. % =O”; 
t dpa gM tls, Ql ,7e,=0=—1"'; 
: l, ag%t+liz, Ly + ls 9 tL, = a ye. 
In Gemissheit der Relationen (b) des § 1. hat die Gruppe der 


nicht accentuirten wie die der accentuirten | Gleichungen von der 
generellen Form: 


, 


> 
- 
’ 


l 


3 


Az, + Br, + Cr, = 0, 
Dz, + Cx, + Ba, =0, 
Czr,+ Dz,+ Ax, =0 


’ 


Bu,+ Ax, + Da, =0. 
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Vermége der Identitaéten (c), beziehlich der aus ihnen durch Ver- 
tauschungen zu entnehmenden Formeln, von denen Beispiele in (c*) 
gegeben wurden, ist — a — 0, a’ —0 als Gleichungen der Ge- 
raden a, @ix gesetzt — 


oy + 4 —- 2 (Ag+ 2) (43+ Ms) * ae", 
Ym —f = 2(a, +m) - af 


u. s. f. Somit liegen in allen zwélf Fallen, in welchen zwei Geraden 
l;, i, oder zwei Geraden 1; , I, einander schneiden, dieselben harmonisch 
gegen die Geradenpaare @j;, Ginn} ik) Amn} Giky Amn, Welche gleich- 
zeitig in den betreffenden Schnittpuncten zusammenlaufen. 

Zufolge der Identitiiten (d), - - - (d***) hat man: 


ID) + 12” = (A, t+ Hy) (Ao Me) (43+ 3) (% +2, +25), 

I) — I)’ = — (4,— Hy) (Ag+ Ha) (43 + ty) (@ — Ly — 2), 

i — "= (4, +4,) (A, — M2) (43+ H3)(— 4, +2, —45), 
u. s. w. Die Vervollstindigung dieser Relationen oder auch die zu- 
lissigen geometrischen Vertauschungen, die an irgend eine derselben 


ankniipfen, besagen: die 16 Schnittpuncte der vier Geraden / mit den 
vier Geraden U vertheilen sich auf die vier Geraden g, so dass auf 
Ji hl, 1,1, by ,’, Udy’; 
Mill’, Uh’, bly, yh’; 
Jr = Ugly’, Lyly, hy’, h/5 
9s? Uls, Yl, Lh’, ly 
liegen. 

Sammelt man gegenwirtig, was iiber die Geraden /, I’ auszusagen 
ist, so ergiebt sich: 

Die in den Ausdriicken ajk Qnn, Cik Ginny Uk@nn begriffenen zwilf 
Schnittpuncte der zwilf Geraden a, a’ liegen achtmal zu dreien auf Ge- 
raden 1, UV. Mit der alleinigen Ausnahme, dass die Geraden l,, 
sich in dem Puncte ax Ginn schneiden (k,m,n in der Bedeutung der 
Zahlen 1, 2, 3 bet beliebiger Reihenfolge), treffen die Geraden 1;, |, 
einander stets in dem Puncte aixQnmn, und begegnen sich die Geraden 
li, Lé immer in dem Puncte ajx ann. Ueberall in diesen Puncten liegen 
die Geradenpaare | zu den Geradenpaaren a harmonisch. Die 16 Schnitt- 
punete der Geraden | mit den Geraden l’ liegen viermal zu vieren auf 
den Geraden g, so zwar dass gy die Puncte Il, lly’, l,l, Isl,’ enthailt 
und tibrigens g, jedesmal die Puncte Ili, lily’, linlu’, lal, in sich auf- 
nimmet. 

5. Wie man leicht erkennt, existiren in der durch den letzten 
Satz erweiterten Configuration 24 Paare von Strahlenquadrupeln, die 


15* 
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sechsmal zu vieren vermége der vier Geraden g perspectivisch liegen. 
So ist beispielsweise 


(dor a2 Iy-t)) ZA (aq, G23 Uy’ Uy’), 
und ist g, der perspectivische Durchschnitt beider Biischel; u. s. f. 

6. In derselben Beziehung, in welcher die Geraden / zu den Ge- 
raden a stehen, stehen auch gerade Linien m, die durch die Gleichuag 
M43 Ly Mqq4 Ly + Msy9%, —= O 
und verwandte definirt sind, zu Geraden, die aus den a dadurch her- 


vorgehen, dass man in ihren Gleichungen das Vorzeichen eines jeden 
uw umkehrt. Und da beispielsweise 
A,X, — Uy X, — yx, = 0 
die Gleichung des vierten harmonischen Strahls zu a,, mit Bezug auf 
die Gerade gg, - 929,;(—2,) und diejenige Gerade ist, welche den 
Punct ao, a mit dem Schnitt der beiden Geraden g,g, - 9,9,(= 2»), 
G93 * 9:92(= X) verbindet, so sind die betreffenden Formeln wiederum 
mit geringer Miihe geometrisch interpretabel. Die diesbeziigliche Un- 
tersuchung soll hier indessen nicht weiter fortgefiihrt werden. 
7. Die Verbindungslinie der Puncte a. a,;, aosao hat die Glei- 
chung: 
pe = 0 = pis x, + pisx, + pis zy 
und die Gerade a) 493 - a30@3: demzufolge (Substitution (20) oder (20*)) 
die Gleichung: 
Om Piss % + PT s3% + PTs 3%. 
Die Geraden ay, do; + 421423, GoGo. - @ig@ig haben beziehlich zu. Glei- 
chungen: 
MO 249% mth 2, 
und 2 
179) oo 0 om rast + rf 32, + rs 3%» 
beide nach Beseitigung des iiberfliissigen Factors 4, + my. 
Zufolge der Identitiiten (e), (e*) des § 1. ist aber 


(A, — tt) (49 — Ua) (4,;— ws)” A, + Us) tt) = Ni53%, 03° pe 
(123) 
— n yan 53° Dz 
und gleichzeitig 1 12 
(4, — Wy) (4g— ty) (4g —tg)* (agp ttg) Pe = Myo Mr ay De 
(123) , 


ee — MoM 23°Pe 3 
d. h, die Geraden 


, , , ’ ’ , 
A994, * C2143, M2 Aor * G12 Ais 


gehen beide durch den Schnitt der beiden Geraden 
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Ay Uy * os Mon » 29 aog ’ a30 M1, 
der mit TT),.; bezeichnet sein midge. 

Wegen der zulissigen Vertauschungen spielt der Schnittpunct 
TTo3, der beiden Geraden ay a5, + 4142, 30431 - Gio @ig (die durch die 
Substitution (3) aus den letztgenannten beiden Linien hervorgehen) 
eine ganz ihnliche Rolle wie der Punct TTy,.,. Die Verbindungslinie 
L, der beiden Puncte 1,25, TT,3; hat die Gleichung: 

Ly93%, + Lg3,%_ + L522 = 0, 
und diese Form lehrt — in durchaus ihnlicher Weise, wie es bei der 
Gerade J, und den ihr zur Seite stehenden der Fall war; oder, wenn 
man will, auch direct durch Anschauung der Identitiiten (f), (f*), 
(f**) — dass auch der Schnitt T),,. der beiden Geraden a, ao + do2Qos, 
io Aig * Wyo Ay, auf Ly liegt. Jenachdem LZ, als Verbindungslinie der 
Puncte TTy.3;, Ty3,. oder der Puncte TT)s,., M23, oder aber der Puncte 
TTy:23» TTo23, berechnet wird, sind in der Gleichung derselben der iiber- 
fliissige Factor 
(Ay — y)9 (Ay ty) (Ag — Ha)” (Ag+ eta) (43 — tty)? 

oder Factoren zu unterdriicken, die aus diesem durch cyklisches Vor- 
riicken der Indices entstehen. 

Bringt man allgemein die Substitutionen (1) bis (24) in Anwendung, 
so tiberzeugt man sich von dem Vorhandensein der nachstehenden 
Lagenbeziehungen: 

Die vier Geraden 

HimGik* Unk @nny Gm Qik * AemGeny Cnidmn* GnGiky Unidinn* OriGnks 
in deren Bezeichnung ebenso wie friiher i,k, m,n die Bedeutung irgend 
einer Folge der Indices 0,1, 2,3 haben, schneiden sich jederzeit in einem 
Puncte Wikmn. Dabei ist 

Tlikmn “7 Tha nik, 
und jene Geradenquadrupel und Puncte TT sind daher in der Anzahl 
12 vorhanden. Die drei Puncte 
Tlikmn, Thmsas Tlinkm 
liegen bestindig auf einer Gerade L; und iiberhaupt erweisen sich die 
ewolf Puncte TT als achtmal zu dreien auf acht geraden Linien L 
vertheilt. 

Die nihere Bezeichnung der Geraden L werde so gewahlt, dass 

folgende Gruppirung Geltung hat: 
0? M1232 Moests Mosiz3 Lo? Morse» Moser» Moors 
= TTs102> TTso21 MMs2103 = Ly Moos, Mossy Motos: 
Those» TNis20 TMie0s3 Zo’ = Mso127 M3120, T3205 
3? Meoi32 TMarzor TMegor3 = Ls? Moos, Miso, 


- 


bb 
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Jeder Punct TT erscheint dann nach seinen beiden Bezeichnungs- 
weisen als zwei verschiedenen Geraden Z angehérig, und insgesammt 
erschépfen die Puncte TT die zweimal sechs Schnittpuncte der beiden 
Gruppen von vier Geraden Z und L’. 

Die Gleichungen der Geraden JL, sind 


Dg? Ly 93% + Lg 31 y+ Ly 1 9 % = 9; 
Ly: Lyyyt + Lyy% + Lg, 7% = 9; 
Ly: Lyy yt + Ly yt, + Lg pots = 9; 
Ly: Lyy 3% + Ly3 7% + Ly yet; = 9; 


Lg: Leggy, + Legg yt, + Ley 7%, = 9; 
Ly: Ley 9% + Ly 3 7% + Ly 72%; = 9; 
By Lyyy% + Legs ty + Lg, 7% = 93 
Lyi Dy g3t + Lyy yt, + Ly, 2%; = 9. 

8. Durch die seitherigen Untersuchungen sind die bei _per- 
spectivischen Dreiecken vorkommenden Lagenbeziehungen, so weit sie 
linearen Charakter tragen, zu einem gewissen Abschluss gebracht; 
erschdpft sind sie durch dieselben in keiner Weise (schon darum nicht, 
weil sich in der entwickelten Configuration auf tausende verschiedener 
Arten Systeme dreier Geradenpaare mit drei Schnittpuncten in gerader 
Linie nachweisen lassen, deren jedes sonach genau m der gleichen 
Weise behandelt werden kénnte, wie es oben mit den Geraden ay, bis 
as geschah). Beiliufig, da spiiter nicht auf ihn zuriickgegriffen wer- 
den soll, sei nur folgender Satz erwihnt, der fiir den gemeinsamen 
Schnittpunct von g, mit dem Geradenpaar |,, J,’ ausgesprochen werden 
mag, selbstverstiindlich aber in geeignet modificirter Form fiir alle 
16 Punete Geltung hat, in welchen die Geraden g von Geradenpaaren 
l, U getroffen werden: 

Die drei Punctetripel 

I, M3) Gx M15 93 U2} 

Ly dor, ly Aya, ls Gy33 

Ly’ do, le doz, ls ays 
liegen beziehlich auf drei Geraden P, Q, Q, die einander in dem ge- 
meinsamen Schnitt von gy, l,, 1, begegnen. P begriindet mit g,, 92, 933 
Q mit 1,,1,,1,; Q@ mit 1’, 1,', 1, je ein vollstiindiges Vierseit, dessen 
Diagonallinien im ersten Fall durch die Geraden ads, a3, , a2; im zweiten 
durch ayy, Ago) Uy; und im dritten durch ao,, doz, a3 gebildet werden. Fasst 
man die drei Strahlen g,,1,,1, als Repréisentanten einer bindren cubischen 
Form auf, so bilden die Strahlen P, Q, Q deren cubische Covariante. 
Dieser sowie eine Reihe anderer Satzé lassen sich in denkbar ein- 
fachster Weise verificiren, wenn man ein neues, freilich unsym- 
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metrisches Coordinatensystem zu Grunde legt, von dem in anderer 
Absicht weiter unten noch die Rede sein wird. 

9. Den verschiedenen Specialisirungen, die in den allgemeinen 
Voraussetzungen getroffen werden kénnen, entsprechen ebensoviele be- 
sondere Vorkommnisse, die zum Theil auf bekannte Sitze hinauslaufen. 
Es geniige, auch in dieser Hinsicht nur eines und anderes zu erwahnen, 
und dabei die Schlussfolgerungen lediglich auf das Verhalten der zwilf 
Geraden a, a und etwa der Geraden g auszudebnen. 

Die drei Geraden a,,, G2, @3 modgen sich in einem Puncte A, 
die drei Geraden ao, a2, 3 ebenso in einem Puncte A’ schneiden. 
Die Verbindungslinie dieser Puncte heisse a,.,; in ihr fallen die Ge- 
raden 3, @,) @. zusammen, und zugleich schneiden sich aj3, a3, a2 
in einem Puncte B’ von aj.,, der nebenbei der vierte harmonische 
Punct zu g)@,,, mit Bezug auf A, A’ ist (wie z. B. aus den harmonischen 
Eigenschaften des von den Puncten A, A’, ayo ao2, dy3a03 gebildeten 
vollstiindigen Vierecks sich folgern lisst). Oder, da A, A’ sich als 
Trager perspectivischer Strahlbiischel darstellen, welche g, zum per- 
spectivischen Durchschnitt haben; und da a),, a1} Qo, Ge als zwei 
beliebige Paare entsprechender Strahlen dieser Biischel aufgefasst wer- 
den kénnen: ; 

Bei zwei perspectivisch auf einander bezogenen Strahlbiischeln 
A, A’ geht die Verbindungslinie der beiden weder in die Biischel- 
centren noch in den perspectivischen Durchschnitt entfallenden Schnitt- 
puncte je zweier Paare entsprechender Strahlen stets durch einen festen 
Punct B. Dieser Punct liegt auf der Verbindungslinie der beiden 
Mittelpuncte A, 4’, und ist mit Bezug auf dieselbe der vierte har- 
monische Punct zu dem Punct B, in welchem jene Verbindungsgerade 
von dem perspectivischen Durchschnitt getroffen wird. 

Die in Art. 4. erwihnte Ausartung, bei welcher a),, doz, 433 
oi» Goz, G03} G1, Aoz, Mos sich je in einem Punct schneiden, realisirt 
das Vorkommen perspectivischer Dreiecke, von denen das eine, A, dem 
anderen, A’, umschrieben ist. Die Geraden g,, g,, 93 liefern in diesem 
Falle ein Dreieck A”, das seinerseits dem letzteren von jenen beiden 
eingeschrieben ist und zu ihm vermége derselben Axe und desselben 
Centrums perspectivisch liegt, wie sie fiir A, A’ statthaben, so zwar, 
dass A”, A’ genau in der gleichen Beziehung zu einander stehen, 
wie A’, A; us. f. 


§ 3. 
Kegelschnitte. 


1. Die drei von g, ausgehenden Geradenpaare a, a’ lassen sich, 
entsprechend den vier Zerlegungen in Paare perspectivischer Dreiseite, 
auf vier Arten zu einfachen Sechsseiten ordnen, deren Eckpuncte 
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zufolge des Pascal’schen Theorems auf einer Curve 2' Ordnung 
liegen. Dasselbe Verhalten, welches die entstehenden vier Curven 
gegen g, zeigen, werden aber andere Gruppen von vier Kegelschnitten 
gegen die iibrigen drei Geraden g bkeobachten, und so driingt sich die 
Untersuchung von 16 Kegelschnitten auf, deren jeder durch sechs 
Schnittpuncte der Gesammtheit von zwolf Geraden a, a hindurchgeht. 


Einer dieser Kegelschnitte, K,, enthailt in Gemiissheit der Auf- 
einanderfolge a), doz @y3 41 % 43 der anfinglich genannten Geraden 
die sechs Puncte dy, @2, oz Gx, Gq Gory M1 Ayo, Ayo Mos, 3 My, die 
man unter Abiinderung der Bezeichnung (und Anordnung) auch 
schreiben kann als ao: dig, G01 @13, (02 421, Gz 23, 3 431, Gos a2. Die 
volistiindige Vertheilung der verschiedenen Puncte auf die 16 Kegel- 
schnitte wird aus der nachstehenden Tabelle ersichtlich, die aus K, 
unter Anwendung der Substitutionen (1), (7), (13), (19), sowie der 
Substitutionen («), (8), (y) mebst den innerhalb ihrer mit (1), (7), 
(13), (19) correspondirenden Vertauschungen gewonnen ist: 


° , , , , , , , , , , , , 
K, > Qidiez, Moris, M0241, M2423, o3da1,  Aosdse 
q , , , , , , 
Ky 2 yy 412) % 1 443, F244, Ao2G23, G0gGy,, Gos 32 
K. e , , , , , , 
2 * M142, 401413, Aygo, Mp2 M3 5 A331, 3 Ago 
, , , , , , 
Ky 2 Aidig, dorGyg, Goer, M22, M3434, Ay3 Ago 
we , , , , , , , , ’ , , , 
Ky : 4103, or oz, 31430, 31423, Gi2o2, 12432 
, , , , ’ , , 
Ky 2 94435 A142» F314 39, 3123, GieMy., Ai2Ase 
’ , , , , , , 
K, : 401% 3» AorGoz, %yA3qy 431 M%q3, Ai2Qo2, AizAgo 
, , , , , , , 
Ky 2 Gordos, ArAyny 431430, 3143, AygQyqy yg A0 


> 
; 


6 , , , , , , , , , , , , 
23 493, G23 431, Mo2430, Mo2Mo1, i231, Aizdio 


= 
. 


, , , , , , 
> A233) %_3% 31, 2439, Mo2Mo1, 12%31, i210 


> 


w 
. 


, , , , , , 
> G33, 423431, A230, %M2%1, UM2A31, Mie 


> 
> 


RR 


, , , , , , 
= Gag lo3, 23434, M0230, 2% 1, Ay2%31, 2% 0 


. 2 
K. . , , , , , , , , , , , , 
o * 432, G23 M2, 31 4e1, 43141, AosMo2z, Mosdio 
one , , ’ , , , 
K, + Agg Ayo» Fyg M9, 31%_q1, A31%¢1, Wo3s%., Mosdio 
7 , , , , , , 
Ky: A33Qy2, A2sQv2, 34M, sy 4q4, AosGu2, os Ayo 
Lad , , , , , , 
Ky": 232, 423M, A31421, 431491, A342» Ay3M49- 


Man ersieht hieraus: 


Die zwilf nicht auf g, gelegenen Schnittpuncte der drei Geraden- 


PaATe Ay,, G13 Ao, Gor; Ag, Gos Liegen viermal zu sechsen auf Kegel- 
schnitten. 


Und allgemeiner: 
Die 16 Puncte, in denen sich je drei der zwilf Geraden a, a’ be- 
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gegnen, liegen 16 mal zu sechsen auf Kegelschnitten, insofern némlich 
jederzeit sowohl die sechs Puncte 


Wk Akm y Wik Mn y dim Bink; Aim Saas in Ank y inGnm 
als auch die sechs Puncte 

AizAkm, WkAkny Gin Anky tha tans Gin Ank, Qin Qn m 
je einer Curve der 2%" Ordnung angehiren. 

Durch jeden der 16 Puncte gehen natiirlich sechs Kegelschnitte 
hindurch. Die vier Curven K,, K,’, K,”, K,"" sind die einzigen, die durch 
Punctgruppen der erstgenannten Art hindurchgehen, alle tibrigen ent- 
halten ausschliesslich Puncte der zuletzt erwihnten Gruppen. 

2. Die analytische Behandlung der 16 Kegelschnitte und ihrer 
gegenseitigen Beziehungen erweist sich in dem seitherigen, symmetri- 
schen Coordinatensystem als unverhiiltnissmissig mihsam, wihrend 
sie sich bei geeigneter Abinderung des Fundamentaldreiecks sehr be- 
quem vollzieht. 

Mégen daher weiterhin die Seiten 2,, x,, x, des Coordinaten- 
dreiecks in die Geraden ao, do2, a3 gelegt werden*). Der Gerade g, 
werde die allgemeine Gleichungsform: 


Jo 1 HX, + WX, + OL, = 0 = 9 
zugetheilt. Die Geraden ap,, a), a3 erscheinen dann, bei beliebigen 
Werthen von £,, 6,, B,, in der Gestalt: 
Aq, ? ByX, + OX, + aa, =O = al, 
Ag 2 HX, + By, + a,x; =O = a), 
Ags 3 MX, + HL, + Byx, =O = a. 
Im iibrigen mégen nur noch diejenigen Gleichungen angefiihrt werden, 
von denen unmittelbar Gebrauch zu machen sein wird. Sie sind: 
Ags : a0, + B,t, + Byxzz = 0 = a0”; 
91 (28,—@)) a, + Oye, + a4, =—O—g |; 
l, :(2e,—B,)%,+ B,% + Bra, =O =I) 
AA - A013: B,B,%,+ a, 03,2, a,B,7;,=0=YP. 3 
Lyi hog % A Log1%y  Vg12% = O— LY) , 
(wo tiber die Bedeutung der Coéfficienten der letzten Gleichung, § 1., 
Art. 2* zu vergleichen ist), 


eatin > 
*) Als Gleichungen der Geraden a,,, a9, 4g, setzt man der Homogeneitit 
halber zweckmissig 


(ay— By) a = 0, (eg—fy) = 0, (@3—Bs) % = 0 
an, 
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K, : &, By x,? + @,B, £7 + a; By x5” + (a, 3 + By Bs) Lx; + (3 0,+B; By) 2,2, 
‘ + (ey + B, By) 2, —=O= ROY ; 
K,:@,(@,—B,)x,>  +(a@,—B,)(@, — B;) 773+ B; (@, — B,) x2, 
+ By (a, — B,) #,2,=0= KO ; 
Ky: By(@,—B,)2,?7  —(a,—B,) (@, —B3)%_ 2+ e, (a, — By) xx, 
+ a, (a, — By) #, 2, =O=— RKO” ; 
K,’: B, («, —B,) ,? — a, (@,— By) X_?_ — By (@, — By) %_.%3 + Oy (@, — B,) x3, 
+ (@; By — Hy By) 2, 7, =O=— RKO" . 


Auf Grund dieser Gleichungen verificirt man ohne weiteres die Rela- 
tionen: 

ROP — KP = gg; — KO 4 KO” = QOD, (1, 
wihrend die Benutzung der in § 1., Art. 2* gegebenen Identititen 
uns Kenntniss von der Existenz der Gleichung 

Lgy2 ° ROY — M+ KA = pz - LO) 
verschafft. 

Die drei letztgenannten Gleichungen besagen aber: 

Die Kegelschnitte K,, K, besitzen neben der von vornherein ge- 
gebenen gemeinsamen Sehne aj; auch die Gerade g, als Verbindungs- 
linie zweier gemeinsamen Schnittpuncte; ebenso haben K,, K, neben 
a, noch 7,, und haben K,, K,’ neben a2a% + aio@i3 noch Ly zur ge- 
meinsamen Sehne. 

Jedes dieser Sehnenpaare ist wesentlich reell. Die Natur der 
iibrigen beiden Paare, zu denen jedes der genannten Kegelschnitt- 
systeme noch Veranlassung giebt, wird sich durch die metrischen Zu- 
falligkeiten der Configuration, beziehlich durch die Zahlwerthe der 
Coéfficienten @,, a, @3,B,, B,, By (oder 4,, My, 4, My, 43, M3 in der 
anderen Darstellung) bedingen. Die Betrachtung mag daher hier auf 
die ersteren als die wichtigeren beschrinkt bleiben. 

Unter Anwendung der Vertauschungen, die immer von neem ihr 
Recht geltend machen, entwirft man hinsichtlich der gemeinsamcn 
Sehnenpaare leicht ein Gesammtbild von dem Verhalten der 120 Kegel- 
schnittpaare, die durch die 16 Kegelschnitte der Configuration gesetzt 
sind. Das Ergebniss dieser Vertauschungen ist in der angefiigten 
Tabelle zur Anschauung gebracht. Man entnimmt derselben entweder 
unmittelbar oder in Verbindung mit friiheren Resultaten eine Reihe 
symmetrischer Beziehungen, von den einige ausdriicklich hervorgehoben 

»Wwerden mégen: 

Das reelle Sehnenpaar, welches einem jeden der in den 16 Kegel- 
schnitten K, bis K,’” enthaltenen 120 Kegelschnittpaare zukommt, ist 
dadurch ausgezeichnet, dass es ausnahmslos mindestens eine Sehne dar- 











biete 
verb 
in @ 
der 

den 

scha 
Ger 
sich 
Keg 


pun 
geze 
treff 
dass 
ein 

imn 
in G 
jede 
den 

nim 
and 


schn 
fiir 
welc 
Cur 


eine 
dark 
enty 
spie 
geht 
(a) 

(b) 

(c) 

wen 
Glei 


auf 


(a*) 
(b*) 
(c*) 








iten 


ge- 
ngs- 
2ben 
ge- 


der 
nitt- 
. Zu- 
der 
der 
auf 


n ihr 
aMcn 
egel- 
asetzt 
‘igten 
weder 
Reihe 
hoben 


K egel- 
at, ist 
2 dar- 











Ueber perspectivische Dreiecke. 


235 


bietet, welche zwei wesentlich reelle Schnittpuncte der betreffenden Curven 
verbindet. Die gemeinsamen Sehnen der gedachten Art vertheilen sich 
in ihrer Totalitét genau auf die Gesammtheit der vorhandenen Geraden 
der Configuration: die 48 Geraden, welche sich zwilfmal zu vieren in 
den Punkten 11 schneiden, treten beziehlich je einmal in jener Eigen- 
schaft auf; alle tibrigen — némlich die zwilf Geraden a, a‘, die vier 
Geraden g, die acht Geraden l,l und die acht Geraden L, L' — stellen 
sich je sechsmal als gemeinsame Sehnen fiir verschiedene Paare von 
Kegelschnitten dar. 

Bei den Geraden a, a’ entfallen die sechs Paare von Curvenschnitt- 
puncten jederzeit in die sechs Punctepaare, welche sich aus den aus- 
gezeichneten vier Puncten herausgreifen lassen, deren Triiger das be- 
treffende a oder a’ ist. — Die Geraden L, L’ zeigen die Besonderheit, 
dass auf jeder derselben die sechs Paare von Curvenschnittpuncten in 
ein einziges zusammenfallen, insofern einander auf einem L oder L’' 
immer solche sechs Paare von Kegelschnitten zweifach begegnen, welche 
in gegebenen vier Kegelschnitten enthalten sind. Mit anderen Worten: 
jede Gerade L oder L’ besitet zwei feste Puncte, durch welche vier von 
den 16 Kegelschnitten K, bis K,'” hindurchgehen; jeder dieser leteteren 
nimmt vier jener Puncte auf, von denen zwei auf einem L, die beiden 
anderen auf einem L’ liegen. 

In allen vorgenannten Fallen, in denen eine Gerade sechs Kegel- 
schnittpaaren dadurch zugeordnet erscheint, dass sie gemeinsame Sehne 
fiir jedes dieser Paare ist, bilden die sechs iibrigen gemeinsamen Sehnen, 
welche die sonst noch vorhandenen zwolf Schnittpuncte der betreffenden 
Curvenpaare in sich aufnehmen, die Seiten eines vollstiindigen Vierecks. 

3. Wie bei den linearen Vorkommnissen Erweiterungen auf der 
einen und Specialisirungen auf der anderen Seite sich der Untersuchung 
darboten, so lassen sich aihnliche Bemerkungen auch zu den bisher 
entwickelten Lagenbeziehungen zweiten Grades machen. LEinige Bei- 
spiele mégen das wiederum erliiutern. Was die Erweiterungen an- 
geht, so bestehen unter anderen folgende Gleichungen: 


(a) ROP KAP = 29". gO 4 Bq ory’ . giosy ; 
(b) KO” — KO™ == gS’. gM 4. (02). g 08 ; 
(c) ROP — KD a= QGN' . gO 4 gh’. q(ay’, 
wenn dhnlich wie frither a@° = Odie Gleichung von a, 9 = 0 die 


Gleichung von g, bedeutet, u. s. f. 

Aus jeder der drei Gleichungen erfahren wir, dass sechs Puncte 
auf einem Kegelschnitt liegen, und zwar: 
(a*) die zwei Puncte a, do, ay3 43 und die vier Schnittpuncte von K,, K,; 
(b*) die Puncte aogas:, aosa@ig und die Schnittpuncte von K,, Ky; 
(c*) die beiden Puncte ay; a1, @o2@5, und die Schnitte von K, mit K,. 
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4. Von den Specialfillen, die am Schluss des § 2. hervorgehoben 
wurden, reproducirt und vervielfiltigt der eine die bekannten Eigen- 
schaften von Dreiecken, die einer Curve 2'** Ordnung in den nim- 
lichen drei Puncten um- und eingeschrieben sind. — In dem anderen, 
bei welchem vorausgesetzt wurde, dass die Geraden @»,, @y9, @%3, und 
die Geraden a, a2, a3 sich je in einem Puncte schneiden, besagt 
beispielsweise das Verhalten der Kegelschnitte K,, K,, K, den Satz: 

Sind zwei Puncte dadurch gewonnen, dass man in perspectivischen 
Strahlbiischeln zwei Paare entsprechender Strahlen kreuzweise zum 
Schnitt brachte, so lisst sich durch dieselben-ein System von einfach 
unendlich vielen Kegelschnitten legen, deren jeder ein Paar ent- 
sprechender Strahlen in den Mittelpuncten der beiden Biischel beriihrt. 

Oder auch: 

Jeder Kegelschnitt, welcher entsprechende Strahlen perspectivischer 
Biischel in den beiden Biischelcentren beriihrt und ausserdem durch 
einen festen Punct geht, geht auch durch einen weiteren festen Punct. 
Dieser letztere ist der Schnitt der beiden Strahlen, welche den nach 
jenem ersteren fiihrenden Strahlen beider Biischel entsprechen. 


§ 4. 
Das Pascal’sche Sechseck. 


1. An der vollstiindigen Figur des Pascal’schen Sechsecks, wie 
sie durch Steiner geschaffen und durch eine grosse Zahl spiiterer 
Geometer weiter ausgebildet worden ist*), lassen sich die im vor- 





*) Zur Orientirung in der neueren Literatur iiber den Gegenstand migen 
die nachstehenden Abhandlungen und Werke angezogen sein: 


Bauer, Ueber das Pascal’sche Theorem; Abh. d. Bayr. Akad. d, Wiss. II. Cl. 
Bd. XI. Abth. III. (Miinchen 1874.) 

Cayley, Sur quelques théorémes de la géométrie de position; Crelles Journal 
Bd. 31 p. 213, Bd. 34 p. 270, Bd. 38 p. 97, Bd. 41 p. 66 und p. 84, 

Cayley, A notation of the points and lines in Pascal’s theorem; Quarterly 
Journal of pure and applied mathematics Vol. 9 p. 268. 

Cayley, On Pascal’s Theorem; ebenda p. 348. 

Cremona, ‘Teoremi stereometrici dai quali si deducono le proprieta dell’ 
esagrammo di Pascal; Atti della R. Accad. dei Lincei, Serie terza. Memorie 
della classe di scienze fisiche, matematiche e naturali, Vol. I. — Roma 
1877 — p. 854. 

Grossmann, Ueber eine neue Eigenschaft der Steiner’schen Gegenpuncte des 
Pascal’schen Sechsecks; Crelles Journal, Bd. 58 p. 174. 

Hesse, Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid; Crelles Journal 
Bd. 24 p. 40. 

Hesse, Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der geraden Linie, des Punctes 
und des Kreises in der Ebene (Leipzig 1865), pp. 113—136, 
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stehenden entwickelten Lagenbeziehungen in mannigfachster Weise 
zum- Vorschein bringen. 


Es ist bekannt, dass sechs Puncte einer Curve zweiter Ordnung 
ein System von 60 Pascal’schen Geraden bedingen. Diese Geraden 
schneiden sich nach einem einfachen combinatorischen Gesetz zwanzig- 
mal zu dreien in Steiner’schen Puncten, wihrend sie nach einem 
anderen Gesetz einander 60 mal zu dreien in Kirkman’schen Puncten 
begegnen. Jede Pascal’sche Linie enthilt einen Steiner’schen und 
drei Kirkman’sche Puncte, neben den drei Pascal’schen Puncten, 
als deren Verbindungslinie sie von vornherein definirt ist. Die Anzahl 
der Pascal’schen Puncte betriigt 45. Die Steiner’schen Puncte 
liegen 15 mal zu vieren auf Steiner-Pliicker’schen Geraden, und 
ausserdem liegt je ein Steiner’scher Punct mit drei Kirkman’schen 
Puncten auf einer Cayley-Salmon’schen Gerade. Die 20 Cayley- 
Salmon’schen Linien ihrerseits schneiden sich 15 mal zu vieren in 
Salmon’schen Puncten, 


Bleibt man bei diesen Siitzen stehen, so macht sich also beispiels- 
weise jede Pascal’sche Linie als Triiger von sieben Puncten kennt- 
lich, durch deren jeden noch zwei weitere Geraden, seien es Pascal’- 
sche Linien oder Fundamentalgeraden der urspriinglichen Figur, hin- 
durchgehen. Indem man seine Aufmerksamkeit irgend dreien solcher 


Hesse, Eine Bemerkung zum Pascal’schen Theorem; Crelles Journal Bd. 41 
p. 269. 

Hesse, Ueber die Reciprocitiit der Pascal-Steiner’schen und der Kirkman- 
Cayley-Salmon’schen Sitze von dem Hexagrammum mysticum, Crelles 
Journal Bd, 68 p. 193. 

Kirkman, On the complete hexagon inscribed in a corfic section; Cambridge 
and Dublin mathematical journal Vol. 5 p. 185. 

Pliicker, Ueber ein neues Princip der Geometrie und den Gebrauch allge- 
meiner Symbole und unbestimmter Coéfficienten; Crelles Journal Bd. 5 
p. 268, 

Pliicker, Note sur le théoréme de Pascal; Crelles Journal Bd. 34 p. 337. 

Salmon, A treatise on conic sections (fourth edition, London 1863), p. 230, 
p. 357. ; 

Schréter, Jacob Steiners Vorlesungen tiber synthetische Geometrie, zweiter 
Theil (zweite Auflage, Leipzig 1876), p. 126, p. 159, p. 217. 

von Staudt, Ueber die Steiner’schen Gegenpuncte, welche durch zwei in eine 
Curve zweiter Ordnung beschriebene Dreiecke bestimmt sind; Crelles Journal 
Bd. 62 p. 142. 


Steiner, Théorémes sur lhesagrammum mysticum; Gergonne, Ann. d. math. pur. 


et appl. T. 18 p. 339. 
Steiner, Systematische Entwickelung der Abhiingigkeit geometrischer Gestalten 
von einander (Berlin 1832), p. 150, p. 311. 
Veronese, Nuovi teoremi sull’ Hexagrammum mysticum; die Eingangs citirte 
Abhandlung. 
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Geradenpaare zuwendet, kann man also schon bei jeder Pascal’schen 
Linie die Ergebnisse der vorstehenden Untersuchungen auf (¢) = 35 


verschiedene Weisen zur Anschauung bringen. Jede der 15 Steiner- 
Plicker’schen Geraden und jede der 20 Cayley-Salm6n’schen 
Linien realisirt als Trager von vier Puncten, durch welche drei weitere 


Geraden hindurchgehen, die gewollte Figur auf (5) -3— 108 Weisen. 


Und da jene Figur jedesmal 16 Kegelschnitte mit sich fiihrt, die durch 
je sechs ausgezeichnete Puncte hindurchgehen, so wiirden die genannten 
Gruppen von Geraden das Auftreten von 


16 - {60 - (7) + (15420) -($) - 35} = 94080 


derartigen Kegelschnitten im Gefolge haben, oder besser von 94021, 
da der Fundamentalkegelschnitt sich 60 mal den Pascal’schen Linien 
zuordnet. Zugleich waren innerhalb jedes Systems von 16 zusammen- 
gehérigen Kegelschnitten die Eigenschaften der Schnittpuncte in dem 
erliuterten Umfange bekannt. 

Direct in’s unendliche aber erweitern sich jene Anzahlen, wenn 
man auch noch die merkwiirdigen Entdeckungen zu Rathe zieht, um 
welche Herr Veronese die Theorie des Pascal’schen Sechsecks be- 
reichert hat, und von denen hier namentlich der Satz zu nennen sein 
wiirde, dass zu dem nimlichen System von Steiner’schen und Sal- 
mon’schen Puncten und von Steiner-Pliicker’schen und Cayley- 
Salmon’schen Geraden eines Pascal’ schen Sechsecks stets unendlich 
viele Systeme von 60 Geraden und 60 Puncten gehéren, deren wechsel- 
seitige Beziehungen in dem Verhalten der 60 Pascal’schen Linien 
und 60 Kirkman’schen Puncte ihr Abbild finden. 

Es liegt hier nicht in der Absicht, auch nur der Mehrzahl nach 
die etwaigen Grundtypen fiir diese grosse Mannigfaltigkeit von Lagen- 
beziehungen in’s Auge zu fassen. Doch aber mégen — in ungeregelter 
Auswahl — wenigstens einige der einfacheren Siitze Platz finden, die 
sich in der gedachten Weise ergeben. 

2. Die sechs Puncte des Kegelschnitts mégen mit 1, 2, 3, 4, 5, 6 
bezeichnet sein, die Fundamentalgerade, welche die Puncte 7, k ver- 
bindet, f;, genannt werden und die Pascal’sche Linie, welche einer 
bestimmten Anordnung abecdeh jener Puncte entspricht, pasecaes 
heissen. 

Den Fundamentalkegelschnitt fasse man etwa als Curve K, auf 
und identificire die auf ihm gelegenen Puncte nach einander und be- 
ziehlich in den Reihenfolgen: 

123456, 123465, 132456, 132465 


mit den Puncten dp, doz, G23, M31» G01 Ayo, A403, Ai3Mq,. Das be- 
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deutet je eine Identification von pjo54556, Pso3465 P1g24569 Pigeags Mit der 
Gerade g, unserer Untersuchungen; und beispielsweise der Umstand, 
dass die drei Puncte ay) 430, 3,431, @3@ 32 in gerader Linie liegen, 
lehrt, dass die Verbindungslinien der vier Punctepaare pj4.o55 Lye) 
Pr23654 525 Prssees £35 Pross6s fo23 P1s2350 £26 > P1s2054 £533 Pr42s0s fos» Piseses fon 
sich in dem Pascal’schen Puncte f,, f;, schneiden. Oder allgemeiner: 
Durch jeden Pascal’schen Punct gehen vier Geraden, welche je 
zwei Schnittpuncte von Pascal’schen Linien mit Fundamentalgeraden 
enthalten; und zwar ist in dieser Weise den Geraden, welche 


Pascaeh fern Mit Parencafed, Padcarefee Mit Parneca thas 
Pavacen far Mit Parenacfec,  Pavachefae Mit Padnreac fre 
verbinden, der Punct frafe, zugeordnet. 

3. Die Pascal’schen Linien paseaer, Padched) Paredsea SChneiden 
sich in einem Steiner’schen Punct, der Stgscae, oder Staaeney oder 
auch Starcsea genannt sein mége; die Pascal’schen Geraden pyrcaes, 
Padcbeh» Pabchea SChneiden sich in dem Steiner’schen Punct Stgicaes 
= Stadeven = Stasckea, Aer zu jenem polar conjugirt ist mit Bezug 
auf den Fundamentalkegelschnitt. — Macht man ihnlich wie soeben 
die Linie parcaey zur Gerade gy und liisst a, , G01, Ay, Ao2, yz, os be- 
ziehlich mit far, fae, fer, fier fea foa Zusammenfallen, so hat das zu- 
nichst den Erfolg, die Geraden a.,, a, , @,, mit den drei Pascal’schen 
Linien zur Coincidenz zu bringen, die sich in Staseae, schneiden; die 
Geraden 1,, 1,’ (§ 2. Art. 4.) ergehen als ihren Schnitt den auf parcacs 
selbst gelegenen Steiner’schen Punct. Und wenn man der Bedeutung 
der beiden Punctetripel T9125, Moos: > Tosi2 3 Mots2» Moser» Moors ($2. Art.7.) 
fiir diesen Fall nachgeht, so ergiebt sich: 

Auf den drei Pascal’ schen Linien pascachy Padched) Paresea, Welche 
in dem Steiner’ schen Puncte Starcacn zusammentreffen, liegen, der 
Definition dieser Geraden zufolge, die neun Pascal’ schen Puncte 


favfaes focfers feafnas Ffaahnes laches ferfoas far foes fre feay feo faa} 


die Geraden der sechs Quadrupel 


fee » feafan* ferfaa; fea far * feo fan, feofaa* feafar} 
fai fen fer : fasfer» feofea . faafes ’ feafen ‘ farfea; 
fac favfea , feales, faafer : ferfea, fanfer 2 feo fer 3 
fan, fac foe : frefoes fae fa - frafoe, faalve - frcfoa} 
fo, faelaa ‘foafae, frafac + focfaa, facae + foe fac} 
foar foafae*Fachnay fochre+faefae, foefra* faafhe 


schneiden sich in sechs Puncten T1,, TT,, T,; TT,’, 1T,’, Tl,’ Von diesen 
gehiren die ersteren drei einer Gerade L, an, und liegen die leteteren 
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drei auf einer zweiten Gerade L,’. — Zur Begriindung dieser Rela- 
tionen kann man von jeder der drei Pascal’ schen Linien ausgehen, 
die sich in dem 2u Stascaca conjugirten Steiner’ schen Puncte begegnen. 

4. Man lege wiederum g, in die eine oder andere der Pascal’- 
schen Linien Parcaes, Padcheh, Parcheay Und lasse ay, bis ays jedesmal 
mit den zugehérigen drei Paaren von Fundamentalgeraden zusammen- 
fallen. Das bewirkt unter allen Umstinden, dass die 16 ausgezeich- 
neten Puncte der Configuration, durch deren jeden drei von den zwilf 
Geraden a,a’ gehen (§ 2. Art. 2.), sich auf die sechs Fundamental- 
puncte 1,2,3,4,5,6, den Steiner’schen Punct Sta,.ae, und die 
neun Pascal’schen Puncte vertheilen, die den drei einander in diesem 
Steiner’schen Punct begegnenden Pascal’schen Linien angehdéren. 
Diese 16 Puncte liegen nach einer Anordnung, deren Gesetzmissigkeit 
in die Augen fallt, 16mal zu sechsen auf Kegelschnitten, von denen 
einer die Grundcurve selbst ist. Der Punct St,,.¢-, ist dabei ins- 
besondere derart betheiligt, dass jeder der sechs durch die Systeme 
von fiinf Puncten 


CG, @ feaheas fealeas falfes: 
e¢, @, ferfea, feafas, ferfan; 
@, ©€, Feiler. falher, falas 
d, h, faefre, facfhay faahne 3 
h, 6b, farefec, facfoar frafoe} 
b, d, feefac, feefaa, foafae 


bestimmten Kegelschnitte ihn gleichfalls mit in sich aufnimmt. — 
Die neun anderen Kegelschnitte enthalten je vier Pascal’sche und 
zwei Fundamentalpuncte. 

Nunmebr also hat man im Hinblick auf die vollstindige Figur 
des Pascal’schen Sechsecks, und wenn man die gemeinsamen Sehnen 
der einen Curvengruppe mit in Betracht zieht, den Satz: 

Die 45 Pascal’ schen Puncte liegen 180 mal zu vieren mit zwei 
Fundamentalpuncten auf einem Kegelschnitt. Jedes Paar von Funda- 
mentalpuncten gehirt gleichzeitig zwilf, jeder Pascal’sche Punet 16 
solchen Kegelschnitten an*). 

Jeder der 20 Steiner’schen Puncte liegt gleichzeitig auf sechs 
Kegelschnitten, die je durch drei Pascal’ sche und zwei Fundamental- 


*) Die Existenz dieser 180 Kegelschnitte ist, bei veriinderter Ableitung, als 
ein unmittelbarer Ausfluss der von Herrn Joerres (1. c, Art. 10.) gegebenen Mit- 
theilung in Anspruch zu nehmen und ist unter diesem Gesichtspunct bereits ander- 
weitig ausgesprochen worden. Man vergleiche: I. Graefe, Der Pascal’sche 
Satz; Inaug.-Diss. Bern 1879, wo simmtliche 180 Kegelschnitte einzeln namhaft 
gemacht sind. 
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puncte bestimmt sind. Als gemeinsame Sehnen der 15 Kegelschnittpaare, 
die ‘nach Maassgabe der letzten Regel sich in einem Steiner’ schen 
Puncte begegnen, treten je einmal auf: die sechs Verbindungslinien des 
Steiner’ schen Punctes mit den Fundamentalpuncten; je dreimal: die 
sechs Pascal’ schen Linien, die sich in ihm und beziehlich in dem con- 
jugirten Steiner’ schen Punct schneiden, wnd die beiden Geraden L,, 
L,', wie dieselben in dem vorhergehenden Theorem ermittelt wurden. 

5. In einem Kirkman’schen Puncte Kascae,, welcher der 
Pascal’schen Linie pascaea ,entspricht“, schneiden sich jederzeit die 
drei Pascal’schen Linien pacesady Pceaadsy Peachas; die drei Kirk- 
man’schen Puncte, welche diesen letzteren drei Geraden entsprechen, 
liegen ihrerseits auf paseaer- 

Man verlege gegenwirtig die Geraden ay, , a1, Gy) G2, Gg, Gos in 
die Pascal’schen Linien 


Pabdche, Paedbch, Pabehdcey Pacbhedhy Pabhecdy Padecbhy 


so hat das neuerdings zur Folge, dass g, zur Pascal’schen Linie 
Pavcaen Witd. Die Geraden a3, a,, @,. erweisen sich unter diesen 
Umstiinden vermége Kirkman’scher Puncte, die durch sie verbunden 
werden, als die Pascal’schen Linien 


Pacebhdy Padbdheey Pachddes 
die einander in dem Puncte K,».a-, treffen. Zieht man auch die 
Geraden 23, @3:, @i in Betracht, so mag man den Satz aufstellen: 

Man verbinde den Schnittpunct der beiden Pascal’schen Linien 
Pabehacy Padecss mit dem Schnittpunct der beiden Linien pacseans Pasheca 
durch eine Gerade; ebenso verbinde man den Schnittpunct von parreca; 
Paeascn mit dem Schnittpunct von paaecsr; Pasache Und den Schnitt von 
Pabdche,» Pacbedh mit dem Schnitt von Paedbchy) Pabehdc- Die entstehenden 
drei Verbindungsgeraden bilden beziehlich mit den drei Pascal’ schen 
Linien Paceshd; Padbhcey Pachase ie drei Paare von Gegenseiten eines 
vollstindigen Vierecks. 

Die Geraden 1,, 1,’, 1,, 1,', ly, 1,’ in ihrer Bedeutung als Verbindungs- 
linien der Puncte ay @3,, 3423 der Puncte apea,, ao3 4, U. 8. f. 
besagen : 

Die drei Schnittpuncte der drei Paare von Pascal’schen Linien: 


Pabehdcy Paddhee} Padbhecdy Pachdbey Pabdche, Pacebhd 


und die drei Schnittpuncte der Linienpaare 


Pachedhy Padbhees Padecbhy Pachadde} Paeddchs Pacedrad 
bilden zwei perspectivische Dreiecke, fir welche die Pascal’ sche Linie 
Paseaen und der ihr entsprechende Kirkman’sche Punct Kascaea die 
Bedeutung von Perspectivitiitsaxe und Perspectivititscentrum haben. 


Auf den Seiten jener Dreiecke liegen noch weitere Schnittpuncte von 
Mathematische Annalen. XVI. 16 
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Geraden der Figur, entsprechend dem Umstande, dass auf J, sich 
auch ao, ds schneiden, u. s. f. 
Auch die Lagenbeziehungen, welche die Gesammtheit der Geraden 
L, L’ zum Vorschein bringen, lassen sich an der augenblicklich ge- 
wahlten Figur in tbersichtlicher Weise darlegen. Werde zu grésserer 
Bequemlichkeit das gemeinte Gebilde von der individualisirten Pascal’ - 
schen Linie p,..4,, abhingig gemacht und zur Abkiirzung voriiber- 
gehend etwa gesetzt: 
Pi23456 = Po» 
Pi25613 = Pi» = Pisss26 = P2rr = Pages = Ps» 
Pi32546 = Pa» Pi26531 = Ps» ~—Pis4236 = Po» 
und in entsprechender Weise 
Kio3156 = Ko, 
Kyos63 = Ky,  Kygssee = Ka,  Kyaase5 = Kz, 
Kises05 = Ky,  Kyressy = Ks, Kisazag = Ke. 
Aus der friiheren allgemeinen Untersuchung entnimmt man dann: 


A235 = Pi35261 3, = Pr42635 G2 = Pi36425 > 
G23 = Py P2* Py Ps 131 = Pp Py*PsPe 12 = Ps Py * De Pi; 
ausserdem moége die Bezeichnung eingefiihrt werden: 
42023 = Ais, a3 a3) = A255, 31 Ay: = As, 
wonach A;4, Ass, As¢ beziehlich Puncte der drei Pascal’schen Linien 
(43; 49, @3) sind, welche sich in K, schneiden. 
Die Puncte 
K,, K,, K;, K,, K;, K,. 
sind der Reihe nach mit 


PePo2, Pi Ps. PoPs, PsPs» PsPor Ps Pir 
und die Geraden 
Pir Por Psr Par Por De 
nach einander mit den Verbindungslinien der Punctepaare 
K,, K,; K,, Ky; K,, Ky; K;, K,; K,, Ky; K;, K, 

identisch. 

Die Puncte TT und die Geraden L, L’ des § 2. resultiren darnach 
auf folgendem Wege: 

In einem Kirkman’ schen Puncte — K, in der gewiéhlten Schreib- 
weise — schneiden sich drei Pascal’sche Linien, auf denen beziehlich 
drei Paare von Kirkman’ schen Puncten 


K,, Ky; K,,K;; K;, K, 
liegen. Diesen sechs Puncten entsprechen auf bekannte Art die sechs 
Pascal’ schen Geraden 
Pir Pas Por Ps} Ps Po 
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Man bilde nun folgende Gruppen von geraden Linien: 

(a) die sechs Seiten des einfachen Sechsecks K, K,K,K,K, K,; 

(b) die sechs Geraden, welche den Punct K, mit den Ecken des ein- 
fachen Sechsseits p, po Ps Py P; Po verbinden ; 

(ce) die sechs Geraden 


Pi P2*PsPs> PsPs° Ps Por Ps Poe° Pi Po» 

Pr_Ps*PyPs> PsPs*PoPi, PoP: * PoPs; 
welche die Diagonalen des eben genannten Sechsseits — nach Ausschluss 
der Hauptdiagonalen — darstellen; 
(d) die sechs Geraden, welche beziehlich 


Pop, und p,p, mit Ars; psp, und pp, mit Ass; pyp, und p,p, mit As 
verbinden; 
(e) die zwilf Linien, die sich beziehlich zu je vieren 
von jedem der Puncte K,, K, nach jedem der Puncte Az;, As, 
” ” ” ” K,, K; ” ” ” ” As., Ai, 
” ” ” ” K;, K, ” ” ” ” Aina, Ag,5 
ziehen lassen; 
(f) die zwilf Geraden, die der Reihe nach zu je zweien 
den Punct K, mit jedem der Puncte p,p,, p4 Ps, 


” ” K, ” ” ” ” Ps Pe» Ps Py 
” ” K, ” ” ” ” De Pis Po Ps» 
” ” K, ” ” ” ” P, Po, Py Po» 
” ” 5 » ” ” ” Po Ps» P2oPi) 


; ” ” K, ” ” ” ” Ps Pas Ps Pr 
verbinden, 


Die so gewonnenen 48 Geraden schneiden sich zwilfmal zu vieren 
in zwolf Puncten, die threrseits achtmal zu dreien auf acht geraden 
Linien vertheilt liegen. Die zwilf Puncte sind insonderheit so definirt, 
dass sechs derselben je eine Gerade der Gruppe (a) und der Gruppe (c) 
und je zwet Geraden der Gruppe (e) in sich aufnehmen, wdahrend die 
sechs anderen je eine Gerade der Gruppe (b) und der Gruppe (d) und 
je zwei Geraden der Gruppe (f) enthalten. 

Was in dem vorstehenden Satze die Auszeichnung der Pascal’- 
schen Linie p, oder vollstiindiger p,.5,,, zu Tage forderte, wiederholt 
sich natiirlich in analoger Weise fiir jede andere Pascal’sche Linie, 
und der Gesammtinhalt der entsprechenden Ergebnisse wiirde sich un- 
schwer formuliren lassen. Zugleich wiirde man sich damit wieder 
auch fiir diese Seite des Problems in den Besitz der vollendeten Sym- 
metrie setzen, die alle auf das Pascal’sche Sechseck beziiglichen 
Siitze charakterisirt. 


16* 


; 
’ 
’ 
‘ 
r 


244 L. Wepexinp. Ueber perspectivische Dreiecke. 


6. Wenn auf die Vorbedingungen, welche dem letzten Satze zu 
Grunde liegen, unter Beibehaltung der dort angenommenen Bezeich- 
nungen, die Lagenverhiiltnisse der Kegelschnitte K, bis K, angewandt 
werden, so erfiihrt man vermége der Curve K,: 

Die sechs Puncte 


Pi Por P2Ps, PsP4> PaPsr PsPor PoP: 
liegen auf einem Kegelschnitt. Oder vollstindiger: 

Die drei Paare Pascal’ scher Linien, welche drei auf einer anderen 
Pascal’ schen Linie gelegene Kirkman’ sche Puncte zu Schnittpuncten 
haben, begegnen einander noch in sechs Kirkman’ schen und in sechs 
einfachen Schnittpuncten. Diese letzteren sechs liegen jederzeit auf einem 
Kegelschnitt; und es sind mithin 60 solcher Kegelschnitte vorhanden. 

Die Curven K,, K,, K, der alten Bezeichnung besagen: 

Die sechs Puncte 


K,, K,, K,, X;, Pi Por PsPs> 
ebenso die sechs Puncte 


K,, K;, K;, Ky, pops Ps Po» 
und gleicherweise die sechs Puncte 


K;, K,, Ky, Ky, pypy, PoP 
liegen je auf einem Kegelschnitt. Ueberhaupt also: 

Die Kirkman’ schen Puncte liegen 180 mal zu vieren mit zwei 
einfachen Schnittpuncten Pascal’ scher Linien auf einer Curve zweiter 
Ordnung. 

7. Ein letzter Satz (der allerdings implicite schon wie die beiden 
vorhergehenden Theoreme durch eine generelle Bemerkung des Art. 1. 
erledigt ist) mége die 20 Cayley-Salmon’schen Geraden zum Aus- 
gangspunct nehmen. Diese Linien sind dadurch definirt, dass jede 
derselben solche drei Kirkman’sche Puncte enthalt, welche drei 
Pascal’schen Linien, die sich in einem Steiner’ schen Punct schneiden, 
entsprechen. Indem man auf die verschiedenen méglichen Weisen drei 
Paare Pascal’scher Linien auswiihlt, die sich in drei derartigen Kirk - 
man’schen Puncten schneiden, um auch auf die Schnitte dieser Linien 
die Eigenschaften der Curven K, bis K, anzuwenden, gewinnt man 
Einsicht in nachstehende Beziehung: 

Von den drei auf einer Cayley-Salmon’-schen Gerade gelegenen 
Kirkman’ schen Puncten gehen neun Pascal’ sche Linien aus, die sich 
ausser auf jener Gerade noch in 27 Puncten schneiden. Diese 27 Puncte 
liegen in jedem Fall 108 mal zu sechsen auf einem Kegelschnitt. 


Karlsruhe, den 5. November 1879. 
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Tabelle der reellen Sehnenpaare 


zu den aus den Curven K, bis Kj’ zu bildenden 120 Systemen 
von zwei Kegelschnitten. 


(Wedekind, Lagenbeziehungen bei ebenen, perspectivischen Dreiecken.) 
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Note tiber aussergewoéhnliche Specialgruppen auf algebraischen 
Curven. 


Von 


L. Kraus in Miinchen. 


Die Herren Brill und Néther*) haben bekanntlich zuerst Special- 
gruppen auf allgemeinen algebraischen Curven in eingehender Weise 
studirt und auch erwihnt, dass auf speciellen algebraischen Curven 
aussergewOhnliche Specialgruppen existiren kénnen. Durch Herrn 
Brill veranlasst, habe ich mich mit gewissen, gleich naiher zu charakte- 
risirenden aussergewObnlichen Specialgruppen beschiiftigt und theile in 
dieser vorliufigen Note die Resultate mit, zu denen ich bislang ge- 
kommen bin. 

Um mich kiirzer auszudriicken, bezeichne ich eine, eine gegebene 
algebraische Gruudeurve C, vom Geschlechte p in (p—1) Punkten 
beriihrende Curve g mit grossem Buchstaben ; dann sind jene 
speciellen Curven, welche die zu betrachtenden aussergewohnlichen 
Specialgruppen besitzen, dadurch ausgezeichnet, dass sie ein- oder mehr- 
fach unendlich viele ®-Curven besitzen. Die aussergewohnlichen Special- 
gruppen selbst sind dann die ein- oder mehrfach unendlich vielen Punkt- 
gruppen von je (y—1) Punkten, in denen die Grundcurve von jeder 
der ®-Curven beriihrt wird. 

Das Auftreten von solchen unendlich vielen ®-Curven ist durch 
das Verschwinden von geraden oder ungeraden Thetafunctionen und 
ihrer Derivirten fiir die Nullwerthe der Argumente bedingt. Und zwar 
hat Herr Weber**) nachgewiesen : 

Verschwindet eine gerade oder ungerade Thetafunction mit ihren 
sémmtlichen Derivirten bis zur (m—1)'* Ordnung einschliesslich, aber 
nicht simmtlichen Derivirten der m'*" Ordnung, so existirt ein co” 
lineares System von Abel’schen Functionen, oder nach der friiheren 


*) Brill u. Néther: ,,Ueber die algebraischen Functionen und ihre An- 
wendung in der Geometrie.““ Math. Annalen Bd. VII. 

**) Weber: ,,Ueber gewisse in der Theorie der Abel’schen Functionen auf- 
tretende Ausnahmefalle.« Math, Annalen Bd. XIII. 
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Bezeichnung: es hat die Grundcurve ein co™—! System von -Curven. 
Der Satz ist auch umkehrbar. Die Function @ ist mit m gerade oder 
ungerade. 

Aus den Weber’schen Untersuchungen geht auch der fiir das 
Spiitere so wichtige Satz hervor: 

Die (2p—2) Beriihrungspunkte zweier -Curven eines Systems 
von ein- oder mehrfach unendlichen vielen ®-Curven liegen in einer 
Curve gm, oder: Durch die (p — 1) Beriihrungspunkte einer %-Curve, 
die einem co™—! System von ®-Curven angehirt, geht eine oo0”—', lineare 
Schaar von Curven 9. 

Auf diesen Satz gestiitzt, stelle ich in § 1. die Normalform von 
Curven mit einem oo”-' System von ®-Curven auf: an weitere Unter- 
suchungen Weber's 1. c. ankniipfend, untersuche ich in § 2. die 
quadratischen Relationen, welche zwischeu den @ stattfinden und 
discutire auf Grund dessen in § 3. die besonderen Fiille p = 3, 4, 5. 
Die Discussion wird sich dabei auf das simultane Auftreten mehrerer 
Systeme von unendlich vielen -Curven beziehen, so zwar, dass alle 
mdglichen Fille erschépft sind. 

Ich muss hier zum Schlusse auf die neuerdings erschienene Arbeit 
Christoffel’s aufmerksam machen: Ueber die kanonische Form der 
Riemann’schen Integranden erster Gattung, Aunnali di Matematica, 
ser. 2, t. IX. Sicher gehéren die dort behandelten Probleme mit den 
hier in Angriff genommenen Fragen aufs Engste zusammen. Aber 
im Einzelnen herrscht doch zwischen Hrn. Christoffel’s Auffassung 
und der meinigen eine solche Verschiedenartigkeit, dass ich in dieser 
vorlaufigen Mittheilung noch nicht darauf eingegangen bin, seine Re- 
sultate und die hier erhaltenen zu vergleichen. 


§ 1. 
Eine allgemeine Normalform fiir Curven mit oo”-! -Curven. 


Es wird sich zeigen, dass solche Curven stets eindeutig so trans- 
formirt werden kinnen, dass alle -Curven oder ein Theil derselben 
(fiir m > 3) zerfallen. Dabei soll von dem hyperelliptischen Falle, so- 
fern m > 2 ist, .abgesehen sein. 

1. Es sei m= 2: 

Durch die (p—1) Beriihrungspunkte einer -Curve geht ein 
Biischel von Curven g. Nun transformire man die Grundcurve n'* 
Ordnung eindeutig unter Beniitzung eines Netzes von adjungirten C,_2 
als Transformationscurven. Die C,_: sollen die (p—1) Berihrungs- 
punkte einer -Curve und (m — 3) Schnittpunkte einer Geraden mit 
der Grundcurve gemein haben. Dann geht die Grundcurve in eine 
Curve (p-+2)'* Ordnung mit $p(p—1) Doppelpunkten, von denen 
aber 3 in einen dreifachen Punkt zusammenriicken, tiber. 
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Die Geraden durch diesen dreifachen Punkt schneiden die C,4» 
in Gruppen von (p—1) Punkten, entsprechend denen von (p— 1) 
Schnittpunkten der C, mit den oo’ Curven », welche durch die (p—1) 
Beriihrungspunkte jener ®-Curve gehen. Da aber in solchen (p—1) 
Punkten der C,+2 letztere auch von einer ihrer Curven @ beriihrt werden 
soll, so muss die C,42 die Eigenschaft haben, dass eine Gerade durch 
den dreifachen Punkt, doppelt gezihlt, einen Theil der m-Curve der 
C42 ausmacht; d. h. dass die $p(p—1) — 3 tibrigen Doppelpunkte 
der Cy42 in einer Curve (y—3)'* Ordnung liegen. 

Im Allgemeinen lisst sich der Grad der C,4. erniedrigen; man 
wihle zu Transformationscurven ein Netz von C, 2, welche durch den 
dreifachen Punkt und die iibrigen Doppelpunkte, einen ausgenommen, 
einfach hindurchgehen. Das wird im Allgemeinen méglich sein, wenn 
nicht die Doppelpunkte der C,+4: in hdhere Singularititen eingehen. 
Ist aber dies nicht der Fall, so schneidet jede Curve des Netzes die 
Cy42in (p-+1) beweglichen Punkten. Die C,42 wird dann eindeutig 
in eine C,4; transformirt, welche einen Selbstberiihrungspunkt und 
4+p(p —3)—2 Doppelpunkte in einer C,_, glegen, besitzen wird. 
Das Schnittpunktsystem der Geraden durch den dreifachen Punkt der 
Cp42 entspricht dem der Geraden durch den Selbstberiihrungspunkt 
der Cy4:- 

Die Normalform einer Curve mit co' -Curven ist also: 

Eine Curve (p+) Ordnung mit einem Selbstberiihrungspunkt 


p—4-p+1 
2 


und weiteren - Doppelpunkten, welche in einer Curve (p—4)* 


Ordnung liegen. 
Letztere verhalt sich natiirlich in den poh ptt Doppelpunkten 


oder in den ihnen iquivalenten Singularitiiten wie eine adjungirte 
Curve. Fiir p = 3 erhalt man durch die erste Transformation eine C, 
mit einem dreifachen Punkt; fiir p= 4 durch die erste und zweite 
Transformation eine C, mit einem Selbstberiihrungspunkt. 

2. Es sei m= 3. 

Durch die (p—1) Beriihrungspunkte einer der co? -Curven geht 
ein Netz von Curven g. Beniitzt man diese zu Transformationscurven, 
so geht die Grundcurve eindeutig in eine C,; mit 4$(p»—6)(p—1) 
Doppelpunkten iiber. Die (y—1) beweglichen Schnittpunkte der 
Curven des Netzes mit der Grundcurve entsprechen den Schnittpunkten 
der Geraden der Ebene mit der C,,. Da in diesen (p—1) Punkten 
eine Curve @ beriihren soll, so muss eine beliebige Gerade, doppelt 
gezahlt, einen Theil einer g-Curve der Cp, ausmachen; d. h. die 
4(p—1)(p—6) Doppelpunkte liegen in einer C,_«. 

Die Normalform einer Curve vom Geschlechte p mit oo? ®-Curven 
ist also: 
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Eine Cp, mit $(p—1)(p—6) Doppelpunkten, welche in einer 
adjungirten C,-«¢ liegen. 

Das niedrigste Geschlecht, fiir welches m = 3 ist, ist somit, vom 
hyperelliptischen Fall abgesehen: 6. 

3. Es sei m > 3. 

Durch die (y—1) Beriihrungspunkte einer ©-Curve und (m—3) 
weitere beliebige Punkte wird ein Netz von g-Curven bestimmt, die 
wir als Transformationscurven beniitzen. Die Grundcurve wird dadurch 
eindeutig in eine Curve (p—m-- 2)'** Ordnung mit } {(p—m)*—(p-+m)} 
== 0 Doppelpunkten transformirt. Man schliesst wie vorher, dass jede 
doppelt gezihlte Gerade einen Theil einer m-Curve der C,_m+2 bilden 
muss; d. h. dass durch die 0-Doppelpunkte eine (adjungirte) Curve 
(p—m-+3)" Ordnung hindurchgehen muss, welche die Cy—m+2 noch 
in (m — 3) Punkten beriihrt. 

Fiir m= 4 findet man leicht, dass der niedrigste Grad von p 
nicht 8, sondern 9 ist (immer vom hyperelliptischen Fall abgesehen). 
Und zwar ist nach dem Vorhergehenden die zugehérige Curve eine 
C, mit 6 Doppelpunkten. Man beweist leicht, dass diese 6 Doppel- 
punkte in 2 dreifathe Punkte zusammenriicken miissen, wenn man 
folgende Bemerkung beniitzt: 

Es gilt fiir jede oo*, lineare Schaar von C,, wenn a das Geschlecht 
einer allgemeinen Curve der Schaar, m die Anzahl der beweglichen 
Schnittpunkte je zweier Curven der Schaar ist, die Beziehung: 

= m—I1-m—2 
C2 
In unserem Falle sollen durch die 6 Doppelpunkte und je 8 Beriihrungs- 
punkte einer ®-Curve, co® C, hindurchgehen. Es ist also m = 2, 
somit = 0 u. s. w. 

Allgemein fiir m= 4-+ k (wo k auch Null sein kann) habe ich 
gefunden, dass das niedrigste p, fiir welches m=—4-+& sein soll, 
nicht kleiner sein kann als s, wo s die kleinste ganze Zahl ist, die 
der Relation geniigt: 

(s —2—k)(s —3 — k) 
2 





—£&£>8; 


> 


z bedeutet dabei die grosste Zahl, die in [: = 


_ s] " enthalten ist. 





§ 2. 
Ueber die quadratischen Relationen, welche zwischen den  stattfinden. 
Die Existenz und Anzahl w dieser Relationen wurden von Weber 
1, c. bewiesen (u - poipos). Ich werde Weber’s Resultate un- 


ter 1. in anderer Art ableiten, sodann unter 2. die hyperelliptischen 
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Curven als Doppelcurven im Raume von (y—1) Dimensionen nach- 
weisen und schliesslich unter 3. die gegenseitigen Beziehungen der 
quadratischen Relationen besprechen. 


1. 
Es sei eine allgemeine Curve C,: 
f(%,%_%3) = 0 
vom Geschlechte p gegeben. Von ihren g-Curven wiahlen wir p linear 
unabhangige: 
Pir Par *** Pp» 


@ Py + OQ, + +--+ app, = 0 
die Gleichung jeder g-Curve der C, sein kann, wenn nur die Con- 
stanten « passend gewahlt sind. 


so dass: 


Nun kann man diese Gleichung nach einer vielfach iiblichen An- 
schauungsweise auch auffassen als die einer Ebene in einem Raume 
von (y— 1) Dimensionen*). Letzterer soll fortan mit R,; bezeichnet 
werden (allgemein ein Raum von » Dimensionen mit R,). 

9, =9, 9, =9,--- p= 

bedeuten jetzt die Coordinatenebenen. Dann entspricht einem cct 
linearen System unter den g-Curven der Schnitt von (k-+-1) Ebenen 
in R,-1. Insbesondere entspricht dem co?—* linearen System von 
g-Curven, welche durch einen beliebigen Punkt P der Ebene simmt- 
lich hindurchgehen, der Schifitt von (p—1)-Ebenen, d. i. ein Punkt 
T in R,-1. Da die Punkte P eine Ebene ausfiillen, so werden die, 
Punkte TT ebenfalls auf einer algebraischen Flache (von 2 Dimensionen)* 
vom Geschlechte Null liegen; ihr analytischer Ausdruck ist gegeben 
durch mindestens (p—3) Gleichungen in den g;. Diese Gleichungen 
miissen Identitaiten werden, sobald man fiir die g; ihre Ausdriicke in 
den (a, 7, %,) eintrigt. Die Curve C, ist jetzt eindeutig auf eine 
Raumcurve in R,-, bezogen. Die Raumcurve liegt auf der Fliche der 
TT und ist von der Ordnung (2p — 2), weil in soviel beweglichen Schnitt- 
punkten eine g-Curve die C, trifft. Ich bezeichne die Raumcurve 
durch [:,-2. Es gehen nun, wie schon in der Einleitung dieses 
Paragraphen bemerkt, durch [oy—2 


p—2-p—38 
 decegbimaioct sanaaiuel 


linear unabhiingige, quacratische Flichen (von (p — 2) Dimensionen) 


im Allgemeinen hindurch. 
In der That: Seien die Coordinaten der [,,_2: 


o.4 X;, X,, hare Xp, 
*) Vergl. Brill, diese Annalen IV, p. 541. 
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so bestehen die Transformationsgleichungen: 
Xi = EG; (%,%,%3), [i= 1, 2,---p), 
demnach entsprechen den Schnittpunkten einer Fliche: 
F(X,, X,, +++ Xp) =0 
mit [:,-2, die beweglichen Schnittpunkte der C, mit der Curve: 


FOG, OP2, +++ Op) = 9. 
Ist insbesondere F' quadratisch in den X, so wird die Curve: 


F(eg) =0 
von der 2(n—3)'" Ordnung und hat in jedem Doppel- oder Riickkehr- 
punkte der C, selbst einen Doppelpunkt oder allgemein in jedem 
k-fachen Punkte der C, einen 2(k—1)-fachen Punkt. 

Soviel Punkte nun man zur Bestimmung der F(gq) = 0 von der 
2(n—3)'" Ordnung auf der C, beliebig annehmen kann, so viele 
sind auch auf der Raumcurve zur Bestimmung des Schnittpunktsystems 
einer quadratischen Fliche von (p— 2) Dimensionen erforderlich. Die 
Anzahl dieser Schnittpunktsysteme ist aber: 

(1) ppt —@—1, 
wenn «x die Anzahl der linear unabhingigen quadratischen Flichen 
(von (~— 2)-Dimensionen) bedeutet, welche durch die Raumcurve [ 


hindurchgehen. 
Die Zahl der ersteren ist: 
0 28x a_i a at 2-8 a al — (36+a] —1, 


wo 6 die den vorhandenen Singularitiiten ‘iquivalente Anzahl von 
Doppelpunkten bedeutet. Die sich weghebende Grésse a riihrt von 


den héheren Singularitiiten her. Jeder k-fache Punkt vermebrt a um 
ate “ aS Selbstberiihrungspunkte kommen nicht in Rechnung. 


Der Ausdruck (2) ist fiir » >6 giltig. Fihrt man 
Son n—1-n—2 . 
ein und setzt die Ausdriicke (1) und (2) einander gleich, so erhilt 
man: 
aw poe pos. 

Soviel quadratische Flichen geniigen auch, wenn p > 4, im Allge- 
meinen zur Bestimmung von [2,-2. Nur in besonderen Fiillen sind 
noch weitere Flachen zweiten oder héheren Grades néthig. (S. p. 252.) 
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2. 


Wendet man das auf pag. 249 Gesagte auf eine hyperelliptische 
Curve vom Geschlechte p an, so erhilt man Folgendes: Bei der hyper- 
elliptischen Curve enthalten alle g-Curven, welche durch einen 
beliebigen Punkt der Grundcurve gehen, nothwendig einen zweiten, 
bestimmten Punkt der Curve. Also muss auch in R,_; jede Ebene 
durch einen Punkt von [ nothwendig durch einen zweiten Punkt von 
[ gehen; d. h. F muss eine Doppeleurve (p— 1)" Grades sein. 

Die einfache Curve (p—1)'*" Grades ist vom Geschlechte Null. 
Da es auf der ebenen hyperelliptischen Curve (2p-+2)mal (nach der 
Correspondenzformel: (« + 6+ 2py)-mal, und a—f—y=—1) vorkommt, 
dass die Punktepaare, durch welche jede g-Curve gleichzeitig hindurch- 
gehen muss, zusammenfallen, so hat die Doppelcurve (2p-+ 2) Scheitel 
(sommets, Verzweigungspunkte). Jede Ebene durch (p— 1) dieser 
Scheitel ist als eine die Curve eigentlich beriihrende Ebene aufzufassen und 
es giebt somit ebensoviel dieser Ebenen als es ungerade Thetafunctionen 
giebt, deren erste Derivirte nicht simmtlich fiir die Nullwerthe der 
Argumente verschwinden. 


3. 
Ich werde jetzt die ebene Curve vom Geschlechte p immer vom 
Grade (y-+1) voraussetzen. Denn man braucht nur die [2,2 aus 
einem ihrer Punkte in den Raum R,_» zu projiciren u. s. f., so gelangt 


man schliesslich zu einer Raumcurve (p+ 2)'*" Grades*) in R, und 
endlich zu einer ebenen Curve C,i:. Sei also: 


f (& %_%3) = 0 


die Gleichung einer C,4, vom Geschlechte p, also mit Doppel- 





p:p— 3 
2 
punkten, die wir vorliufig getrennt annehmen. Sind wieder 9, , g.,--*@p 

ihre p linear unabhingige g-Curven, ferner: 

(1) ,(y) =0, (yi) =0,--- O (ys) =O 

die quadratischen Gleichungen von p homogenen Variablen, welche 
die der C,4, eindeutig entsprechende Raumcurve [2-2 darstellen: 


(u = pupa wie friiher) so erhailt man durch die Substitution: 


(a) OYi = Pi(@,%_H3), (C= 1, 2,--- p) 
in die ®, = 0, w Gleichungen 2(p—2)" Grades in den homogenen 
Variablen («, 7,2,). 

*) Diese liegt im Allgemeinen auf: 


n+i-n+2-n+3 
aa. came — 1— (np—p+2n) 


Flichen n" Grades. 
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Es muss nun geschehen, dass jede dieser Gleichungen entweder 
eine Identitit in den x wird, oder sich in der Form darstellt: f- w, 
wo ~ = 0) eine Curve (p—5)'*" Grades ist, welche keiner Beschrankung 
unterworfen ist. Es giebt somit: 

p—4-p—3 
2 
linear unabhangige Ausdriicke f- ; man kann daher die Gleichungen 
(1) stets so voraussetzen (oder kann es durch lineare Combination 


erreichen), dass von ihnen durch die Substitution (a), — le 


sich in der Form: f+ darstellen, die iibrigen aber, an der Zahl, 


p—2-p—3 p—4-p—3 
2 2 





Identititen in den x werden. 

Letztere (p —3) Gleichungen haben als Functionen von y, eine 
co? Mannigfaltigkeit gemein, welche Punkt fiir Punkt der Ebene der 
Cp41 entspricht. 

Der Grad dieser Mannigfaltigkeit, d. h. die Anzahl der Schnitt- 
punkte derselben mit einer (p—3)-fach ausgedehnten Ebene ist zufolge 
der Abbildung gleich der Anzahl der beweglichen Schnittpunkte je 


zweier p-Curven der C,:1, also gleich: ” = a Oe 


Hiatte die C,,, einen k-fachen Punkt, so wiirde (pag. 250) die 
Zahl p—3 der quadratischen Identitiéten in den x, um a = mt S= : 
vergrossert. 

Man bemerkt, dass wenn die C,4; einen (p—2)-fachen Punkt, 
sonst aber getrennte Doppelpunkte hat, die Zahi der Identititen gerade 
pot pos op 
wird*); d. h. in diesem Falle haben sdéimmtliche u quadratische Fldchen 
eime co* Mannigfaltigkeit vom Grade (p—2) gemein und es sind weitere 
Gleichungen (mindestens vom dritten Grade) nothig, wm T2p—2 darzustellen. 

Fiir das Spiitere ist es nothwendig zu wissen, wie es sich in den 
Gleichungen (1) ausdriickt, wenn die C,4; 00! ©-Curven besitzt. Nennt 
man 9, = 0, g, = 0 zwei 9-Curven; go, =O die durch ihre Be- 
rihrungspunkte gehende Curve gm, so besteht, wie man weiss, vermége 
der Gleichung f = 0 die Relation: 


*) Diese C,4, gehért im Sinne Christoffel’s zu dem Systeme u = 3, k hat, 
wenn die iibrigen (p—3) Doppelpunkte der C,,, allgemeine Lage haben, den 
Werth P—* oder Pp 








, je nachdem p gerade oder ungerade. 
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PiP2 = Ys°- 
Also- liegt [2p-2 auf der Fiche: 
YiY2= Ys"- 


Wiirde man die C,4; mit oo' ®-Curven in der Normalform (pag. 
247) angenommen haben, dann wire: 


P1P2 — 9s’ = 0 
eine Identitaét in den 2, d. h. die Fliche 


YWiY2 = Ys" 
wiirde zu jenen (p—3) Flaichen gehéren, welche in ihrer Gesammtheit 
die Ebene der C,4; abbilden. 

Sind mehrere Systeme von oo' @-Curven vorhanden (oder was 
dasselbe ist: verschwinden mehrere gerade Thetafunctionen fiir die Null- 
werthe der Argumente), so liegt die [2,2 auf eben so viel K'lachen 
zweiten Grades, deren jede die Gleichung hat: 

AB=(C’, 
wo A=0, B=0, C=O Ebenen des Raumes sind. 

Diese Flachen sind linear unabhingig von einander, falls keines 

der Systeme von oo! @-Curven eine Folge der tibrigen Systeme war. 


§ 3. 
Besondere Discussion der Fille p = 3, 4, 5. 


Ich gebe unter 1. und 2. die Discussion der bekannten Fille 
p= 3, resp. 4,.aber im Sinne der hier vorangehenden Betrachtungen, 
und wende mich sodann, unter 3., zum Falle p = 5. 


1, 
p=3. 

Hier geniigt das Verschwinden einer geraden Thetafunction fiir 
die Nullwerthe der Argumente, um die Functionenclasse zu einer hyper- 
elliptischen zu machen, weil wir auf pag. 247 gefunden haben, dass 
sich in diesem Falle die Curve (p=3) in eine C, mit einem dreifachen 
Punkt transformiren liisst, welche C; hyperelliptisch ist. 

Nach § 2., 2. kann man auch einen doppeltzihlenden Kegelschnitt 
mit 8 Scheiteln als hyperelliptische Curve (y= 3) auffassen. In 
solecher Form tritt die hyperelliptische Curve bereits in Herrn Klein’s 
gestaltlichen Untersuchungen der Curven vierter Ordnung auf (Math. 
Annalen, Bd. XI, p. 293 ff.). Es ist sehr wahrscheinlich, wie mir 
Herr Klein bemerkte, dass auch in héheren Fallen die hyperelliptischen 
Doppeleurven in ihnlicher Weise mit Vortheil verwandt werden kénnen. 
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2. 
p=4. 


Hier bestehen im Allgemeinen eine homogene Gleichung zweiten 
und eine dritten Grades zwischen den 4 Functionen g,, 9., 93, 9,3 4. h. 
die ebene Curve (p = 4) ist eindeutig auf eine Raumcurve 6'" Grades 
[, bezogen, die der vollstindige Schnitt einer Fliche zweiten und einer 
dritten Grades ist. 

Projicirt man die Raumcurve aus einem ihrer Punkte auf die 
Ebene, so bildet sich die Flache zweiten Grades durch eine co* Kegel- 
schnittschaar ab, mit 2 festen Punkten a,, a,. Seien p,, 2, Py, py=0 
4 linear unabhingige Kegelschnitte der Schaar, dann macht die Sub- 
stitution : 

eu%=GM (i= 1, 2,3, 4) 
die Gleichung der Flache zweiten Grades zur Identitit in den x, die 
Gleichung der Fliiche dritten Grades zu einer Curvengleichung 6!" 
Grades. Die Curve zerfallt in eine C,, welche in a,, a, Doppelpunkte 
hat und eine Gerade, welche a,, a, verbindet. 

Bildet man die Fliche dritten Grades vermittelst einer oo’ Schaar 
von C, mit 6 festen Punkten durch die Substitution : 

eN=% (¢=1, 2,3, 4) 
ab, so erhalt man durch Einsetzung der Ausdriicke fiir die y; in die 
Gleichung der Fliche zweiten Grades eine C, mit 6 Doppelpunkten 
in den 6 Fundamentalpunkten. Die Gleichung der Fliche dritten 
Grades wird natiirlich durch diese Substitution Identitit in den 2. 

Die Abbildung der Fliche dritten Grades wird nur dann unmdg- 
lich, wenn die Fliche ein Kegel wird, dessen Leitcurve eine C, vom 
Geschlechte 1 ist. 

Wir wenden uns jetzt zu den Fallen, wo ein oder zwei Systeme 
von co! -Curven vorhanden sind, oder wie wir uns jetzt immer aus- 
driicken wollen, wo eine oder zwei gerade Thetafunctionen (fiir die 
Nullwerthe der Argumente) verschwinden. 


a) Es verschwinde eine gerade Thetafunction. 
Dann liegt [, auf einem Kegel: 


WiY2 = Ys°- 

Projicirt man [, aus einem ihrer Punkte auf eine Ebene LF, so erhilt 
man, wie man sieht, als Projection eine C; mit einem Selbstberiihrungs- 
punkt; die Tangente desselben ist der Durchschnitt von EF mit der 
Tangentialebene des Kegels im Projectionscentrum. 

Dies stimmt mit dem auf pag. 247 Gesagten iiberein. Andrer- 
seits wird die Gleichung des Kegels durch eine quadratische Sub- 
stitution nur dann zur Identitit in den x, wenn: 
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oy, = 4’, ey, = B’, ey; = AB, 
wo A=0, B=O Gerade bedeuten; das heisst es riicken jetzt die 
friiher erwaihnten Punkte a,, a, in den Schnittpunkt von A und B 
zusammen. Die beiden Doppelpunkte der C, in a, und a, vereinigen 
sich also zum Selbstberiihrungspunkt. 
b) Es verschwinden zwei gerade Thetafunctionen. 

Die [, muss auf 2 Kegeln zweiten Grades liegen, alse in eine mehr- 
fach zahlende Curve ausarten. Da eine derartige Ausartung nur bei 
dem hyperelliptischen Fall vorkommen kann, so wird die Functionen- 
classe hyperelliptisch. Die [, ist jetzt eine doppeltzihlende Raumcurve 
dritter Ordnung [, mit zehn Scheiteln. M@ <'-Ebenen, welche die 
[, beritihren und durch einen der zehn Scheitel gehen, entsprechen 
einem System von oo! }-Curven: 

Es verschwinden daher im Falle b) noch weitere acht gerade Theta- 
functionen fiir die Nullwerthe der Argumente. (Weber 1. c.) 

Die an as == 120 Ebenen, welche durch je 3 der Scheitel gehen, 
entsprechen den 23(24— 1) = 120 beriihrenden Curven », welche durch 
eben so viel ungerade Thetafunctionen charakterisirt sind, deren Derivirte 
nicht simmtlich verschwinden (fiir die Nullwerthe der Argumente). 

Betrachtet man auf der ebenen hyperelliptischen Curve (p = 4) 
die friiher erwihnten Punktepaare, so sieht man, dass die Verbindungs- 
linien dieser Punktepaare eine Curve vom Geschlechte Null umhiillen 
miissen, weil die Tangenten dieser Curve ein-eindeutig den Punkten 
der [, entsprechen. 

Dieser Satz gilt sofort allgemein, weil die einfach zahlende Curve 
der Doppelcurve [2p-2 immer vom Geschlechte Null ist. 

Schliesslich sei bemerkt, dass man die Gleichungen der beiden 
Kegel erst durch eine cubische Substitution zu Identitiiten in den x 
machen kann; die g; miissen in 3 Gerade (durch denselben Punkt) 
zerfallen, wie es auch bei der bekannten Normalform der Fall ist. 


255 





3. 
p= 5d. 
Hier bestehen 3 allgemeine Flaichen zweiten Grades im R,: 
(1) Pi(YY2Ys%Ys) = 9, (¢ = 1, 2, 3) 


deren vollstindiger Durchschnitt die [,(p—5) ist (Weber l.c.). Eine 
ihr eindeutig entsprechende C, habe wieder die 5 linear unabhingigen 
g-Curven: 

Pi =9, 9, =0,--- p=. 
Wir kénnen dann die Gleichung (1) so voraussetzen, dass durch die 
Substitution: 


(a) OY: = Qi 
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zwei von ihnen Identititen in den x werden, die dritte die Curven- 
gleichung der C, selbst liefert. 

Gehen wir nun zu besonderen Fillen iiber. 

a) Es verschwinde eine gerade Thetafunction. 

Die T, liegt also auf einem Kegel: 
(2) O, = 4,42 — y;* = 0 
Seien die Beriihrungspunkte einer Tangentialebene, z. B. von y, = 0 
die 4 Punkte «a, B, y, 6. Projicirt man aus @ die [, in R,, dann er- 
halt man hier eine Raumeurve siebenter Ordnung [,. Die den vier 
Punkten entsprechenden Pynkte auf ihr seien a’, B’, y’, 6’; dann wird 
[,, von einer Ebene in Punkten #’, 7’, 0° beriihrt und in a’ ge- 
schnitten und die Punkte f’, y’, 0’ liegen auf einer Geraden. 

Projicirt man weiter [, aus #’ (oder aus y’, 0’) auf eine Ebene, so 
erhalt man dieselbe Normalform wie auf pag. 247. 

Dieses Verfahren kann analog bei p > 5 angewandt werden und 
man bestitigt so das friihere Resultat. 

Analytisch gelangt man zu derselben Normalform folgendermassen: 

Die Gleichung (2) lasst sich durch eine Substitution dritten Grades 
nur in folgender Weise zur Identitét machen: 


ey = A°C; ey, = BC; ey, = ABC. 
Damit eine lineare Combination der zwei weiteren Gleichungen: 
%,=0, 9, =—0 
zur Identitit werde, ist die nothwendige Bedingung die: es diirfen 
die Geraden: 
A=0, B=0, C=0 
nicht durch denselben Punkt gehen und es muss 


OYs = Pu (4 %pXs),  OYs = Ps (X, Ls) 
werden, wo gy, = 0, gy, = 0 zwei Curven dritten Grades sind, welche 
C = 0 in denselben drei Punkten schneiden und im Schnittpunkte von 
A und B sich beriihren. 
b) Es verschwinden zwei gerade Thetafunctionen. 
Die [T, liegt also auf 2 Flichen, denen man allgemein die Form 
geben kann: 


®, = 0 = 9, 4% — ¥3”, 
(3) 


5 
o, =0= HY; — (Saiy:)’. 
Durch jeden Punkt von [, gehen zwei Tangentialebenen (welche noch 
in weiteren je 3 Punkten beriihren) und es kommt nach der Bril]’schen 


Correspondenzformel fiir zwei Correspondenzen 4mal vor, dass die 2 
Tangentialebenen durch einen Punkt der Raumcurve auch noch durch 
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einen weiteren Punkt der [, gleichzeitig hindurchgehen. Seien solche 
2 Punkte die Punkte mw, v der [,. 

Projicirt man aus w die [, in R, und sind w’, v’ die respectiven 
Projectionen der Punkte u,v; so hat die Raumcurve siebenten Grades 
r, in R, folgende Eigenschaft: 

Durch den Punkt mw’ gehen 2 Ebenen, von denen jede die [,’ in 
vy’ und in zwei weiteren Punkten beriihrt; d. h. die Gerade w’y’ 
tangirt die [,’ in v’. 

Projicirt man aus v’ diel,’ auf eine Ebene E, so erhilt man eine 
C, mit zwei Selbstberiihrungspunkten und einem Doppelpunkt (im Durch- 
schnitt von E mit w’v’). Die Tangenten der Selbstberiihrungspunkte 
schneiden sich im Doppelpunkte. : 

Analytisch erhiilt man dieselbe form, wenn man die Gleichungen 
(3) durch Substitutionen dritten Grades zu Identititen in den x macht. 
Dies gelingt, indem man setzt: 


0%, = A°C; oy, = BC; ey, = ABC; oy, =— DF; oy, = E*F 
unter der Bedingung, dass die Geraden 
A=0, B=0, F=0 


und 
D=0, E=0, C=0 
durch je einen Punkt gehen. In jedem dieser zwei Schnittpunkte hat 
die C, einen Selbstberiihrungspunkt, dessen Tangenten respective die 
Geraden : 
C=0, F=0 
sind und im Schnittpunkte dieser 2 Geraden hat sie noch einen Doppel- 
punkt, wie man leicht nachweist, wenn man die Ausdriicke fiir oy; 
in die allgemeine Gleichung: 
%, = 0 
eintrigt. 
c) Es verschwinden drei gerade Thetafunctionen. 


Man sieht leicht, dass allgemein die C, dieselbe Form hat, wie 
b), tiberdies aber lautet ihre Gleichung: 


Wy = 7 
wo wy, =0, ¥& =0, y=0 g-Curven der C, sind. 

d) Es verschwinden vier gerade Thetafunctionen unabhingig von ein- 
ander, fiir die Nullwerthe der Argumente. Dann miisste [, auf vier 
Flichen zweiten Grades von der bekannten Form liegen: 

(4) %,=0, %,=0, 0,=0, o=0. 
Ich werde nachweisen, dass tiberhaupt vier (linear unabhiingige) Fliichen 
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zweiten Grades in R, nicht eine ganze Curve achter Ordnung gemein- 
schaftlich haben kénnen, dass somit im Fall d) die Functionenclasse 
hyperelliptisch wird. 

Man konnte nimlich sonst die ebene Curve als eine C, voraus- 
setzen und dann kénnte man die 4 Flichen immer so gegeben an- 
nehmen, dass ihre Gleichungen durch die Substitution ey; = g; ent- 
weder 1) alle zu Identititen in den 2 werden oder 2) blos 3; die 
4 Gleichung wiirde die Gleichung der C, selbst liefern miissen. 

Der Fall 2) ist unméglich, weil 3 Flichen zweiten Grades in R, 
héchstens eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit dritten Grades 
gemein haben, eine vierte quadratische Fliche aus dieser also eine 
Curve 6" und nicht 8'" Grades ausschneidet. 

Im Falle 1) hiitten die 4 Flachen tiberhaupt keine Curve, sondern 
eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit gemein. 

Diese wire aber jetzt nicht mehr vom dritten, sondern nur vom 
zweiten Grade und liige deshalb in einer Ebene des Raumes. Die Raum- 
curve wiirde also auch in einer Ebene des Raumes R, liegen, was un- 
zulissig ist, weil dann von den 9; eines die lineare Folge der iibrigen wire. 

Die (., ist also eine doppeltzdhlende , mit zwilf Scheiteln. 

Den oo!-Ebenen des R,, welche durch je 2 der Scheitel gehen 
und [, beriihren, entsprechen Systeme von co! ®-Curven. Es giebt 
also: 

12-11 

> = 66 
Systeme von co' ®-Curven, oder es verschwinden im Falle d) noch 
weitere 62 gerade Thetafunctionen fiir die Nullwerthe der Argumente. 
Den oo*?-Ebenen, welche [, an zwei Pankten beriihren, entspricht eine 
ungerade hetafunction, deren erste Derivirte fiir die Nullwerthe der 
Argumente verschwinden. Den iibrigen: 


24(25 — 1) —1 = 495 
ungeraden Thetafunctionen entsprechen die Ebenen, welche durch je 
4 Scheitel gehen. Ihre Zahi ist in der That: 


12-11- 10-9 


1-2-3-4 =. — 


Allgemein zerlegt sich bei den hyperelliptischen Curven die Zahl 
der ungeraden Thetafunction in folgender Weise: 


Qp— _ (p+4)(p+5)---(2p+2) ) (p+8)(p+9)---(2p+2) a 
2-*(?—1)—. ‘1-2-3---(p—1) 4 a 1-2-3---(p—5) | +: 


wo fiir den letzten Summanden rechts 1 zu setzen ist, wenn 
p = 1 (mod 4). — 
Schliesslich sei hier ein Beispiel fiir die Gleichungen (4) angefiihrt: 








(4y, - 
(4y, - 


€ 
chung 
sonde 
sich 
welch 
einen 
gezell 
bei e 
auftre 
Dopp 
geme 
] 
der ( 








it- 
lie 


R, 
les 
ne 


om 
im- 
un- 


1en 
ebt 


och 
nte. 
PUNE 


der 


a je 


fahl 





Ueber Specialgruppen. 259 


; Ws = 9.2 = Ws 
(49, +34. —Y3+4,) (9y, + 5y.—4y,+y,) = (6y,+4y,—2y,+y,) 
(4y, —3y, —¥,—Ys) (99, —5y, —4y3;—y;) = (Gy, — 4y, —2y,—y;)?. 


e) Es sei noch der Fall kurz behandelt, wo 3 quadratische Glei- 
chungen (homogen in y,y, +++ y;) nicht ausreichen, eine T, darzustellen, 
sondern Gleichungen dritten Grades noch weiter nithig sind. Es lasst 
sich leicht sehen, dass die C, dann zu der Classe der C,4; gehdrt, 
welche auf pag. 252 besonders erwihnt wurden. Die C, hat dann 
einen dreifachen Punkt und 2 Doppelpunkte. Die [, ist dadurch aus- 
gezeichnet , dass sie oo! dreifach schneidende Secanten besitzt (wihrend 
bei einer allgemeinen [, gar keine dreifach schneidenden Secanten 
auftreten)*). Ihre Projection in R,, eine [,’, hat daher stets einen 
Doppelpunkt und liegt auf einer Fiche zweiten Grades, was im All- 
gemeinen nicht der Fall ist. 

Hiermit sind alle hinsichtlich der Specialgruppen besonderen Fille 
der Curven vom Geschlechte 5 erschdpft. 





*) Eine Curve héherer Ordnung des R, besitzt im Allgemeinen eine end- 
liche Anzahl dreifach schneidender Secanten. 


Miinchen, im November 1879. 















On the finite Groups of linear Transformations of a Variable. 


By 
A. Caytey of Cambridge. 


In the paper ,,Ueber endliche Grupp:n linearer Transformationen 
einer Veriinderlichen‘, Annalen t. XII. (1877) pp. 23 —46, Prof. Gor- 
dan gave in a very elegant form the groups of 12, 24 and 60 homo- 
axz+b 
ca+d 
the like form, the group of 24 thus containing as part of itself the 
group of 12; but the group of 60 is in a different form, not containing 
as part of itself the group of 12. It is I think desirable to present 
the group of 60 in the form in which it contains as part of itself 
Gordan’s group of 12: and moreover to identify the group of 60 with 
the group of the 60 positive permutations of 5 letters: or (writing abe 
for the cyclical permutation a into b, b into ¢, ¢ into a, and so in 
other cases) say with the group of the 60 positive permutations 1, 
abc, ab-ed and abede. 

Any two forms of a group are, it is well known, connected as 
follows, viz. if 1, a, B,--- are the functional symbols of the one 
form, then those of the other form are 1, #ad—', #B3—', - - - (where 
in the case in question # is a functional symbol of the like homo- 


graphic form, #7 = wtp): but instead of obtaining the new form 


graphic transformations The groups of 12 and 24 are in 





in this manner, I found it easier to use the values of the rotation- 
symbol cos + sin ; (¢ cos X + j cos Y +k cos Z) for the axes of 


the icosahedron or dodecahedron, given in my paper ,,Notes on poly- 
hedra“ Quart. Math. Jour. t. VIi (1866) pp. 304—316; viz. if for any 


axes, 4, uw, v denote the parameters of rotation tan 2 cos X, 
tan = cos Y, tan 7 cos Z, then (by a formula which is in fact equi- 


valent to that given in my note ,,On the correspondence of homo- 
graphies and Rotations‘‘ Math. Annalen t. XV, (1879) pp. 238—240) 
the corresponding homographic function of x is 
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(A—tu)a+tuv—it 


where i denotes /— 1 as usual. 
The new formulae for the group of 60, or icosahedron group, of 


aot B 
yoto 





are contained in the following table, 


where the four columns show the values of the coefficients a, B, y, 0 
respectively: and where in the outside column, the substitution is 
represented as a permutation-symbol on the five letters abcde: moreover 
for shortness © is written to denote / 5. 























The Group of 60 
ee 6 y é 

1| 1 0 0 1 1 
2\-1 0 0 1 ab-ed 
3 0 1 1 0 ac-bd 
4) 0 —1 i 0 ad-be 
5| 2 -~-34+0+i( 1—0)|—3+0-+ié(—1+0) | —2 be-de 
6| 2 —3+0+i(—1+0)|—3+0+i( 1—0)|—2 ae-be 
7| 2 3—O+i(—14+0)| 38—O-+i%( 1—0)|—2 ad-ce 
8) 2 83—O+i( 1—0)| 83—O+é(—1+60)|—2 ad-be 
nL 3 —1—0+i( 1—0)|—1—0+47(—1+6) |—2 ae-cd 
0 2 | —1— 0+ i(—14+0)|—1—0+i( 1—0)|—2 ab- de 
| 2 1+0+i(—1+0)| 14+0+%( 1—6)| -2 be-cd 
2 2 1+0+7%( 1-0)) 14+0+%(—1+6) | —2 ab -ce 
13| 2 | —1— 0-+7(—3—0) | —1-—0-+47( 3-+0)/|—2 ac -be 
“2 (_—1+0+i( 340)|—1—0+i(—3-—6)|—2 bd-ce 
1b 2 1+0+i%( 3406), 1+0+1%(—3—6)|—2 ae-bd 
6 2 1+0+i(-3-0); 1+06+i( 3+60)/—2 ac-de 
17 lig ) ; &. a 1 abe 
ee t 4 t acb 
9) 1 —t = i adc 
20 | ~4 a 1 —1 acd 
| ¥. | @ 1 —1 adb 
2) 4 | i i sg abd 
23 | —1 |—7 oe —t bed 
ul; |—é ‘3 7 bde 
%|-1—0+4( 34+0)| 2 nil | 1—0+4(—8—-€) | aee 
% 14+0+7( 340); 2 |\—2 1+0-+1%(—3—0) | ace 
7| 14+0+i(--3—0)| 2 |—2 1+0+i( 340)|bed 
% —1—@+i(—3-—-0)| 2 |—2 —1—0+i( 340)|bde 
%/-34044( 1-@)| 2 | 2 3—O-+i( 1-0)|bec 
30 —3+0+i(-146)| 2 | 2 3—O-+i(—14+0)|d¢ 
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31) 3—O+i(--140)| 2 | 2 |34+0+4i(—1+46) | aed 

s2| 3—0+i( 1—0)| 2 | 2 —38+4+0-+i( 1—0)\ade 

33} 2 —1—0+i(—140)| 14+0+i(—1+40) ‘cde | 
34] 2 1+0+%( 1—0)|-1—0+44( 1-9) lced 

35 —1—0+i( 1-0)| 14+0+4%( 1-6) ‘aed | 
36) 2 1+0+i(—1+0) | —1—0+i4(—1+60) abe 

37 |—1—@+i(—3—0)| 2 2 ~~ 1-40-+4(—3—6)| abede 
38 |_—1—0-+i( 1—0)| 2 2 1+0-+i( 1-0) | aceb 
39 | —1—0+i(—1460)| 2 2 1-+0-+4(—1+6) | adbed 
40 | —1—0+i( 34+0)| 2 2 1+0+i( 3+0)| aedel 
41) 14+0+4%( 34+0)| 2 2 ~1—O+i( 340)| adcel 
42, 140+4i(-140)| 2 2 —1—0+i(—1+6) | acbdd 
43; 14+0+i4( 1-0)| 2 2 —1—O+i( 1—0)|aedhe 
44 1+0+7%(—3—9)| 2 2 —1— 0-+7(—3—9) | abecij 
45 |—1—0+i(—140)| 2 |—2 —1—O+i( 1—0)| acbed 
46 |_3+0-+i(—1+0)| 2 |—2 —38+0-+i( 1—O)| abded 
47| 3—O+i(—1+460)| 2 |—2 3—O-+i( 1—O)|aecdl 
48| 140+4i(-140)| 2 —2 1+0+i%( 1—0)|adeb 
49| 140+i( 1-0)| 2 will 1+0+i(—1+6) | aecdif 
50 | 3—O-+i( 1—0)} 2 —2 3—0O-+7i(—1+8) | acdel 
51 |_34+0+i( 1-0)| 2 |—2 —3+4+0-+i(—1+60)| abedj 
52 |—1—0+i( 1—0)| 2 |—2 —1—0+i(—1+60) | adbed 
53} 2 —34+0+i(—140)| 3—0@+i(--140)| 2 acbat 
54) 2 —i1—0O-+i( 340)! 1+4+0+i7( 3460); 2 abced 
55 | 2 1+0-+7%(—3—0O) | —1—0+7(—3—8)| 2 adecl 
56 | 2 3—O+i( 1—0)|-34+0+4i( 1-@)| 2 acdbe 
57) 2 -84+0+i4( 1—0)| 3—O+i( 1-0)| 2 abder 
58 | 2 —1—0+i(—3-0)| 140+i(-3-@)} 2 adcbe 
59 | 2 14+0+i( 840)!—-1—0+4i( 340)| 2 aebed 
60| 2 3—O-+4(—1+46) |—3-+0+i(—146), 2 acedb 








This contains (as one of five groups of 12) the group of the positiye 
permutations of abcd; and completing this into a group of 24 we have 
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a 6 y 0 
1 | eo o | 0 1 1 
2; —1 | 0 | o | 1 =| ab-ed 
3 0 | 1 1 0 |ae-bd 
4 0 | ~s | 1 | 0 
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On groups of linear Transformations. 



































7 6 Y 6 
——— —_ 
‘aed 5 —7 a 1 1 abe 
ade 6 —1 i 1 t ach 
ede 7 1 ~i 1 i jade. 
ced 8 —i —t 1 —1 acd 
aeb 9 i i 1 —1 jadb— 
| abe 10 | 1 i 1 —i abd 
| abede it =i —i 1 —é bed 
|aceb 12 t —§ 1 1 bdc 
| adbed —. eo 0 . 0 1 adcb 
| aedel 14 —¢ 0 | 0 1 bd 
| adel 15 0 i | 1 0 abed 
| acbde 16 0 i —1 0 ac 
| aedbe 17 1 —1 | 1 1 cd 
)| abecd 18 —t —1 | 1 é abdec 
)| ached 19 i ak ae i |aedb 
)| abded 20 1 1 1 | 1 ab 
)| aecdl 21 —1 —1 1 —1 acbd 
)| adebdd 22 z —1 1 —t be 
)| aechd 23 —i 1 | 1 —t ad 
)| acdel 24 —1 1 1 1 adbc 
)| abeds 
| adbed The groups of 60 and 24 thus each of them contain the group of 12, 
aebdg i -1-—2 1+ w+i x—t 
a a, 45, tgs, 41, 3, ti 
adect It may be remarked that, to verify the periodicities of the forms con- 
acdt tained in the group of 60, we have as the conditions that 
“a =r may be periodic of the order 2, SoHo that is e+-d=—0 
aebed ” ” ” 3, ” =1, 
a . »n 5, » = (8+75). 
ve For instance in the form 
ve {—1—-0+7(—3- 0)]a+2 ad (1+ 0)?-(3+ 0)?,——20_8 0, By= 4 
2a+|1+0+i(—3—®)] ? a+d——2i(3+6), 
and therefore et os = eter == i +(8+4 V5), as it 


should be. 
Cambridge, 11. Nov. 1879. 














Extrait d'une lettre 


de 


J. Praszycxi a St. Pétersbourg 4 M. C. Neumann. 


Dans son mémoire: ,,Reduction hyperelliptischer Integrale auf 
algebraisch -logarithmische Functionen“  (Mathematische Annalen, X1. 
Band) M. Kénigsberger se propose de chercher ,,die nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass hyperelliptische Integrale 
auf algebraisch - logarithmische Functionen reducirbar sind“ et effective- 
ment & la fin de son mémoire il donne une régle pour obtenir la 
valeur de l’intégrale, quand elle s’exprime par les fonctions algébriques 
et logarithmiques. 

Mais il n’est pas difficile & voir, que cette régle est inexacte; ce 
qui passa, probablement inapergu pour l’auteur, puisqu’il publia plus 
tard les resultats de ce travail dans son ,,Repertorium“; et méme dans 
son récent ouvrage: ,,Vorlesungen iiber die Theorie der hyperellip- 
tischen Integrale“ il consacre le huitieme Chapitre a |’exposition de 
sa méthode. 

Le prof. Weber dans son rapport sur cet ouvrage (Zeitschrift fiir 
Mathematik, 1879, 3. Heft) ne dit rien, également, sur cette inexacti- 


tude. Tout cela m’engage, Monsieur, a oser fixer votre attention sur 
la dite inexactitude. 


Il est aisé & voir que la revherche de la valeur de |'intégrale 
hyperelliptique, quand elle s’exprime par les fonctions algébriques et 


logarithmiques, se réduit finalement @ la recherche de la valeur des 
intégrales 


C, VR(z,) VR (a1) 
$ = nS ee... a 
“) af | @—4) VR (z) FA (@— %41) VR(e) 
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Reduction hyperelliptischer Integrale. 
sous la forme 


PH VR (z) 
P+ 4% VR (2) 
(@ = 1 ’ 2, +, * 4 k), 


C 
2) aD 8 


ot le radical /R(z,) porte le signe + ou —, C; est une constante, 
D, 41,i, ++ - An—z,¢ sont des nombres entiers positifs et n; est un nombre 
entier inconnu, p;, qi sont des polynémes entiers inconnus. 

C'est de la recherche de l’intégrale (1) que s’occupe M. Kénigs- 
berger dans les ouvrages cités, ot il donne une régle pour la réduire, 
toutes les fois que cela est possible, & la forme (2). 

Or il est évident que cette régle ne serait exacte que dans le cas 
de n= 1; en y ajoutant quelques modifications, elle pourrait méme 
s'appliquer au cas de n; entier queleonque connu; mais par les raisonne- 
ments de M. Kénigsberger lui-méme on s’assure que le nombre »; 
nest pas connu et c’est la cause de l’inexactitude de la régle. - 

Je citerai ici une intégrale, qui, contrairement a cette régle, 
sexprime par les logarithmes. En effet, l'immédiate consequence a 
tirer de cette régle c’est que, lorsque lintégrale (1) s’exprime sous 
forme (2), on a nécessairement (page 139 des Math. Ann. et p. 145 
des Vorlesungen) 

t,' + t,! + i i oes + ee. >?P, 
ot 2p + 1 est le degré du polynome R(z) et 


ri ; 
D : Ai ” n—k,i 
_* Fe "9 


P ? 
t 


6; étant le plus grand commun diviseur des nombres D, 41,;, +++ An—ai 
D’apres cela l'intégrale 


1 1 
Fane ree pee 
‘ sets a2@+t4z+1 V e+ day 4¢+1 
ne pourrait pas s’exprimer par les logarithmes; or par la substitition 
1 


2 


x—1 


cette intégrale se transforme en celle-ci 


_ = ——" 9 

3 1 

*  e 2 p> 

V2 8 4 


qui est égale a 
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en remettant dans cette expression au lieu de 2 sa valeur exprimée 
en Zz, on trouve done 
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St. Pétersbourg, 22. Novembre 1879. 
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Fernere Bemerkung tiber trigonometrische Reihen. 
Von 
’ GeorG Cantor in Halle a. d. Saale. 

Zur niheren Erliiuterung dessen, was ich auf pag. 113 dieses 
Bandes gesagt habe, erlaube ich mir noch Folgendes hinzuzufiigen. 

Dass der, von Herrn Appell, im Archiv d. Math. u. Physik, 
64 Th. pag. 96, implicite angewandte Satz: 

», Wenn fiir jeden speciellen Werth von x >a und < B: 

Lim f(n,z)=0 fir n=o, 

wo f(n, x) fiir jedes specielle n eine stetige Function von x 
bedeutet, deren absolutes Maximum B, sei, so ist: 


Lim B, =0 fir n=co.“ 
im Allgemeinen falsch ist, geht unter anderm aus dem folgenden ein- 
fachen Beispiele hervor: 


a(1— 
f(n, 2) = eat 


0<a<l. 
Hier ist fiir jedes specielle  >0 und < 1: 


fiir 


Lim f(n,z)=0 fir noo; 
es ist ferner f(m, x) eine stetige Function von «7; nichtsdestoweniger ist 
B, = f (n : aE F und es wird also in diesem Falle B, nicht un- 
endlich klein. 
Dass fiir den Fall 
f(n, %) = a, cos na + D, sin nz, 
(wenn die Bedingung 
Lim f(n,z)=0 fir n=—o, 
fiir jeden speciellen Werth von « > a und < 6 erfiillt ist) in der 


That auch 
Lim B, = 0 fiir »=—oo, 


ergiebt sich erst als eine unmittelbare Folge meines Beweises (Math. 
Annalen Bd. IV, pag. 139); es darf aber diese Thatsache nicht ohne 
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Beweis vorausgesetet werden, da sonst hiermit, wie bei Herrn Appell, 
gewissermassen ein circulus vitiosus begangen wird. 

Einen andern Beweis fiir den in Rede stehenden Satz iiber trigo- 
nometrische Reihen hat Herr P. du Bois-Reymond in einer Ab- 
handlung ,,Beweis, dass die Coefficienten etc. § 15., Note 12, Abh. 
d, kénigl. bayr. Ak. der W. II. Cl. XII. Bd. 1. Abth.“‘ versucht; der- 
selbe beruht jedoch auf ahnlichen Voraussetzungen, wie die des Herrn 
Appell und ist daher ebenso unzulissig. 

Durch das oben gegebene Beispiel wird iibrigens noch eine andere 
Frage beriihrt. 

Bekanntlich haben Abel und spiiter Seidel auf das Vorkommen 
der ungleichmiissigen Convergenz unendlicher Reihen aufmerksam ge- 
macht, Abel, indem er auf einen Irrthum Cauchy’s in dessen analyse 
algébrique hinwies, in welcher Cauchy aus dem Umstande der Con- 
vergenz einer Reihe fiir alle Werthe von « >a und < 6 auf die Stetig- 
keit der Reihensumme einen Schluss zog und dabei unbewusst die 
Voraussetzung der gleichmiissigen Convergenz eintreten liess, welche 
in der That, wenn die einzelnen Glieder der Reihe stetige Functionen 
von x sind, die Stetigkeit der Reihensumme zur Folge hat. Seidel 
hat das Vorkommen der ungleichmiissigen Convergenz in der ,,Note 
iiber eine Eigenschaft der Reihen, welche discontinuirliche Functionen 
darstellen, Denkschriften der Miinchener Akademie, Jahrgang 1848“ 
ausfiihrlich discutirt und gezeigt, wie Reihen, welche fiir jeden Werth 
von >a und <# convergiren und unstetige Functionen darstellen, 
ungleichmidssig convergiren miissen. Ungewiss blieb darnach, ob die 
Unstetigkeit der dargestellten Function eine wesentliche Bedingung fiir 
das Vorkommen der ungleichmissigen Convergenz sei. Herr Heine 
bezeichnet ausdriicklich in seiner Arbeit ,,Ueber trigonometrische Reihen, 
§ 1 (Borch. Journal Bd. 71. pag. 353) diesen Gegenstand als noch 
nicht aufgeklirt. 

Es ist sogar von Herrn 0. Stolz der Versuch gemacht worden 
(Bericht des naturw. medicinischen Vereins in Innsbruck, v. December 
1874), den Satz zu beweisen, dass*), wenn in einer fiir jeden Werth 
von «>a und < 6 giiltigen Gleichung: 


f (x) = > (2), 


sowohl f(x), wie auch die y,(x) stetige Functionen von « sind, als- 
dann die Reihe rechts in gleichem Grade convergirt. Dass dieser Satz 


*) Herr Stolz hat selbst bereits im Jahrb. d. Fortschr. d. Math. VII. Bd. 
p. 157 auf die Ungiiltigkeit seines Beweises aufmerksam gemacht, nachdem ich 
in einem Briefwechsel mit ihm (April 1875) meine Bedenken gegen seinen Beweis 
zur Geltung gebracht hatte. 
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nicht zugestanden werden kann, wird nun durch folgendes Beispiel 
gezeigt; setzt man: 
v2 (1—2) (o-+1) #(t—#) _ 


Pr (2) = “vat + (1—a)  (v+1)a® + (i— a)’ 
so ist fir O< aa: 


x2(1—2) = x 
SH a? (7), 


trennt man die ersten » — 1 Glieder der Reihe ab, so ist der Rest: 

nx(l—zx 

R,(«) = ate oF ’ 
er wird zwar fiir jedes einzelne 2 mit unendlich wachsendem n un- 
endlich klein, aber wie oben gezeigt wurde nicht in gleichem Grade, 
weil es kein noch so grosses n giebt, so dass fiir alle Werthe von 
x>0O und <1 die Ungleichung bestiinde: 
1 


R,. (x) 2 2 r 
In der That hat man fiir jedes n: 
1 1 
R, a= 2° 


Wie ich nachtriiglich von befreundeter Seite aufmerksam gemacht 
werde, hat sowohl Herr du Bois-Reymond in der oben citirten 
Abhandlung, Note 1, ein ahnliches, wenn auch complicirteres Beispiel 
gegeben, wie auch Herr Darboux in seiner mir bisher unbekannt 
gebliebenen Abhandlung ,,Mémoire sur les fonctions discontinues“ die 
nimliche Frage discutirt, so dass ich den genannten Herren in diesem 
Punkte mit Vergniigen die Prioritiit zugestehen kann. Das folgende 
von Herrn Darboux herriihrende Beispiel bietet noch ein besonderes 
Interesse dar, indem es nicht nur eine Reihe liefert, die ungleichmiissig 
convergirt und dennoch eine stetige function darstellt, sondern auch 
die bestimmte gliedweise Integration in einem Intervalle, dessen einer 
Endwerth 0 ist, nicht zulisst. 

Man hat fiir jedes reelle a: 


Qre-* = >) (Qyre- — 2(v4 1) we-+*"); 
= : 
der Rest nach Abtrennung der » —- 1 ersten Glieder ist hier: 
é 
Rts) oc Rawr. ean ale ake J R,(a)da = (1—-e-*F), 


welches Integral mit wachsendem » nicht unendlich klein wird. 


Halle a. d. Saale, im December 1879. 









Zur Theorie der Thetafunctionen von beliebig vielen 
Argumenten. 


Von 


M. Noeruer in Erlangen. 


In dem vorliegenden Aufsatze soll die Darstellung des Additions- 
theorems der Thetafunctionen und der Thetarelationen, welche von 
Weber fiir die Functionen von 3 Argumenten*) und von mir (Math. 
Ann. XIV, pag. 248) fiir die von 4 Argumenten durchgefiihrt worden 
ist, auf die Thetafunctionen von beliebig vielen, p, Argumenten aus- 
gedehnt werden. Zu diesem Zwecke sind nicht eigentlich weitere 
neue Hilfsmittel in die Theorie einzufiihren; vielmehr handelt es sich 
wesentlich nur darum, einzelne in dem letztgenannten Aufsatz nur 
voriibergehend zu Grunde gelegte Gesichtspunkte in ihrer vollen Be- 
deutung hervortreten zu lassen und die entsprechenden Hilfsmittel 
weiter auszubilden. 

Zuniichst ist die Untersuchung der Gruppirungsverhdiltnisse der 
Thetacharakteristiken (Abschnitt I.) die Grundlage der ganzen Ent- 
wicklung; und hierzu dient der auch schon friiher benutzte und als 
allgemein bezeichnete (Ann. XIV. p. 250) Ausgangspunkt: durch 
Betrachtung der zwei ,,Gruppen‘’ gewisser Art gemeinsamen Charak- 
teristiken die Theorie der p-reihigen (auf #-Functionen von p Argu- 
menten beziiglichen) Charakteristiken auf die der (p—1)-reihigen 
zuriickzufiihren. Dabei wird insbesondere von den Substitutionen, welche 
die Charakteristikenbeziehungen unverandert lassen (§. 1.) — und welche 
zuerst von C. Jordan angegeben worden sind**) —, in ausgedehnterem 
Masse Gebrauch gemacht. Auf diesem Wege tritt sogleich die Unterschei- 
dung zwischen den 2?” eigentlichen und den 2?” —1 Gruppen -Charakte- 
ristiken klar hervor; und indem bei den letzteren der Charakter der 
Geraden oder Ungeraden gar nicht in Betracht kommt, zeigt sich die 
Nothwendigkeit, die denselben zugeordneten Systeme aus geraden 


*) H. Weber, Theorie der Abel’schen Funct. vom Geschlecht 3. Berlin 1876. 
**t) C. Jordan, Traité des substitutions, p, 229. 
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Charakteristiken ganz ebenso zu behandeln, wie friiher diejenigen aus 
uugeraden. Durch dieses gleichmissigere Verfahren werden jetzt die 
Beweise zu gleicher Zeit viel einfacher und durchsichtiger, und es ge- 
lingt jetzt, durch wenige Betrachtungen die Systeme von Gruppen 
(§ 2.—§ 5.) und siimmtliche Systeme von eigentlichen Charakteristiken 
(§ 6.—§. 10.) herzustellen. — Es wiirde sich hieraus auch ohne 
Weiteres eine Gruppentheorie der zugehérigen Substitutionen bilden 
lassen; indessen ist hier nur voriibergehend (§ 5., 3.; § 11., 2.,6.) auf 
diesen Punkt hingewiesen worden. 

Eine allgemeine Theorie der Charakteristiken, wie sie im ersten 


Abschnitte gegeben ist, — nimlich eine solche, welche nur Eigen- 
schaften benutzt, die bei den den Charakteristikenbeziehungen eigenen 
Substitutionen invariant sind — wird nothwendig, sobald man einen 


Ueberblick iiber soleche Beziehungen gewinnen will. Die bisher nach 
Weierstrass oder Riemann angewandten Methoden zur Aufstellung 
von Systemen fiir p > 3 geniigen dieser Forderung nicht, wie man schon 
daran erkennen kann, dass der wesentliche Unterschied zwischen eigent- 
lichen und Gruppencharakteristiken, von denen die ersteren in zwei 
getrennte Classen zerfallen, die anderen ein einziges System bilden, 
dabei nicht zum Ausdruck gekommen ist. Ausserdem hat die Methode 
von Weierstrass*) und Riemann**) eine weitere Theorie zur Grund- 
lage: die Normirung der Wege fiir die hyperelliptischen Integrale 
und die Siitze tiber das Verschwinden der zugehdrigen Thetafunctionen, 
und liefert zunaichst nur ein bei Beiden identisches specielles System. 
Zwar ist neuerdings von Schottky***) eine davon unabhingige Ent- 
wicklung eines solchen speciellen Systems gegeben worden, aber 
wiederum ohne Darstellung der charakteristischen Eigenschaften, welche 
den Uebergang zu den allgemeinen Systemen bewirken wiirden. Auch 
die von Prym7+) gegebene Ausdehnung des Riemann’schen Satzes 
auf alle Zerschneidungen der 2-bliittrigen Ebene in eine einfach zu- 
sammenhiingende giebt zunichst nur die Existenz der Systeme, aber 
noch keine Uebersicht iiber deren Gestalt und Zusammenhang. — 
Kinige allgemeine Siitze iiber Gruppencharakteristiken hat neuerdings 


*) Kénigsberger, Ueber die Transform. der Ab el’schen Funct., Borch. J. 64. 
**) Prym, Zur Theorie der Funct. in einer 2-blittrigen Ebene. Ziirich 1866. 
***) Schottky, Abriss einer Theorie der Abel’schen Funct. von 3 Var., 

I, Theil. Breslau 1878. 
+) Prym, a.c. O., 3 12. Unser Ausdruck ,,Gruppencharakteristik“ ist 
nicht mit dem bei Prym vorkommenden zu verwechseln. Der letztere wiire 
identisch mit ,,einer Gruppencharakteristik zugeordneten halben Periode“, Perioden, 
die wie jene Charakteristiken nur eine Classe bilden; der erstere Begriff tritt bei 
Prym nicht «xplicite auf. Den eigentlichen Charakteristiken sind die zwei Classen 
von Thetafunctionen zugeordnet. 
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Jordan (Compt. Rendus) mitgetheilt, wie es scheint mit ahnlichem 
Ausgangspunkt, wie der hier benutzte. 

Um eine Anwendung der vorgetragenen allgemeinen Theorie zu 
geben, behandle ich im § 11. die Methoden zur Auflésung derjenigen 
Gleichungen, deren Wurzeln den Charakteristiken oder Systemen von 
solchen zugeordnet werden kénnen; insbesondere also die Gleichungen, 
welche zur Zweitheilung der Perioden der Abel’schen Functionen 
dienen. Man kann diese Gleichungen lésen z. B. durch die successive 
Aufsuchung je einer Wurzel von Gleichungen der Grade 

2?ep — 1, 22-1) — 1, ---, 26— 1, 
hierauf die vollstiindige Auflésung einer allgemeinen Gleichung vom 
6" Grade und dann von p? — 4 quadratischen Gleichungen. 

Aus jedem ,,ausgezeichneten“ (§ 8.) Charakteristikensystem kann 
man leicht Systeme von 2” eigentlichen und von 2” zugehdérigen 
Gruppencharakteristiken bilden (§ 13.), deren Benutzung unmittelbar 
zu einem Ausdruck fiir das Additionstheorem der allgemeinen ®-Func- 
tionen fiihrt (§ 14.)*). Aber die Coefficienten dieses Ausdrucks werden 
selbst wieder Summen von je 2”-* Producten; und die Specialisirung 
der Variabeln in diesem Ausdruck liefert, sobald p > 4 ist, nicht 
mehr die einfachsten Thetarelationen, welche iiberhaupt existiren. 

Eine genauere Untersuchung, insbesondere der bemerkenswerthen, 
in lineare Factoren zerfallenden, Determinante der Gleichungen, aus 
welchen das Additionstheorem abgeleitet worden ist (§ 15.), ergiebt 
nun, dass eine fundamentalere Formel als die genannte existirt, eine 
Formel, in welcher alle Coefficienten eingliedrig werden, wiihrend 
freilich die linke Seite selbst eine Summe von 2?—* Ausdriicken mit 
zusammengesetzten Argumenten wird (§ 16.). Diese Fundamentalformel 
der Theorie, welche auch fiir p= 4 noch nicht in meinem oben ge- 
nannten Aufsatz (Ann. XIV.) enthalten ist, liefert sogleich die Theta- 
relationen (§ 17.) in Formen, die ebenso einfach sind, als fir p = 3 
(Weber) und fiir p—4; und die Theorie der Charakteristiken er- 
laubt ferner, auch die wichtige Frage nach den Beziehungen zwischen 
diesen Relationen wenigstens anzugreifen und eine Reihe solcher fest- 


*) Die Resultate bis § 14. incl, (excl. § 11.) finden sich kurz in meiner Note 
Ueber die Thetacharakteristiken‘‘, Sitz-ber. der Erl. Soc, v. 28. Juli 1879 (H. 11., 
p. 198) angegeben und waren schon lingere Zeit vorher in meinem Besitze. Das 
Additionstheorem in der obigen Form, aus dem friiher genannten speciellen 
System abgeleitet, ist seitdem auch von H, Stahl (Borch. J. 88., H. 2., ausgeg. 
den 14, Oct. d.J.) mitgetheilt worden, ohne Uebersicht tiber die Thetarelationen. -— 
Eine eben (zur Zeit des Druckes dieses Aufsatzes) erschienene weitere Note von 
Stahl (Borch. J.) giebt eine unabhiingige Definition des Riemann’ schen Systems 
von Gruppencharakteristiken, aber ohne den Existenzbeweis und ohne Unter- 
suchung der Bildungsweise und Zusammenhiinge (Dez. 30.). 
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zustellen (§ 18.)*). — Zum Schlusse (§ 19.) gebe ich eine Anwendung 
auf die Functionen fiir p = 5, wobei ich insbesondere die Bedingungen 
discutire , unter welchen die #-Functionen zu hyperelliptischen werden. 


1. Abschnitt, 
Die Thetacharakteristiken. 


§ 1. 
Definitionen und Operationen. 


1. In diesem ersten Abschnitte handelt es sich um eine Theorie 
der 2°? p-reihigen Zahlencomplexe, welche aus 


; a Ned “fe a 
(a) (* ng ) 
? 
Nd @eee a 
me me m* 
entstehen, indem man allen Zahlen v* und m* unabhiingig von ein- 


ander die Werthe 0 oder 1 beilegt. Dieselben werden als eigentliche 
p-rethige Charakteristiken, oder kiirzer, wo keine Verwechslung ent- 
stehen kann, als ,,Charakteristiken“: bezeichnet. 

Insbesondere sei n°? = m°? = 0, also 


@...% 
ee 


Eine Charakteristik (@) wird gerade oder ungerade genannt, je 
nachdem 


(0) = 


a= 
a ye 
n, m, 
a=l 


gerade oder ungerade ist. Dieser Ausdruck wird im Folgenden kiirzer 
mit 
> n* me 
a= 
a 

5 ne me 
a=1 

> n= me, 


I. Es giebt Rp, = 2?-! (2? —1) ungerade, S, = 2?—1(2P 4-1) gerade 
Charakteristiken. 


bezeichnet; allgemeiner 


mit 


*) Diese weiteren Resultate habe ich in einer Note in den Erl. Ber. vom 
10. Nov. ,,Ueber die allgem, Thetafunctionen“ kurz mitgetheilt. Der Inhalt von 
§ 15. und § 16. ist von mir auch in der Sitz. der math. Section der Naturforscher- 
versammlung in Baden (Sept. d. J.) gelegentlich erwihnt worden. 
Mathematische Annalen. XVI. 18 
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Denn sei hier, wie im Folgenden durchaus, gesetzt : 
R, = 2e—"(2#—1), S,, == 2e-1(2e 4-1), 
Wir nehmen den Satz I., der fiir p = 1 richtig ist, fiir die (p—1)- 


reihigen Charakteristiken als richtig an; ergiinzt man sodann die R,_, 
ungeraden (p— 1)-reihigen Charakteristiken durch eine der drei Reihen 


eos . 1 
g oder ; oder 0° 
die S,_; geraden (y—1)-reihigen Charakteristiken durch die Reihe 
1 
1 


zu p-reihigen, so erhilt man alle ungeraden Charakteristiken dieser 
Art, niimlich 
3RyA + Spa = Rp; 
und ebenso, durch Vertauschung dieser Ergiinzungen, die 
3Sp1 + Rp = S, 
geraden Charakteristiken. 
Als Summe (aB) zweier Charakteristiken 


ne ee n, ne “ee n? 
(a) — ~ a my (B) — 3 8 
my +++ Mm) m+ > +m, 
sei der Ausdruck bezeichnet: 


mre... tl 
©) +0) = (6) = ( ")? 


meF.. me? 
1 P 
wo 
— ——_— ed 
m, = ®, + n, 
(mod, 2). 
mo? = m* + mé 
oe a a 
2. Wir ordnen nun alle diejenigen Paare von einander verschie- 
dener ungerader Charakteristiken, sowie diejenigen Paare von einander 
verschiedener gerader Charakteristiken, welche dieselbe Summe (r) 
geben, zu einer Gruppe zusammen, und geben auch dieser Gruppe 
eine ertsprechende Charakteristik 
[r], 


die wir Gruppencharakteristik nennen. Sei 


=—@+@=—@¢)+6)=--:, 
wo (a) und (8) entweder beide gerade oder beide ungerade sind, 
ebenso (a’), (B’), ete., so sagen wir, dass (a), (8), (a’), --+ in der 
Gruppe [r] enthalten, und zwar (a), (8) gepaart enthalten sind. 
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II. Es giebt 2°? — 1 Gruppencharakteristiken. 
‘Denn alle Zahlencomplexe 


r r 
Morr Ne 
a Co 
mi: +> m 
Pp 
treten als solche auf, ausgenommen [(]. 

3. Zu den beiden in 1. und 2. angegebenen Bedeutungen der 
Zahlencomplexe, («) und [r], fiigen wir noch eine dritte, die einer 
Substitution. Seien niimlich wieder, wie in 2., die Zerlegungen der 
Gruppe [7]: 

(1) = (e) + (B) = (@’) + (B) => +55 


so bezeichnen wir mit 
{r} 


diejenige Substitution, welche die in der Gruppe [7] enthaltenen Charakte- 
ristiken in die mit ihnen darin gepaart auftretenden tiberfiihrt, d. h. 
(«) mit (8), (@’) mit (6’) ete. vertauscht, die nicht in [r] enthaltenen 
Charakteristiken aber unveriudert lisst. 

Um die weiteren Eigenschaften einer solchen Substitution {1} 
zu ermitteln, betrachte man eine gerade Anzahl von Charakteristiken, 
in deren Summe alle Elemente zu 0 (mod. 2) werden, eine Summe, die 
wir deshalb = 0 setzen: 


(1) (4) ++ (a2) + +++ + (@2u) = 0. 
Von diesen Charakteristiken (a,), + --(@2,) seien v, niimlich 


(a), (a), +++ (a), 


gerade, die iibrigen 24 -— v ungerade; also: 


; : % 
> nm = Dn” mr =. = > ny m” =0, 


(mod. 2). 
7 a, a aon a 2 ay. Bien a, a) a 
> nm Ht Prin t=... = nem ?e= 1, 
Ferner sei: 
yn mm" =68,, ey yn" m"” =46,, 
(mod. 2). 


y. — 9 a as 
Dn OH gy =f4i+1,--+, > n’ “2H my" “2u = e+ 1, 


So oft nun eine Zahl ¢2 = 0 ist, wird die entsprechende Charakteristik 
(%,) durch die Substitution {17} bez. in (rae) tibergefiihrt, im andern 


Falle nicht. Addirt man aber die letzteren Congruenzen und benutzt 
die ersteren, so ergiebt sich: 


18* 
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Qu > nm” + i ee ey een ee 


+ > n" m* +. of > n me = 2y — v= 
HSetat---+a&, +24 —v; 


& te +:---+&,=0 (mod. 2); 


d, h. in der Summe 


(1) (0) + (@) +--+ + (Gan) = 0 

wird nur eine gerade Anzahl der (e,) durch die Substitution {r}\ je 
um (r) vermehrt, so dass die ganze Summe nach der Substitution un- 
verindert = 0 bleibt. 

Dasselbe findet natiirlich auch statt, wenn man verschiedene Sub- 
stitutionen der Form {7} nach einander ausfiihrt. Man erhiilt da- 
durch neue Substitutionen, welche unter den urspriinglichen der Form 

r\ im Allgemeinen nicht enthalten sein werden. 

Auf die Form (1) lisst sich jede Relation zwischen den Charakte- 

ristiken bringen; denn hitte man eine wngerade Anzahl 


(@,) + (@) + ++ + + (G@u—1) 
von Charakteristiken, in deren Summe alle Elemente congruent 0 
werden, so setze man: 
(0) + (02) +++ + (@au—1) + 0) = 9. 

4. Aus 3. folgt, indem man eine oder zwei Charakteristiken (ag) 
in der Beziehung (1) auf die rechte Seite bringt: dass man jedem 
System, das aus einer ungeraden Anzahl von Charakteristiken besteht, 
als Zeichen eine der 2°” eigentlichen Charakteristiken zuordnen mag, 
nimlich dasjenige der Summe der Charakteristiken des Systems; wnd 
dass man jedem System, das aus einer geraden Anzahl von Charakte- 
ristiken besteht, als Zeichen eine der 2?” — 1 Gruppencharakteristiken 
zuordnen mag, ebenfalls das der Summe, wenn nimlich diese Summe 
nicht selbst schon = 0 ist, was wir im Folgenden ausschliessen kénnen. 

Kine Substitution {7} iindert dann im Allgemeinen sowohl System, 
als Zeichen des Systems, aber liefert immer wieder eine der Definition 
entsprechende Zuordnung. 

Wir bezeichnen ein solches System und sein Zeichen im ersten 
Falle auf die Art: 


also: 


(@,) = (@,), (@),°-- (G2), 


im zweiten Falle auf die Art: 


[ a, «| — (a3), (a), los (G24), 


wenn beide Male 
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(%) + (@) Fo + (au) = 9 
ser sollte. Zum zweiten Falle gehéren zum Beispiel die Zerlegungen 
von Nr. 2. dieses §, die hier so zu schreiben sind: 


r}=@, (A=), @)=--- 

Die wesentliche Verschiedenheit in dem Verhalten der beiden be- 
trachteten Arten von Systemen zeigt sich nun durch folgenden Satz: 

Ill. Die aus einer ungeraden Anzahl von Charakteristiken bestehen- 
den Systeme zerfallen in zwei villig getrennte Classen, niimlich je nach- 
dem ihr Zeichen cine der S, geraden oder aber eine der R, ungeraden 
eigentlichen Charakteristiken ist. Die erste Classe besteht aus S, Unter- 
classen, die einander in jeder Dezichung vertreten kinnen; die zweite 
Classe aus It, Unterclassen, die ebenfalls unter sich villig gleich- 
- werthig sind. 
- Die aus einer geraden Anzahl von Charakteristiken bestehenden 


a Systeme zerfallen in 2?” —1 Classen, von denen jede aus gleichviel 
Systemen, in gleicher Weise geordnet, besteht; den 2?” — 1 Gruppen- 
- charakteristiken entsprechend. 


In der That ist es durch die Substitutionen nicht méglich, eine 
gerade eigentliche Charakteristik in eine ungerade tiberzufiihren. Da- 
9 vegen kann man irgend eine gerade Charakteristik («) in die beliebige 
gerade Charakteristik (6) durch die Substitution {«B} iiberfiihren; und 
ebenso, wenn (@) und (8) ungerade sind. Alsdann gehen auch alle 
Systeme von («) in ebenso geordnete von (A) tiber. Die gerade Cha- 


) rakteristik (0) ist dabei vor den iibrigen in nichts ausgezeichnet. Der 


° letzte Theil des Satzes 11]. wird sich aus folgendem Satze ergeben: 

f 1V. Eine Gruppencharalteristik [r\| wird durch eine Substitution 
h fs} im [rs] tibergefiihrt oder bleibt unverdndert, je nachdem K,.,,= 1 
. oder — 0 (mod. 2), wo 

n K,,.= > w m® + n'm") 

e gesetzt ist. 

l. Denn man zerlege [7] etwa in die Summe zweier geraden Cha- 
l, rakteristiken : 

a (r) = («) + (6), 


so wird 


“ > n* me = > ne me = 0, | 
) , 
> nn? mie =e, > nb ms? = € | 


XC m + nim") = K,,=e+eé (mod. 2), 


so dass durch {s} fiir K,,,= 1 eine der Gréssen (a), (8), also (1), 


(mod, 2), 


also: 
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um (s) vermehrt wird, fiir K,,,== 0 keine oder beide Gréssen («), (A), 
was der Satz IV. ist. 

Es muss nun immer Substitutionen geben, welche irgend zwei 
Gruppencharakteristiken, [7] und [r’], in einander tiberfiihren. Denn 
entweder hat man 

K,.. =1 (mod. 2); 
dann leistet dieses nach 1V. die Substitution {rr}, da 
K,,rr = K,,+ + Kir = Kr =1 (mod. 2). 
Oder es ist 
K,,, =0 (mod. 2); 
dann bestimme man einen Zahlencomplex (#) von der Art, dass die 
Relationen 


Kk, = pe (n? m” + nm") = 0 
K,,. = > (n™ m* + né m”™) = 1 (mod. 2) 
Ky, = Be (nm + nt m”) = 1 


zugleich erfiillt sind, was immer und auf mehrfache Art (s. unten § 2.) 
méglich ist; dann erreicht man die Ueberfiihrung durch die beiden 
auf [r] nach einander ausgefiihrten Substitutionen {rt}, {rt}, da 
durch die erstere Substitution [7] in [f] tibergeht, wegen K,.,,= 1, 
durch die zweite [¢] in [7], wegen K,,,= K,y,,=1. Diese Ueber- 
fiihrung ist dann unméglich, wenn eine der beiden Gruppencharakte- 
ristiken, [7] oder [7’], =O wiire, und dieses bleibt daher ausge- 
schlossen. Die iibrigen 2?” — 1 Gruppencharakteristiken, mit ihren 
Systemen, sind aber alle gleichwerthig, wie es der Satz III. aussagte. 


§ 2. 
Gruppenbeziehungen. 


Ueber die Gruppen und ihre Beziehungen existirt eine Reihe von 
Siitzen, die hier abgeleitet werden sollen. 

V. Jede Gruppe [r) besteht aus Rp. Paaren von je zwei unge- 
raden und aus Sp, Paaren von je zwei geraden Charakteristiken. 

Denn da sich die R, ungeraden Charakteristiken auf 4 R, (R,—1) 
Weisen in Paare combiniren lassen und da jede der 2?” — 1 Gruppen nach 
Satz IIL. gleichviele dieser Paare enthiilt, so besteht eine-Gruppe [7] aus 


FP Ry 


solcher Paare. Ebenso folgt der zweite Theil des Satzes. 
VI. Zwei Gruppen [r], [s], welche in der Bezichung K,,,=1 
stehen, enthalien Rp, ungerade und S,1 gerade Charakteristiken ge- 
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meinsam. Diese treten zugleich in keiner der beiden Gruppen gepaart 
auf; d. h. jedes Paar der Gruppe [r| enthélt eine Charakteristik, welche 
zugleich in [s| vorkommt. Drei Gruppen [r], [s], [rs], fiir welche 
K,,,; = 1, enthalten keine Charakteristik gemeinsam. 

Der erste Theil dieses Satzes ist nur eine andere Formulirung 
des ersten Theiles von IV. Der letzte Theil folgt unmittelbar daraus, 
indem man die Gruppe [rs] durch Verbindung entsprechender Paare 
von [rv] und [s] bildet, auf die Weise: 


h=(), M@=(C'), @C)=---, 
[s] = (@), (y) == (@’), (y’) — aan) 
[rs] = (8), 1) = 6), (Y)=---. 


VII. Zwei von einander verschiedene Gruppen [r], [7], welche in 
der Beziehung K,,,- = 0 stehen, enthalten, fiir p > 1, 4R,-2 ungerade 
und 48,-2 gerade Charakteristiken gemeinsam. Dieselben treten in jeder 
der beiden Gruppen gepaart auf und je 4 der ungeraden ordnen sich 
zusammen, ebenso je 4 der geraden. In drei Gruppen [r], [r'], [rr], 
fiir welche K,,,~ =0, kommt jede Charakteristik einmal oder dreimal 
vor, also die zweien gemeinsamen auch in der dritten. 

Denn sei («) irgend eine Charakteristik; so wird die Summe: 


> (n?* mre + n” = mr @ +n em @) = 
= > {nr m™ Ent m” (ne me +n” mr’) + (nm + nmr) } 
-f- pa { (m7? m* + nem?) + (nem + nem”) + 3ne me} = 


=>’ n*m* (mod. 2), 


d. h. es sind entweder eine oder drei der Charakteristiken (ra), (r' «), 
(rr a) mit («) zugleich gerade, beziiglich ungerade, was der letzte Theil 
von VII. ist. Ferner sind die zweien der Gruppen gemeinsamen Cha- 
rakteristiken in jeder der Gruppen nur gepaart enthalten, nach Satz IV.; 
man hat also die folgende Bildungsweise, wenn (a), (8), (a), (6) 
alle gerade oder alle ungerade sind: 

N=@, @=S=C) ®O=:-> 

[7] == (@), (a’) = (B), (6) =S""',y 

(rr'J= (8), (¢)=(@), (B)=-*+ 

wo sich denn (a), (8), a’), (6’) zusammenordnen. 

Sei endlich w die Anzahl ungerader, v die Anzahl gerader Charakte- 
ristiken, welche zugleich in [7] und [r’], also auch in [rr’], enthalten 
sind, so folgt daraus, dass jede Charakteristik in [1], [7°], [r7’] ein- 
mal oder dreimal auftritt: 
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u+6(Ra— >)=—k,, 
v+6 (Spa — 7) =, 


woraus 
u=4Rh,2, v =—48,-2, 
womit VII. vollstiindig bewiesen ist. 

VIIl. Zu einer gegebenen Gruppe [r| giebt es noch 2?”-! Gruppen 
[s], fiir welche K,,,= 1, und 2?»-' — 2 Gruppen [r’| (wenn man [r] 
selbst ausschliesst), fiir welche K,, == 90. Es giebt { I,, Tripel von 
Gruppen der Art [7], [s], [rs], wo K,,—1. 

Denn sei («), (#8) ein Paar in [7] enthaltener gerader Charakte- 
ristiken; eine Gruppe [s] enthialt entweder (a) oder (6), und alle |s] 
werden gebildet, indem man (@) sowohl als (8) mit allen 2?”?— nicht 
in [r] enthaltenen geraden Charakteristiken, (y), (y’),- ++, zusammen- 
setzt zu 


[ey], [By], [er], [By], ---, 
was 2-2??? Gruppen [s] liefert. Die iibrigen Gruppen, ausser [7] 
selbst, sind Gruppen [7’]. 
1X. Drei Gruppen [r], [s], [t], fiir welche 
K,,.=1, Key.=1, K,.=1, 
ohne dass {t] = [rs] ist, haben 2?‘ gerade und 2°”-4 ungerade Cha- 
rakteristiken gemein. 
Sei 
[r] = (a), (B,) S=  = (@s,_1)s (Bs,_,)> 
(s] = (a,), (71) =S---S (@s,_1)) (Ysp_1)> 
wo die (a), (8), (y) alle gerade sind; so folgt: 
[rs] = (B,), (1) = +++ = (Bsy_)s (Ys) 


Aber es ist K,,,= 0. Also enthalt, nach VII., [¢] 28,2 der Gréssen 
(8) und 28,2 der Gréssen (y), welche in [rs] enthalten sind, und 
zwar in 2S,-2 Paaren. Die tibrigen 2°?-* Paare miissen aber je eine 
der [7] und [s] gemeinsamen Charakteristiken (@) enthalten. Ebenso 
folgt der Satz fiir die ungeraden Charakteristiken. 

X. Zu zwei Gruppen [r}, [1], fiir welche K,,. = 0, giebt es noch 
227-2 Gruppen [t], fiir welche 

K,,; = Ky, =1. 


Seien niamlich (a), (8) zwei gerade Charakteristiken, welche ein 
Paar der Gruppe [7] bilden und zugleich in [r’] enthalten sind, Eine 
Gruppe [¢] muss dann entweder («) oder (f) enthalten, und alle [¢] 
werden gebildet, wenn man einmal («), sodann (8), mit allen geraden 
Charakteristiken zusammensetzt, welche weder in [7], noch in [7'] 
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enthalten sind. Von diesen letzteren Charakteristiken (y) giebt es, 
wie_aus VII. folgt, 2?”-°; also sind die Gruppen 


(«y], [By] 
d. h. die [¢] an Zahl 2??-, 
Diese Siitze lassen sich nach mehreren Seiten hin vervollstindigen. 
Ich verfolge indessen nur eine Richtung weiter, welche zum Haupt- 
satze meiner Theorie fiihrt, 


§ 3. 
Zuriickfiihrung der Theorie der p-reihigen Charakteristiken auf die der 
(» — 1)-reihigen. 

Xl. Es giebt Substitutionen, welche irgend zwei Gruppen |r], [s}, 
fiir welche K,,,== 1, tiberfiihren in irgend zwei andere Gruppen [r'], 
[s'], fiir welche Ky,» = 1. 

Zunichst ist klar, dass durch eine Substitution die Beziehung 
K,,, zwischen zwei Gruppen |r], [s| nicht verindert wird, nach der 
in VI. und VII. gegebenen Bedeutung der Zahl X,,, fiir [vr] und Ss]. 
Man mache also zuerst, nach dem am Schlusse von § |, Entwickelten, 
eine Substitution, durch welche die Gruppe [s'] in [s] itibergefiihrt 
wird; fiihrt dieselbe Substitution [7] in [7,] tiber, so hat man auch 
K,,,;=1. Es bleibt dann die Aufgabe, die Gruppen 


[7,], [s], wo K,,,=1, 
[r], [s], wo K,,; = 1. 


Entweder ist nun K,,,== 1. Daun wird die Ueberfiihrung un- 
mittelbar durch die Substitution {rr,} geleistet; denn wegen K,r,s==0 
bleibt dabei [s] unveriindert. 

Oder es ist K,,,, = 0. Dann bestimme man zunichst einen Zahlen- 
complex [¢], fiir welchen 

K,,: = K,,,.= K,:=1, 
was nach dem folgenden Satze immer geschehen kann. Macht man 
aber die Substitutionen {r,¢}, {r¢} hintereinander, so erhilt man aus 
[r,| zuerst [¢], sodann [r], wihrend [s] beide Male unverandert bleibt. 
— Der hierbei benutzte Satz lautet so: 


XII. Zu gegebenen Gruppen 
(r], [r:], [s], 
K,,,=90, K,.=K,,,,=1,. 
giebt es 2?”-3 Gruppen [t], fiir welche: 
K,,. = K,,,; = 


tiberzufiihren in 


fiir welche: 


2¢ 1. 
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Denn seien, genau wie bei X., (a), (8) zwei gerade Charakte- 
ristiken, welche ein Paar der Gruppe [r] bilden und zugleich in 
[v,] enthalten sind. Die Gruppe [s] wird dann etwa von der Form 


[s] = [«y,] 


sein, wo (y,) eine derjenigen geraden Charakteristiken (y) ist, welche’ 


weder in [r], noch in [r,] enthalten sind. Die Gruppen [é] sind 
dann, nach X. und VI., in den Formen enthalten: 


[69], [ad’), 
wo (0) irgend eine solche der oben mit (y) bezeichneten Charakte- 
ristiken ist, die zugleich in [s] enthalten ist, (6’) irgend eine solche 
der Charakteristiken (y), die nicht in [s] enthalten ist. Nun giebt es 
222-3 Charakteristiken (vy), d. h. ebensoviele (0) und (é’) zusammen- 
genommen; also ebenso viele Gruppen [60], [ad’| oder [¢], was der 
Satz XII. ist. — Man kann noch bemerken, dass es 2S, 2 Charakte- 
ristiken (0) giebt. — 
Der Satz XI. laisst eine sehr wichtige Anwendung zu. Sei 


we 00.--01 : 00.---00 
1=[00...00) I=[o0 21.0 |; 


so sind alle Charakteristiken von der Form: 


a a a 
” Mes: rad 
a a a 
m, M,+* - m,_,9 
sowohl in [r’] als in [s’] enthalten und stellen iiberhaupt alle R,_, 
ungeraden und S,_; geraden Charakteristiken vor, welche [r’] und [s‘}, 
fiir die K,,,;= 1, gemeinsam sind, Die Relationen, welche diese 
Charakteristiken untereinander eingehen, sind genau dieselben, wie 
diejenigen, welche zwischen den FR, , ungeraden und S,-; geraden 
(p —1)-reihigen Charakteristiken 
a «“ a 
nmr My 
mime: : mr 
iiberhaupt existiren, da bei jeder beliebigen Summirung jener Charakte- 
ristiken immer wieder eine derselben Art erhalten wird. Aber unsere 
Substitutionen lassen diese Relationen bestehen, und erlauben nach XI. 
die Gruppen [r’], [s'] in irgend zwei Gruppen [r], [s] tiberzufiihren, 


fiir welche K,,=1. Dieses liefert sogleich den Hauptsatz unserer 
Theorie: 


XIII. Die R,-1 wngeraden und S,-1 geraden p-reihigen Charakte- 
ristiken, welche in irgend zwei Gruppen [r], [s]. fiir die K,,,= 1, ge 
meinsam enthalten sind, stehen unter einander genau in densclben Be- 
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ziehungen, wie die tiberhaupt existirenden R,_, ungeraden und S,_, 
geraden (p—1)-reihigen Charakteristiken. 

Dieser Satz kann nun zu einer Eintheilung aller Gruppen benutzt 
werden, mit Hiilfe der in dem folgenden Satze ausgesprochenen Er- 
lauterung : 

XIV. Bei dem in XIII. gegebenen Entsprechen treten an Stelle der 
bei den (p — 1)-reihigen Charakteristiken vorhandenen 2?(”— — 1 Gruppen 
[r,'] diejenigen 2?7>—) — 1 Gruppen [r,], fiir welche 


K,,», = 3,7; =e. 


Ebenso wie der Charakter des. Geraden oder Ungeraden der eigentlichen 
Charakteristiken geht dabei auch die Beziehung K,,,,; zwischen zwei 
Gruppen [r,'], [s,] aus den (p —1)-reihigen Charakteristiken in dieselbe 
Bezichung K,,,,, 2wischen den unter den p-reihigen Charakteristiken 
entsprechenden Gruppen [r,], [s,] tber. 

Denn seien die Zerlegungen von [7] und [s] in Paare gerader 
Charakteristiken : 


[r] = (@,), 6) =--- = (@s,_1), (Bs,_1)> 
[s] = (a), (7; S- (@s,_,) (Ys, _1)+ 
Kine Gruppe [r,] nun, fiir welche 
K,.,, = K,,,, =9, 


enthilt, nach VII., 2S, der Gréssen (a), und die (8) und (y) mit 
gleichem Index. Aber dabei muss nothwendig in [r,] ein (ag) immer 
mit einem (a) gepaart sein: denn andernfalls wire [r,] = [a 6 ] und 
(6) miisste dann, wegen K,,,, = 0, auch in [s] enthalten sein; was 
nicht stattfindet. Man erhilt daher alle Gruppen [r,], indem man 
irgend zwei der Sp, geraden Charakteristiken (a), welche [1] und [s] ge- 
meinsam sind, mit einander combinirt. Dies giebt, indem man nach 
Satz XIII. den fir die (p—1)-reihigen Charakteristiken auszudriicken- 
den Satz Ll. anwendet, im Ganzen 2?°-") — 1 Gruppen [7,]. In der 
That liefern je Sp, Combinationen der S,_, Gréssen (a) dieselbe 
Gruppe [r,], nach VII., und man hat also 


Sp—1(Pp—1—*) Q2(p—1) _ 


Gruppen [7,]. Der letzte Theil des Satzes XIV. ist eine unmittelbare 
Folge der Bedeutung der Zahl X,,,,, fiir zwei Gruppen [r,], [s,], wie 
sie in VI. und VII. angefiihrt ist, nimlich, dass von irgend einem 
Paar (@,), (a) von [r,] fiir K,,,,== 1 nur eime Charakteristik in [s, | 
enthalten ist, fiir K,,,,—= 0 aber beide oder keine. 

Man kann hiernach alle Sitze des § 2. unmittelbar so verallge- 
meinern : 





| 
| 
| 
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XV. Die S,_; zweien Gruppen [r], [s], fiir die K,,, — 1, gemein- 
samen geraden Charakteristiken seien hier mit (a), die Rp: gemeinsamen 
ungeraden mit (b) bezeichnet. Jede der 2?(»—') — 1 Gruppen [r,], fiir die 

K, qn = ER, », = 0, 
enthilt dann Sp. Paare der (a) und R,-2 Paare der (b). 
Zwei Gruppen [r,], [s,], fiir welche 
Eo, = K,,,, = 0, K,,,s, — K;,,;, = 0, 
und zugleich 
K,, »% = 1 ? 


enthalien S,, der (a) und R,-» der (b) gemeinsam, und zwar unge- 
paart in [r,| und in [s,|. Drei solche Gruppen [r,}, [s,], |7,5,] ent- 
halten keine Charakteristik (a) oder (b) gemeinsam. 
Zwei Gruppen [r,], [7,'|, fiir welche 
K,,», — K,,,, = 0, K,,,; — K,,,,; = 0 
} a, : 0, 
enthalten, fiir p > 2, 48,3 der (a) und 4R,_s der (b) gemeinsam, die 
in jeder der beiden Gruppen gepaart auftreten. 
Zu einer gegebenen Gruppe [r,| giebt es noch 2?\?—)—! Gruppen 
der obigen Art [s,| und 2%\e-)—! — 2 Gruppen der Art [r,'|. Ete. ete. 


, 


§ 4. 
Zurickfihrung auf (p—w)-reihige Charakteristiken. 

Wendet man die Schliisse des § 3. auf die Charakteristiken von 
weniger als p-Reihen an, so ergiebt XIII. und XIV. unmittelbar die 
Zuriickfiihrung der Theorie der p-reihigen Charakteristiken auf die der 
(p—)-reihigen durch folgenden Satz: 

XVI. 2u Gruppen 

Ini], Ls]; 
[72], [s2]; 


Irn) [su], 
fiir welche ~ s 
K,,,,=1, 
dagegen 
K,,,7, = Ky, = K,,.4=9, (k 2 i), 


enthalten S,_, gerade und R,-, ungerade p-reihige Charakteristiken 
gemeinsam, welche in keiner der Gruppen gepaart auftreten. Die ersteren 
seien in diesem Paragraphen als (a), die leteteren als (b) bezeichnet. 
Fiir diese gemeinsamen Charakteristiken existiren genau dieselben Ite- 
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lationen, wie fiir die tiberhaupt vorhandenen S,_, geraden und R,_, 
ungeraden (p —)-reihigen Charakteristiken. Insbesondere treten an ° 
Stelle der bei diesen existirenden 2?(?-") — 1 Gruppen die durch Zu- 
sammensetzung je zweier der (a) oder je zweier der (b) gebildeten 
22(e—") — 1 Gruppen, d. h. alle Gruppen [ry+1}, fiir welche 


K,,, me = Ks,, ry 4s =0, 


wo i alle Werthe von 1 bis uw ahzunehmen hat. 

Man hat hiernach aus der Theorie der (p—w)-reihigen Charakte- 
ristiken sogleich die weiteren Sitze: 

XVII. Jede der in XVI. definirten Gruppen [1.41] enthiilt Sp» 
Paare aus den (a) und R,-u-1 Paare aus den (b). — Zwei solche 
Gruppen , [Tu+1) und [Sy41], fiir, die zugleich K,, 4141 == 1, enthalten 
Sp-w-1 der (a) und Ry—y-1 der (b) gemeinsam, ungepaart in [ryu4s] 
und im [Su4il; und zu eimer gegebenen Gruppe [ru41] giebt es noch 
22(v——! solcher Gruppen [Su+1|. — Zwei solche Gruppen, [1.41] und 
(rutil, fiir die Kr 44,74, =, enthalten, fiir p>w+1, 48-2 
der (a) und 4 Ry 4-2 der (b) gemeinsam, die in jeder der beiden Gruppen 
gepaart auftreten; und jede der (a), (b) tritt entweder in einer der drei 
Gruppen [tusil, (Tatil, (n+ %e4+1] oder in allen dreien zugleich auf. 

XVIII. Setzt man die in XVI. definirten Charakteristiken.(a) und 
(b) in irgend einer Weise zu Gruppen zusammen: 


[ap 4s], [be be], [ay bel, [at be], [agg be], +--+, 

so erhilt man nur solche Gruppen, welche zu den in XVI. definirten 
(Yusi| gehdren. Und setzt man die (a) und (b) in ungerader Anzahl 
zu neuen Charakteristiken zusammen, so erhdlt man immer nur wieder 
solche aus der Reihe der (a), (b). Jede dieser Charakteristiken (ay) 
liisst sich auf mehrfache Art in die Form (bob, bg) setzen; und umgekehrt 
jede (be) auf’ mehrfache Art in die Form (agazaz). Fiir wu =p -—2 
ist (bo bebe), wenn 6, t, € von einander verschieden sind, immer gerade. 
Die Summe der Charakteristiken (a) ist 0, ebenso die der (b), ausge- 
nommen fiir u =p — 1. 

Der letzte Theil des Satzes beweist sich so: Seien [ry4i], [7x41], 
WO Ky yy r'yg1 =, twei der Gruppen [741] des Satzes XVI.; da 
nach XVII. jede der Gréssen (a) in [%y4i], [nai], [uti Tupi] einmal 
oder dreimal auftritt, so folgt durch Summirung der S,_,-: Paare von 
[741], welche die Gréssen (a) enthalten, zu den analogen Paaren von 
reps] und [ryt Teti): 

2 (a) = (Mutt) (ett) + (Pepa Megs) = 95 

und ebenso fiir die Summe aller (b). Nur fiir « =p — 1 lassen sich 
aus den S, = 3 geraden und R, = 1 ungeraden Charakteristik nicht 
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zwei Gruppen [r,], [r,] bilden, fiir welche K,,,rp = 9; und alsdann 


wird & (a) + (b) = 0. 


Fiir » = p — 2 hat man S, = 10 gerade und R, = 6 ungerade 
Charakteristiken, (a) bez. (b), wo 2 (a) = 0, 2(b) =O. Sei nun (a) 
irgend ein (a), (bs) irgend ein (b). Die Gruppe [ay bg) enthiilt 
dann nach XVII. ein Paar ungerader Charakteristiken (b): (b,) + (bs), 
so dass fiir jede der 10 Charakteristiken (ag): 


(ae) = (bebrbs) = (ba be by), 
(ba) + (be) + (bt) + (bo) + (br) + (be) = 0. 


Da umgekehrt aus den sechs Gréssen (b) nur 10 von einander ver- 
schiedene Combinationen zu 3 méglich sind, so folgt, dass jede solche 
Combination ein (a) liefert. 

Neben diese Sitze iiber die Charakteristiken (a), (b), welche den 
2u Gruppen von XVI. gemeinsam sind, stellt sich nun eine andere 
Reihe von Siitzen iiber diejenigen Gruppen, welche diese (a) und (0) 
ebenfalls siimmtlich enthalten oder welche keine von ihnen enthalten. 
Um diese zu bilden, setzen wir die 24 Gruppen von XVI. in allen 
mdglichen Combinationen durch Addition zu neuen Gruppen zusammen. 
Wir unterscheiden dann, ob in dieser Zusammensetzung einer solchen 
neuen Gruppe die beiden zusammengehérigen Gruppen [r;], [s;] zu- 
gleich vorkommen, oder nur eine derselben. Jedes Paar r;s;, das in 
der Zusammensetzung auftritt, sei ersetzt durch 

1S; = t;, (@==1,2,--- 4p). 
Wir haben dann den Satz: 


XIX. Diejenigen aus den 24 Gruppen von X VI. zusammengesetzten 
Gruppen, in deren Ausdruck eine gerade Anzahl der r;s; = t; vor- 
kommt, seien mit [u), die iibrigen, bei welchen diese Anzahl unger ade 
ist, mit [v] bezeichnet. Die Charakteristiken (a) und (b) des Satzes 
XVI. sind dann zugleich alle in stimmtlichen Gruppen [u), und zwar 
ungepaart, enthalten, und in keiner anderen Gruppe. Die Gruppen 
[v], und nur diese, enthalten keine der Charakteristiken (a) (b). Von 
den Gruppen |u] giebt es S, — 1, von den Gruppen [v] giebt es R,. 

Denn die Charakteristiken (a) (b) kommen, da sie in [r;] und 
[r,] enthalten sind, wegen K,,,7, = 9 nach VII. auch in [r; rz] vor; 
ebenso, da sie in [r;7;,] und [r,] enthalten sind, auch in [r;7;,7], ete.; 
allgemein in allen Gruppen 


wenn 


[ViTETIN m *¢ ‘| und | S:SkS1Sm ee ‘|. 


Eine Gruppe [w] oder [v] ist nun von der Form: 
[tite Se HEN 8 SeeSyr ‘|, 
entsteht also durch Summirung der beiden Gruppen 
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(r’] = [rites rete ++], [s] = [SiSe>- + SirSer ++], 

wo die i,k,---,i’,k’,---,i”,k’,-++. alle von einander verschieden 
sind. Fiir eine Gruppe [w] stehen diese beiden Gruppen [r’], [s’] in 
der Beziehung 

K,,¢= 748 Kyy +: = 0, 
daher enthilt [w] alle [7’] und [s’] gemeinsamen Charakteristiken, also 
auch alle (a), (b). Vir eine Gruppe [v] stehen aber [r’], [s’] in der 
Beziehung 

Ky,¢ pa K,.,,s; + Ky, 5 + a 
und nach VI. kann keine der in [7’}, [s’] zugleich enthaltenen Charak- 
teristiken , also keine der (a), (b), in [v] enthalten sein. In den Gruppen 
|u| sind die Gréssen (a), (b) nur ungepaart enthalten, da Verbindungen 
dieser Gréssen nach XVIIJ. nur’zu Gruppen [7,41] fihren. 

Die Gruppen [w] sind alle von einander verschieden, ebenso die 

[v]. Denn wiren zwei solche Gruppen einander gleich, so wiire der 
Ausdruck, der durch deren Summirung entsteht, = 0: 


[tite “ee vi ry’ oje.¢ Si” Sp” ee | => 0. 
Aber dieser Ausdruck kann nicht 0 sein, da er immer in die Summe 
zweier solcher Ausdriicke [7"], [s’] zerlegt werden kann, fiir die K,» = 1; 
etwa in ‘ 

[ri] H+ [Site + Hye TE + + + Spr Sys -]. 

Um alle Gruppen [w] und [v] zu erhalten, bilde man zuniichst 

diejenigen derselben, [w’],[v'], welche durch Zusammensetzung der 
Gruppenpaare 


C71], (51]5 [re], (823, °° +3) (tue), [8.1] 
entstehen. Angenommen, dieselben seien an Anzahi S,—;— 1, bez. 


Ri,1, was fiir w = 2 jedenfalls richtig tst. Man erhilt dann alle [w] 
in den Formen: 


[w'] ? La’ Yu) ? [w Su] ? [Tu], [Su] ? [v’ Vu Su ’ 
also im Ganzen 
3(S,-1—1) + 2+ Ry = 8,—1 
Gruppen |«]; und alle Gruppen [v] in den Formen: 


[v), [ores [e'Sul, [resu), [ere Su], 


3 Ry-1 + 1+ (Sp1—1) = R, 


das sind 


Gruppen |v]. 
Dass nur die Gruppen [w] und [v] die Higenschaft haben, alle 


oder keine der (a) und (0b) zu enthalten, wird aus dem Satze XX. ge- 
folgert werden: 


XX. Die Charakteristiken (a), (b) und Gruppen [ru41| seien wieder 
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durch XVI., die Gruppen [u], [v] durch X1X. definirt. Dann sind die 
Charakteristiken 


(a), (ua), (vb) 


alle von einander verschieden und stellen alle S, geraden Charakteristiken 
vor; ebenso sind die 
(b), (wb), (va) 


alle von eimander verschieden und stellen alle R, wngeraden Charak- 
teristiken vor. Die Gruppen 


[uw], [ve], [et], [wrpt1], [vr u41] 
sind ebenfalls alle von einander verschieden und stellen alle 22? — | 
Gruppen vor. 
Zunichst nimlich sind die in XX. angegebenen Charakteristiken 
von einander verschieden; denn wire etwa 


(ude) = (vbe), 


[wo] = [ag bo] = [p41] 
nach XVIII. Aber diese Gleichheit ist unméglich, weil [wv] zu den 
[uw] oder (v] gehort, [7,41] aber nach XVII. nicht. Ebenso folgt die 
Verschiedenheit der Gruppen; denn etwa aus 


[urns], = [ores] 


so folgte: 


ergibe sich 

(wo) = [reps Mote] = [e412], 
was nicht der Fall ist. — Dass man in den in XX. hingeschriebenen 
Formen sodann alle existirenden Charakteristiken und Gruppen vor 
sich hat, ergiebt eine einfache Abzihlung, mit Benutzung der Rela- 
tionen: 

Sp—u Sp + Ry-p Ru = 8); 

Rp-wSp + Sp-p Ru = Ry. 


Dass, wie XIX. verlangt, die siimmtlichen Gruppen, ausser den 
[uw] und [v], immer einen Theil der (a) und (b) enthalten, folgt so: 
Von den Gruppen [7,41] sagt dies Satz XVII. aus; eine Gruppe [w7r,+1] 
aber kann nicht alle (a) und (b) enthalten, da dasselbe dann auch, 
nach VII., wegen Kur, 41 = 9, wie in [uw], auch in [7,41] stattfinden 
miisste. Ebenso enthilt eine Gruppe [vr,4:] denjenigen Theil der (a) 
und (b), welchen [74] enthalt, [v] aber nicht enthilt, wegen K, ,, 0 


a+ = 


nach VII. ebenfalls nicht. Andere Gruppen, ausser den [wu] und [v] 
selbst, giebt es aber nach XX. nicht. 
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§ 5. 
“Beispiel. Anzahl der Gruppensysteme. Substitutionsgruppen. 


1. Sei zur Abkiirzung*) in diesem § der Ausdruck 


wr ae +: ne 
per ees a ‘ 
wenn darin alle Elemente congruent 0 (mod. 2) sind, mit Ausnahme 
von *, mit (9;), wenn aber alle Elemente mit Ausnahme von m? con- 
gruent 0 sind, mit (6;) bezeichnet. Die Summe mehrerer solcher 
Charakteristiken (@;), (gx) +--+ (6;)--+ wird wie friither mit (9; 09,6; - - -) 
bezeichnet; und insbesondere soll hierbei iiberall, wo ein Paar (9; 6;) 
vereinigt auftritt, dasselbe ersetzt werden durch 
QO; 9; ~ Tie 
Wir nehmen dann, wie beim Beweise des Satzes XIII., § 3., an: 
[71] = [op], [s)] = [6p]; 
und fiigen fiir die iibrigen Gruppen des Satzes XVI. folgende hinzu: 


[72] = [op], [sy] == [6p-1]; 
[3] = [@p-2], [s3] a [6-2]; 


[%] = [@p—ntil, [Su] = [6p—v41]- 

Die in diesen 2u Gruppen enthaltenen S,_, geraden und R,_, un- 
geraden Charakteristiken (a), bez. (b), sind diejenigen, welche sich 
aus 

(@;), (00), ~(. a (Opn); 

(61), (G2), +++) (Gp—p) 
durch Addition zusammensetzen lassen, wenn man noch (0) hinzu- 
nimmt. Gerade, (a), sind dabei diejenigen Charakteristiken, in deren 
Ausdruck eine gerade Zahl der 9,6; = 1; vorkommt, ungerade, (b), die 
iibrigen. Die Gruppen [w] und [v], welche alle (a) und (0) oder keine 
derselben enthalten , setzen sich aus den 


[ep], Lepr], +++» [@p—w+tl, 
[6,], [6p-1 ly so, [Gp—p+1] 
durch Addition zusammen, wobei die [w] diejenigen S, — 1 sind, in 
deren Ausdruck eine gerade Anzahl der t enthalten ist, die [v] die 
R, iibrigen Gruppen. 
Insbesondere bestehen, fiir «=p, die in den 2p Gruppen ent- 


- haltenen Charakteristiken (a), (b) aus der einzigen geraden Charak- 


*) Vgl. Schottky in der oben citirten Arbeit, pag. 13. 
Mathematische Annalen. XVI. 
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teristik (0); und die sdémmétlichen Gruppen zerfallen in zwei Classen 
[wu] und [v] von S, — 1 und R, Gruppen. — 

2. Wir leiten jetzt aus den Siitzen des § 4. einige Abzihlungen 
her in Bezug auf die Anzahlen solcher Systeme, wie sie in § 4. be- 
trachtet wurden, und in Bezug auf die zugehdrigen Substitutions- 
gruppen. 

XXI. Von Systemen von u Gruppenpaaren der Art XVL., § 4., 
gibt es 

Rey * Baip—y ** Ba-wtn 


wees vytt 
Rie ie QF .1-2-8--+p 

Die Anzahl derjenigen Systeme dieser Art, welche zugleich alle die- 

selben S,, Charahteristiken (a) und R,~, Charakteristiken (b) ent- 

halten, betrégt: 


= 
1-2-3---p 
R, Ry (u—1) * Re quay * +» Ra Re : 


—l 9.¢ 
Qe +1-2-3---u 


os a —1)-+++ (S;—1)- 2#@—-®) 








Die Anzahl solcher Complexe von S,_, geraden und R,_, ungeraden 
Charakteristiken (a), (b), welche iiberhaupt in irgend einem der Systeme 
der Art XVI., § 4. enthalten sind, betriigt: 


*, al) Bay" Bap—y © * Ra(p— np 
N,, 2B. + By (u—sy* Ray -2)°°* Ra Re 


(und 1 fiir uw = 0). 

In der That kann man, um ein System der Art XVI, § 4., zu 
bilden, [r,] zuniichst ganz willkiirlich, also auf 2?” —- 1 verschiedene 
Weisen, [s,] sodann [s. VIII.] auf 22-1 Weisen wiihlen; das Paar 
[r,], [s,] also, da man noch [r,] mit [s,] vertauschen kann, auf 


(22? — 1) 9%? 





1 
= + By 


Weisen. Ist |r,], [s,] gewahlt, so kann dann das Paar [7,], [s,] nach 
XVI. ebenso auf 
2(p—t) __ 2(p—1)—1 
Se 


° ° 1 ° 
Weisen bestimmt werden; alsdaun [7], [s,] auf, Lscp—s) Weisen, ete. 


Endlich kann man noch die uw Paare willkiirlich permutiren, ohne de 
gegenseitigen Beziehungen der Paare des Systems, sowie die in den 
Gruppen des Systems enthaltenen Charakteristiken (a) und (b) zu 
iindern. Dies giebt die Zahl M,. 

Die Zahl N, folgt aus XIX. Sind niimlich die (a) und (0) ge- 
geben und identisch mit den in XVI. so bezeichneten, so kann man 
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fiir die erste Gruppe [r,] irgend eine der S, — 1 Gruppen [u] nehmen; 
z. B. [r,] selbst; fiir die zweite Gruppe [s,] alsdann irgend eine der 
Gruppen [w], welche mit der gewahlten [r,| die Beziehung KX,,,,=1 
haben, also eine der folgenden 


[s,], (se), [715,%], 
wenn man unter [u,| und [v,] die aus den w — 1 Paaren 


[72], [s2]; a Sa (ru), [su] 
von XVI. zusammengesetzten Gruppen [uw], bez. [v], versteht. D. h. 
[s,;] kann noch auf 1 + (S,-1 - 1) + Ry-1 = 2?™- Weisen gewihlt 
werden. Man kann dann wieder weiter die beiden Gruppen des ersten 
Paares mit einander vertauschen, also das erste Paar auf (S, — 1) -2?“— 
= Rh, Sy: Weisen wihlen, das zweite Paar analog dem ersten auf 
(Sus aa 1) 22 (—2)—-1 oe Ru Su—s 
Weisen, dieses mit dem ersten Paar vertauschen, etc.; was, mit 
Hiilfe der Relation 2R, 8, = Rz,, N, liefert. 
Der letzte Theil des Satzes ist evident. 


» 


3. Die Eintheilung der Gruppen in Systeme nach XVI. liefert 
auch sogleich eine Gruppirung der Substitutionen, welche die Charak- 
teristikenbeziehungen unveriindert lassen. 
Seien die simmtlichen Substitutionen mit 
A, B, C, eri 
bezeichnet, und ihre Anzahl sei Z. Diejenigen derselben, welche die 
beiden Gfuppen des Paares [r,], [s,] in sich iiberfiihren, seien mit 
A,, B,, C,, a rae 
und deren Anzahl mit Z, bezeichnet. Nach XI., § 3., kann man das 
Paar [7r,], [s,] in jedes andere Paar [r,’], [s,], fir das K,,,,. = 1, durch 
eine Substitution iiberfiihren, und zwar [r,] beliebig in [r,’'] oder in 
(s,’] - [r,’], [s;] sind dabei (s. 2. § 5.] auf Ry, verschiedene Weisen 
wihlbar, und jeder einzelnen entsprechend sei eine bestimmte, im 
Uebrigen beliebige, Substitution ausgewiihlt, welche [r,] in [7,'], [s,] 
in [s,’] tiberfiihrt,. Diese Ry, bestimmten Substitutionen seien mit 
A, B, r, Mee » 
bezeichnet. Die Substitutionen A, B, C, --+ sind dann das Product 
| der Substitutionen A,, B,, C,, --- und A, B, [, +--+, also: 
XXII. Die scimmtlichen Substitutionen A, B, C, --- sind in der 





{ Form darstellbar : 


A,A, B,A, CA, shaky 
A,B, B,B, C,B, ere 
Af, BB, Cf, ews 
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und ihre Anzahl betrégt 

Z = Rep ° 4, . 

Auf dieselbe Weise kann man weiter die 

A,, B,,; C,; = 
darstellen als das Product derjenigen Z, Substitutionen 

A,, B,, C,, ee 
welche die Gruppen eines zweiten Paares von XVI., § 4., [r,], [s.], 
in sich tiberfihren, mit solchen Ra (p~1,) Substitutionen , 

A,, By, Fy, +++ 
durch welche [r,], [s,] in jedes Paar [r,'], [s,'| tibergehen, fiir welches: 

K,,,,,=1, K,,,7,= Ky, = Ky,r, = Ky,s, = 0. 
Und indem man so fortfihrt, kann man endlich die Z,_: Substitu- 
tionen, welche die Gruppen der Art XVI.: 
[rs], (51]3 (rel, (523 +--+ [t-2], [Spe] 

unverindert lassen, darstellen als das Product derjenigen Z,_, 
Substitutionen, welche unter jenen enthalten sind und zugleich ein 
weiteres Paar 


[%p—1], [Sp—1] 
in sich iiberfiihren, mit den R, Substitutionen, welche dieses Paar in 
jedes seiner in XVI. gegebenen Definition entsprechende Paar iiber- 
fiihren. Aber die Z,_, Substitutionen sind aus denjenigen 3 geraden 
Charakteristiken (a,), (a.), (a@,) zusammenzusetzen, welche in den 


Gruppen 
[rs], [5)]5 ++ +3 (pad, [81] 
enthalten sind, und welche diese 3 Gréssen beliebig in einander iiber- 
fiihren, was 
Zp-1 = 6 = R, 
liefert. Daher hat man als Erginzung von XXII.: 
XXII". Die Anzahl aller Substitutionen A, B, C, -- - betriigt: 
Z= Re» ° Rap—v Aad R, . R,. 


§ 6. 


Charakteristikensysteme. 


1. Nach den in § 1. gegebenen Erliuterungen werden Charak- 
teristikensysteme mit besonderen Kigenschaften solche sein, fiir welche 
die Summe irgen’ einer ungeraden Zahl ihrer Charakteristiken einen 
gegebenen Char: -er (des Geraden oder Ungeraden) hat. Zwischen diesen 
Summen existiren aber Beziehungen. 
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Sei niimlich erstens ein System von N geraden Charakteristiken : 


(4,), (@2), +++, (ay) 
gegeben, fiir welches, fiir alle von einander verschiedenen 1, x, 4 
(Gx a2) 


ungerade ist. Zunachst folgt hieraus, dass alle 
(Ay Gx 2 Oy My) (wou S>uZ2AZ>uZ2v) 
gerade sind. Denn die beiden Gruppen 
[ade], [aaa,] 
stehen in der Beziehung 
Kau, cy; a ay, = 0, 


da von den beiden in [a,a,] euthaltenen gepaarten Charakteristiken 
(a.), (@x), wegen (a,@,@,) und (a,a,a,) ungerade, keine in [a,a,| 
vorkommt; eine Charakteristik (a,) also, die in [a,a,] und in [aza,] 
nicht enthalten ist, muss nach VII., § 2., in der durch Summirung 
dieser beiden Gruppen entstehenden Gruppe (a,a,a,@,] enthalten 
sein; d. h. (@,@,4,4,a,) wird gerade. 

Hieraus folgt dann weiter, dass alle aus 7 verschiedenen (a;) zu- 
sammengesetzten Charakteristiken ungerade sind. Denn zwei Gruppen 
[a.dx], [Ard Aya] 
haben ebenfalls die Beziehung K = 0, da (a;), (ax) in beiden Gruppen, 
und in der ersten gepaart, vorkommen; von dem Paar der zweiten 

Gruppe 

(do), (ay Ay Agde) 
ist daher, wie (as) nicht, so auch (a,@,@,dga9) nicht in der Gruppe 
[a,ay] enthalten; d. h. (@,@%4,444)4g4q) wird wngerade, wenn t,x, A--- 
von einander verschieden sind. . 

Diese Schliisse lassen sich auf Summen von 9, 11, - -- Charakte- 
ristiken (a;) analog fortsetzen; und es wird die Summe von 4n + 1 
verschiedenen Charakteristiken (a;) immer gerade, die von 4n +3 
ungerade. 

Sei zweitens gegeben ein System von N geraden Charakteristiken : 


(1)5 (2), +++» (en), 
und eine gerade Charakteristik (c), fiir welche 
(€C,Cx) 
ungerade ist, fiir alle » S$ x. Hieraus folgt, dass alle 


(€.€x Ca) 


ungerade, und dass alle 


(CO, Cx CiCu) 
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gerade sind. Denn die beiden Gruppen 


[ee], [eer] 

stehen in der Beziehung K = 0, weil die in [c,c,| gepaarten (cx), (ca) 
beide nicht in [ec,| enthalten sind. Die Charakteristik (c), die in 
[ce] enthalten, in [c,¢,] nicht enthalten ist, kann daher auch in der 
Summe der beiden Gruppen [cc,c,¢,| nach VII. nicht enthalten sein, 
d. h. (¢,¢,¢,) ist ungerade. Ferner ist (c¢,) weder in [ec,], noch in 
[¢xe,] enthalten, ist daher in [c¢,c,¢,] enthalten; d. h. (ce,cxcae,) ist 
gerade. Man schliesst hieraus weiter, dass (¢¢,¢xca¢,¢,Co) ungerade 
wird, ete. 

Wiire hier (c) ungerade und alle (ce,c,) gerade, so folgte ganz 
ebenso, dass alle (c¢,c,¢,¢,) ungerade, die (CO.CxC2CuCr€g) gerade ete, 
wiirden, und alle (¢,c,c,) ungerade. 

Insbesondere kann, wenn N ungerade ist, fiir (c) die Summe 

(Cy, - + - ey) 
gegeben sein, und zwar (c) gerade, wenn N von der Form 4n-+1, 
ungerade, wenn N von der Form 4n + 3. 

Genau dieselben Schliisse, mit Vertauschung von Gerade und Un- 
gerade, finden statt, wenn alle a, oder ¢, ungerade sind. Man hat 
also den Satz: 

XXIII. Damit in einem System von N geraden |ungeraden| Cha- 
rakteristiken die Summe von irgend 4n +4- 1 derselben gerade {ungerade}, 
die Summe von irgend 4n +-3 derselben ungerade |gerade| werde, ist 
die nothwendige und hinreichende Bedingung die, dass die Summe 
je dreier der Charakteristiken wngerade [gerade| werde. Statt dessen 
geniigt auch , dass eine Charakteristik (c) existire, welche mit je zweien der 
gegebenen Charakteristiken verbunden, immer eine ungerade Summe, wenn 
(ce) gerade ist, oder eine gerade Summe, wenn (c) ungerade ist, liefert. 
In diesem Falle flebt dann auch (c), mit irgend 4n der Charakteristiken 
verbunden, eine Summe von demselben Charakter des Geraden oder 
Ungeraden, wie (c); mit 4n + 2 der Charakteristiken verbunden, eine 
Summe von entgegengesetztem Charakter. Wenn N ungerade, so muss 
die Summe der N Charakteristiken eine solche Charakteristik (c) sein. 

2. XXIV. In einem System von 2x +1 geraden [ungeraden| 
Charakteristiken (c,), fiir welches die Summe je dreier ungerade |gerade) 
ist, sind die Combinationen derselben zu 1,3,5, ---, 2% +1, ebenso 
die von 2,4,---, 22, alle von einander verschieden. Die Combinationen 
zu 1,5,9, --+ liefern S, Charakteristiken, wenn x von der Form 4n 
oder 4n-+ 1, aber Ra, wenn x von der Form 4n + 2 oder 4n + 3; 
die Combinationen zu 3, 7, 11, --+ liefern in diesen Fiillen R, bez. 
Sx, Charakteristiken. Die Combinationen zu 2,6,10, --+ liefern Ra 
Gruppen, wenn x von der Form 4n oder 4n+ 3, aber Sz, wenn x 
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von der Form 4n + 1 oder 4n + 2; die Combinationen zu 4, 8, 12,--- 
liefern in diesen Fiillen Sx — 1, bez. Ra — 1 Gruppen. Diese 2?* —1 
Gruppen setzen sich schon aus den 2x + 1 Gruppen [ce,], deren Summe 
verschwindet, zusammen, wo (c) die Summe der (c,) vorstellt; die Cha- 
rakteristiken nur aus den 2x + 1 Grdssen (c,) mit nicht verschwinden- 


¢2) 


in 


ler 
in, der Summe. 
Pie Denn wiiren zwei solche Combinationen einander gleich, so wiirde 
tab deren Summe, ein aus einer geraden Anzahl der Charakteristiken zu- 
ie sammengesetzter Ausdruck, zu 0: 
|e, €, eee Con—1€2 n | = (0. 
Me Wenn aber w von der Form 2v, kann diese Gleichung nicht bestehen, 
te. weil (¢2,) und (¢,¢, +++ 2,1) von entgegengesetztem Charakter sind; 
und wenn w von der Form 2v + 1, ebenfalls nicht, weil, unter (¢2.41): 
eine weitere von (¢,), - ++ (¢2,) verschiedene Charakteristik des Systems 
verstanden, (¢2,41) und (¢,¢, - + - Cax€a.41) von entgegengesetztem Cha- 
1, rakter sind. — Die in dem Satze gegebenen Anzahlen bestimmen sich 
hiernach durch einfache Abzihlung (am einfachsten durch den Schluss 
lias von « — 1 auf 2). 


al 3. Nach dem in 2. gegebenen Satz XXIV. wird man, um alle 
Sp. geraden und R,_, ungeraden Charakteristiken, (a) bez. (b), zu 
erhalten, welche in den 2u Gruppen 


le}, [ri], (51)3 (reds (Se)5 +> +3 Weds Cu) 
ist des Satzes XVI., § 4., enthalten sind, ein System von 2(p— wu) + 1 
me dieser Charakteristiken (a) bilden, fiir welches die Summe je dreier 
en ungerade; oder ein System von 2(y—«)-+ 1 der (bd), fiir welches die 
ler Summe je dreier gerade ist; und zwar aus den (a) im Falle p— u 
nn von der Form 4m” oder 4n + 1, aus den (b) im Falie p — w von der 
rt. Form 4n + 2 oder 4n + 3. Die Combinationen aus den 2(p—yp)+1 
ren Gréssen eines Systems liefern dann nimlich nach XVIII., § 4., nur 
ler wieder Charakteristiken (a), (b) und Gruppen [7,41]; und zwar nach 
ine XXIV. jede dieser Charakteristiken und Gruppen, und jede nur einmal. 
USS Dabei ist zu bemerken, dass sich die 2?(?—“™ — 1 Gruppen schon 
aus den Combinationen vou 2(p— uw) solchen zusammensetzen, nimlich 
on | aus den [cc,], deren Summe = 0 ist, wenn das System mit 
dle] 


(€) = (€,), (€,), ++ + (Cop-outt) 
bezeichnet wird; dass aber die eigentlichen Charakteristiken erst aus 


en 

An den 2(p—w) + 1 Grdssen (¢,) combinirt werden kénnen, deren Summe 
3; nicht verschwindet. 

es. Der Satz XX., § 4., ergiebt endlich eine Darstellung fiir simmt- 


liche 2?” Charakteristiken und 2?” — 1 Gruppen. 
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§ 7. 
Die Systeme von 2a + 1 Charakteristiken. 


Wir beweisen in diesem Paragraphen die Existenz der in 3., § 6. 
bezeichneten Systeme von 2(p—«) + 1 Charakteristiken, fiir uw = p, 
p—1,---,0, zugleich mit dem Gesetz ihrer Bildung. 

1. Die 2p Gruppen (wobei r;s; = ¢; gesetzt werde): 


[rs}, [5:]5 [rel], [Se]3 ++ -3 Orel, [Sp], 


welche in den Beziehungen 


Kinig=', Kain Eng = Me 


a i> 8k 0 
stehen, haben, nach XVI., eine gerade Charakteristik gemein, die mit 
(g) bezeichnet sei. (g) repriisentirt fiir sich eines der gesuchten Systeme, 
fiir uw = p. 
Hieraus kann man ein System herstellen: 

(91) = (94) = (9), (9r), (9Sp); 

oder abgekiirzt: 
(91) = (9u)> ie)» Gis) 
bestehend aus 3 geraden Charakteristiken 
(911) = (9), (Yr2) = (9%), (Dis) = (9S), 
welche, nach XIX., alle in den 2(p—1) Gruppen 
[rs], (8:15 [72], [82]5 ++ +3 (rea), [Sp] 
enthalten sind, und deren Summe (gt,) = (g,) wngerade ist. Dieses 
ist also eines der gesuchten Systeme, und zwar fiir u—p—J1. Die 
simmtlichen, in den 2(p—1) Gruppen enthaltenen Charakteristiken 
sind in der That: 
(9), (97p), (9Sp), (gtp). 

Um aus dem System (g,) weiter ein System von 5 ungeraden 
Charakteristiken, fiir » —y— 2, herzustellen, setzen wir jede der 
Charakteristiken von (g,) mit ¢—; zusammen, und fiigen (g,r,—1), 
(9,Sp—1) hinzu. Dies ergiebt das System: 


(92) = (9) = (Gir be—1), (Grotp—1), (Digtr—a),  (% Yp—1), (9,Sp—1), 
oder abgekiirzt: 


(92) = (Go1)» (Yor) » (Yo3)> (Goss (Gos), 


bestehend aus 5 ungeraden Charakteristiken (g2.), welche alle in den 
2(p— 2) Gruppen 


[ris U5,]5 ++ +3 [ta], [Spa] 
enthalten sind, und deren Combinationen zu 3 gerade, zu 5 un- 
gerade sind. 
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Aus dem System (g,) ergiebt sich weiter ein System fiir w—p—3, 
wenn man die Charakteristiken von (g,) unverindert lisst und nur 
(J2%p-2), (J28p—2) hinzufiigt: 
(G2 tp—2) = (Yar), (Yor)s ++ +> (Go5)> (G2%p-2)» (Y2Sp—s) 

oder abgekiirzt: 

(9s) = (931)+ (Gs2)s +++» Gsz)> 
bestehend aus 7 ungeraden Charakteristiken (g39), welche alle in den 
2(p—3) Gruppen 

[rs], [81]5 ++ +3 [rps], [Sp—s] 
evthalten sind, und deren Combinationen zu 3 und 7 gerade, zu 5 
ungerade sind. 
Aus dem System (g,) folgt ein System (g,), fir u = p — 4: 


(91) = (9s) == (Gs1tp—s)» (Gsotp—s), > +s (Gsrtps)s (Ys%r-3)» (9g Sp—s), 
von den in § 6., 3. angezeigten Eigenschaften. 
Analog ergeben sich sodann die Systeme fiir u =p — 4n — 1, 
p—4n— 2, p—4n—3, p—4n—4 aus einem System fiir 
uw =p—4n. Sei in der That 


(€) = (€), (C2), = + +> (Cot u—1 41) 


irgend ein System von 2(p—w)—1 Charakteristiken, gebildet aus 
den in den 2(u+1) Gruppen 


[ri}, U8i)5 +95 [tels [5]5 (eta), [S41] 
(von den in XVI. angegebenen Beziehungen) enthaltenen Charakte- 
ristiken; wobei fiir p—w—1—4mn oder 4n-+ 1 die (c,) gerade, 
(C.¢xe,) ungerade, fir p—w—1—4n-+ 2 oder 4n+3 aber die 
(c.) ungerade, (¢,c,¢,) gerade sein sollen. 
Sei nun erstens p — w — 1 gerade: dann hat man in 


(Ctu41) = (Cy), (Co)s ++ +5 (Cxcp-n—y4a)s (CP p41), (CS p41) 
ein System von 2(p—w)-+ 1 Charakteristiken der gesuchten Art. 
Dieses sind nimlich, fir p —- uw —1—4n[4n¢4¢2], 2(p—pw)+1 
gerade [ungerade] Charakteristiken, fiir welche die Summe je dreier 
ungerade [gerade] ist, da nach XXIII. die (ce,c,) ungerade [gerade] 
sind, also auch nach XIX., die 


(Cr 41CcCx)» (CSuptCee), (tutsee)s 
und welche in den Gruppen 
(rid, [85 +3 Meds [5x] 
enthalten sind. 
Sei zweitens p — w — 1 ungerade: daun wird 


(€) = (Cy busi), (Cotuti)s + **y (Coip—u—iygibuti), (C%p+1)) (CSu41) 








298 M. Noeruer., 


ein System der gesuchten Art. Denn man hat hier, fiir p— uw — 1 
= 4n-+ 1 [4n + 3] 2(p—uz) + 1 ungerade [gerade] Charakteristiken, 
welche in den Gruppen 
ne | 

enthalten sind, und fiir welche die Summe je dreier gerade [ungerade] 
ist, da nach XXIII. und XIX. die 

(CeCxCatusi), (€C.Cx), 
also auch die 

(COcCxMu 41),  (CCCxSu4t) 
gerade [ungerade] werden. 

2. Wir kénnen jetzt zeigen, dass auch umgekehrt jedes System 
der Art 3. § 6., gebildet aus 2(p—w)-+ 1 Charakteristiken, die in 
den w Gruppenpaaren der Art XVI., [r;], [s;], enthalten sind, auf die 
in Nr. 1. dieses Paragraphen gegebene Weise aus einem solchen System 
von 2(p—) — 1 Charakteristiken, die in w + 1 Gruppenpaaren der 
Art XVI. enthalten sind, abgeleitet werden kann. 


Seien die u Gruppenpaare 
[ri], [8)]3 --+3 [%], (Se), 


und das System, gebildet aus in diesen Gruppen enthaltenen Charakte- 
ristiken : 


(d) = (dq), (de), +++) ae—w41)- 
Die beiden Gruppen 
(ddxp—m] = [Metals [edecp—w 41] = [Su41] 
gehéren zuniichst zu den in XVI. definirten Gruppen [7,,4:], welche 
zu den obigen 2u Gruppen die Beziehung K = 0 haben (nach XVIIL.). 
Ferner ist Krigissugs = 1, da (a) und (dde(p—pdacp-w4i) Yon un- 
gleichem Charakter sind, also von der Zerlegung der Gruppe 
[ut Sets] 5 as [tvtil, 
_ (buts) = (de(p—m) > (deip—w+1) 
nur eine der beiden Charakteristiken in [r,.4:] enthalten ist. Man 
hat daher w + 1 Gruppenpaare der Art XVI: 
[rr], U5) ---5 (reds [8)5 [nti], [Se4t]- 
Ist nun erstens p — w ungerade, so sind 


(dtu+s) = (d\), (@,), «+ +) (Gep—e— 1) 
alle in [v.41] und in [s.4:] enthalten, da dann (dd,d,) mit (d,) au- 
gleich gerade oder zugleich ungerade sind. Diese 2(p—) — 1 Cha- 
rakteristiken bilden das gesuchte System, enthalten in den obigen uw + 1 
Gruppenpaaren, 
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Ist zweitens p — w gerade, so sind 


(d) = (dy tuts), (dytusi), +++, (de¢p—u—t 41 but) 
alle in [7,41] und in [s,4:] enthalten, da dann (dd,d,) und (d,d,d;) 
wugleich gerade oder zugleich ungerade sind. Diese 2(p—p) — 1 
Je] Charakteristiken bilden alsdann das verlangte System, welches in den 
obigen u + 1 Gruppenpaaren enthalten ist. 


3. Man kann endlich zeigen, dass jedes System von 2(p--u)+1 
Charakteristiken, welche fiir p— u = 4m oder 4n-+ 1 gerade, fiir 
p—w=4n-+2 oder 4n+3 ungerade sind, und fiir welche die 
Summe je dreier ungerade, bez. gerade ist, zugleich eines der in 
diesem Paragraphen betrachteten ist; d. h. dass jedes solche System 
aus Charakteristiken besteht, welche.in gm Gruppenpaaren der Art 
= XVI. enthalten sind. 


em 


die Kiir « =p ist dieses der Fall. Wir nehmen daher an, dass die 
pe Behauptung fiir die Systeme von 2(p—m) — 1 Charakteristiken richtig 
ist, um sie hieraus fiir die von 2(p—w) + 1 zu beweisen., 
Sei das System von 2(p-— mw) + 1 Charakteristiken: 
(d) — (d,), (d,), hae (do¢p—p)+1) 3 
a so folgt zuniichst, wie in 2. dieses Paragraphen, dass die beiden Gruppen 
[dde(p wy] = (Tutt), [dde(p—w4i] = [S41] 
in der Beziehung K,,.,,,s,4, = 1 stehen. 
Ist sodann wieder erstens p — w ungerade, so sind die Charakte- 
ristiken des Systems 
i (dt,) = (d,), (d,), oka (de¢p—u)—1) 
aa sowie deren Combinationen zu 3, 5, --~ alle in [7,41] und-in [s,41] 
enthalten. Fiir dieses System gilt aber die obige Annahme; es existiren 
also w+ 1 Gruppenpaare, von der Art XVI., welche alle S,_,-1 
geraden und R, -,—1 ungeraden Charakteristiken, die durch diese Com- 
binationen entstehen, enthalten. Und fiir eines dieser Paare kann 
- (vgl. die Bestimmung der Zahl N, in Satz XXI.) [ry], [s.] genommen 
werden. Die tibrigen Gruppenpaare sein: 
Lvs}, [815 [els [Sel5 ++ +3 Weds [Se], 
wo 
Bruin = Kagan = Bagi = 01 = Kags = 9- 
Es bleibt dann nur noch itibrig zu zeigen, dass, ebenso wie 
zu- 
yha- (d;), (dy), wey (de(p—w—1), 
+ 1 so auch (de¢p—,)) und (de;p—~41) in jeder dieser 2 Gruppen ent- 
halten sind. 
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Nun stehen aber die beiden Gruppen [r,] und 


[Sut] = (da(p-m), (€tu4t) 
in der Beziehung Ky, 441 = 9; und da [r,] die Charakteristik (d¢,.41), 
die Summe der obigen 2(py —) — 1 Charakteristiken, enthilt, so muss 
auch die in [s,4:] damit gepaarte Charakteristik (d.;,—,)) in [7,] vor- 
kommen; ebenso in [s,], etc. Dasselbe gilt fiir (da(p—n)41). 
Ist zweitens p — w gerade, so ist der analoge Schluss auf das 


System 

(2) = (di, bugs), (dy tuts), +++» (Ge(p-m—1 bugs) 
anzuwenden. Da nimlich, wenn [r,] wie oben bestimmt ist, (d, ¢,+1) 
in [r,] enthalten ist, so hat man: 


> (n*” m™ r, + n® m”) a > (n® r, tu+1 m™ Tituti + note m'n+1) 


aa a (n”* m'e+t + n'e+t m”") = 0, 

d. h. (d,) ist ebenfalls in [r,] enthalten. Fiir (ds;p_,)) folgt dasselbe 
ahnlich wie oben. 

4. Die Resultate dieses Paragraphen lassen sich so aussprechen: 

XXV. In jedem System von 2(p —w) + 1 Charakteristiten, deren 
Combinationen 
aN zu 1,5, 9,--- gerade Summen, 
oe oe Pen oy eet! os 3,7, 11, +++ wngerade Summen, 
of zu 1,5, 9, -++ ungerade Summen, 
RTH Ht? oder An-3 | 3,7,11,--- gerade Summen 
liefern (wo w=0,1, +--+, oder p sein kann), wozu die hinreichenden 
Bedingungen in XXIIT., § 6. angegeben sind, geben diese stimmtlichen 
Combinationen solche S,_, gerade Charakteristiken (a) und R,-» un 
gerade Charakteristiken (b), und zwar jede nur einmal, welche in einem 
System von u Gruppenpaaren der Art XVI.: 


(7s), [Si)5 Ural, [Sols + °-3 [reds [Se], 
K,,, s; =1; K,,.7, = K,,,,= Ks, 4 = 0; [ris] = [4], 


: 


wo 


enthalten sind. Daher erhalten siimmtliche 2?” Charakteristiken und 
2°? — 1 Gruppen die Darstellung XX., § 4. Man stellt ein solches 
System von 2(p—p) + 1 Charakteristiken her, indem man von einem 
System von u + 1 Gruppenpaaren der Art XVL: 


(ris Coals 205 (rads (Suds [eta], [S41] 
ausgeht, aus den darin enthaltenen Charakteristiken ein der obigen 
Definition entsprechendes System von 2(p—w) — 1 Charakteristiken 
(€) = (4), (2), +++» C2p-w—) 
herausnimmt und hieraus das System bildet: 











Auf 
wenn 


(¢) 


eu ev 


von | 
von 

Com! 
alle 

nur 
da w 
derer 
gerac 
beste 
ristik 
werd 
chare 
den | 
went 


bezei 
Char 


werd 
gera 
dure 
von | 


(¢), 


Sting 







































Zur Theorie der Thetafunctionen. 





1) wenn p — w ungerade: 
(Cts) = (Cy), (Co), +++, (Cocp—w)—1), (C%u41), (CSu41)5 
+1)) 2) wenn p — pw gerade: 

= (C) = (Cy buta), Cotuta)y +++, (Committers), (C% 41), (C8u41)- 

faa Auf diesem Wege ergeben sich auch alle Systeme. In dem Falle 2), 
wenn p—p gerade ist, kann man auch die 2(p —w-+1) Charakteristiken: 


das 
(C), (Cybuti)» (Cotta), +> (Caqp—myabuti)s (Cf u41)> (CSy41) = 0 
zu einem System von der Summe 0 zusammenfassen. 
w+!) 
8. 
) ah 


Die ,,ausgezeichneten’* Systeme von 2p + 1 Charakteristiken. 


1. Unter den im vorhergehenden Paragraphen entwickelten Systemen 
oltid von 2(p—w)-+ 1 Charakteristiken sind diejenigen fiir u = 0, also 
von 2p-+1 Charakteristiken, ausgezeichnet, insofern niimlich die 
aid Combinationen der 2p + 1 Charakteristiken eines solchen Systems 
alle iiberhaupt existirenden Charakteristiken und Gruppen, und jede 
nur einmal, liefern. Solche 2p + 1 Charakteristiken eignen sich also, 
men, da weiter aus der Zusammensetzung ihrer Combinationen unmittelbar 
deren Eigenschaft als Gruppen — oder als eigentliche, und zwar als 


a gerade oder als ungerade eigentliche Charakteristik zu erkennen ist, am 
ee besten zur Darstellung aller Beéziehungen zwischen den Charakte- 
men ristiken; und ihre Systeme mégen daher als ,,ausgezeichnete“ bezeichnet 
nden werden. — Ks ist dabei zu betonen, dass simmtliche 2?” — 1 Gruppen- 
chen charakteristiken sich schon aus 2p solchen darstellen, nimlich aus 
une den Combinationen von 2p + 1 Gruppen [ee], deren Summe = 0 ist, 
inem wenn das ausgezeichnete System mit 
(c) == (€,), (2), - ++, (Cop4t) 

bezeichnet wird; dass aber, was ebenso wesentlich ist, die eigentlichen 

Charakteristiken aus nicht weniger als 2p + 1 solchen dargestellt 

werden kénnen. 
und XXVI. Definirt man ein System von (fiir p = 4mn oder 4n + 1) 
ches geraden |(fiir p—=4n-+ 2 oder 4n-+ 3) ungeraden| Charakteristiken: 
nem 

(C1), (¢), Te (Cep41) 

durch die Bedingung, dass eine Charakteristik (c) existire, fiir welche alle 
bigen (Ce.Cx) 
n von entgegengesetztem Charakter (des Geraden oder Ungeraden) sind, wie 

(c), so hat man dieses System als ausgezeichnetes und zugleich als ,,voll- 

stdindiges‘‘ zu bezeichnen; niimlich von der Art, dass keine 2(p+1)' 
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gerade |ungerade| Charakteristik C2(p41) hineugefunden werden kann, fiir 
welche alle 
(€¢, €xp-+41)) 
von entgegengesetztem Charakter wie (c) sind. Zugleich wird (c) gleich 
der Summe der Charakteristiken. 
Denn nach XXIII., § 6., folgt aus dieser Definition, dass alle 
(€.€x Ca) 
ungerade [gerade] sind; dass also das System eines unserer ,,ausge- 
zeichneten“ ist. Hiernach lassen sich alle Charakteristiken aus den 
2p + 1 Groéssen des Systems zusammensetzen, woraus sogleich hervor- 
geht, dass keine andere Zusammensetzung, als die Summe der 2p-+-1 
Charakteristiken , die von (¢c) geforderte Eigenschaft hat. Eine weitere 
2(p-+1) Charakteristik kanu dann nach dieser Definition nicht zu 
dem System vou 2p + 1 Gréssen hinzutreten. Denn diese wiire ent- 
weder die Summe (c) selbst: dann aber miissten (c) und (¢,) von gleichem 
Charakter, aber auch, wegen (c) und (cce,) = (¢,), von entgegenge- 
setztem Charakter sein; oder die hinzutretende Charakteristik wire von 
(ce) verschieden: dann wiirden die Combinationen der 2(p + 1) Cha- 
rakteristiken, genau wie in 2. § 6. folgt, alle von einander ver- 
schieden sein und mehr als S, gerade und R, ungerade Charakte- 
ristiken liefern, was nicht existirt. 
XXVI’. Definirt man dagegen das ausgezeichnete System 
(¢,), (¢2), ‘phth , (Cop41) 
durch die Bedingungen, dass alle 
(¢.) gerade |ungerade}, 
(C.€x€,) wngerade [gerade} 
sein sollen, so kann dasselbe nur fiir ungerade p als ,,vollstiindig be- 
zeichnet werden. Fiir gerade p dagegen tritt noch eine 2(p+ 1)” Cha- 
rakteristik hinzu, welche den gegebenen Bedingungen geniigt: die Summe 
(c) der 2p-+ 1 Charakteristiken; so dass fiir gerade p dice ,,vollstiin- 
digen“ Systeme aus 2p +- 2 Charakteristiken von-der Summe 0 bestehen: 


O= (€), (), (€2)) +++ (Cott), 


(c.) fiir p=An gerade, fiir p—4n + 2 ungerade, 
(Aés@) + » ungerade, ,, " gerade 


wo die 


sind, wenn t, x, 4 alle von einander verschiedenen Werthe 


0, 1, ---, p41 
annehmen. 


Denn (c) selbst ist nur fiir gerade p mit den ¢, zugleich gerade 
oder ungerade; eine von (c) verschiedene Charakteristik kann aber, wie 
beim Beweise von XXVI. bemerkt ist, nicht hinzutreten, 
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2. Wir geben noch ein Beispiel zu diesen ausgezeichneten Systemen, 
indem wir das Beispiel § 5., 1. mit der dortigen Bezeichnung weiter 
entwickeln. 

In den 2p Gruppenpaaren: 


Cop], [Or]; [rr], [6-1]; ---3 Cod, [] 
ist allein die gerade Charakteristik (0) enthalten. Hieraus ergeben 
sich nach § 7. der Reihe nach folgende Systeme von 3, 5, 7, ---, 2p+-1 
Charakteristiken : 


(t,) = ©), (@1), (G5 
(1) = (Te), (Qi Te), (G1 T2), (712), (412); 
(ty ty) = (Ty), (Qi Te), (G12), (Tr 2)» (7152), (4,03), (4165)5 
(Ty Ty) = (4, Tq), (Op Te Ty), (G, 274), (T1Q2Ty), (7,5yT,), (7, O57), 
(1637), (T,T3Q4), (T1734); 
(1, TT) = (TyTy), (@r ToT)» (6, ToT), (71 Q2Tq), (7, GQ74), (71037), 
ae (T6575), (T,T3Qy), (TT %y), (T7305), (T1756); 
Das Bildungsgesetz dieser Systeme wird klarer, wenn man die 
Summe eines solechen zu seinen simmtlichen Charakteristiken hinzu- 
addirt. So erhilt man aus dem System von 11 Charakteristiken mit 
Summe (t,t, 7;): 
0 = [ty ty ty tyt5], [Qo TyT,t5), [Q2tsty%5), [Oststs], Corts], Los), 
[6,t,T 37,7], [6,ty7,t,], [6,t,75], [6,75], [6], 
Gruppen, welche alle zu zwei die Beziehung K = 1 zu einander haben. 
Man bilde ebenso allgemein die 2p + 1 Gruppen von der Beziehung 
K=1: 
[ty Ty Ty+++Tp], [Q,ToTy*** Tp], [Q2tyTy***Tpl, +++» [Opartpl, [Op], 
[6,t,Ty-++Tp], [6,t,ty-*-tp], +++, [Gp-rty], [op], 
und addire zu jeder Gruppe die Charakteristik 
(v,T;%,°* Tei), Wenn p gerade, 
(t,t t5"+t»), yy Ungerade, 
so erhilt man ein ausgezeichnetes System von 2p + 1 Charakteristiken 
mit Summe (t,T,-++tp-1), bez. (t,T3+++Tp).*) 
Um hieraus siimmtliche existirende ausgezeichnete Systeme zu er- 
halten, kann man auf das vorliegende System die in § 5. 3. ent- 


wickelten Substitutionen ausfiihren, und erhalt dann, wenn (g) die in 
einem System von » Gruppenpaaren der Art XVI. 


[7], [s,}; et [rp], [Sp], 


*) Solcher Art ist das von Weierstrass, Kénigsberger, Prym und 
Schottky, an den citirten Orten, benutzte System. 





304 M. Nogruer. 


enthaltene eine gerade Charakteristik vorstellt, das allgemeinste System 

in der Form: 

[tp tp—itp—o-++ty], [tptp-itpo-+-t], [%p—itp—atp—s-+-t)], -+ +, [ret], [nil 
[Sp bp—1tp-2-++ty], [Spa tyotps---t], +--+, [824], [5], 

wo noch zu jeder dieser 2p + 1 Gruppen die Charakteristik 


(gt,t,--+tp), wenn p gerade, 


(gt, t,-++t»), wenn p ungerade, 
zu addiren ist. 


§ 9. 
Weitere Charakteristikensysteme. 


Ausser den in § 7. gegebenen Systemen von 2”-+4 1 Charak- 
teristiken existiren noch weitere: 1) soleche von ebensovielen Charak- 
teristiken, aber von entgegengesetztem Charakter des Geraden oder 
Ungeraden, wie die dortigen; fir 7 =—0,1,---,p—1; 2) solche, 
die aus einer geraden Anzahl von Charakteristiken bestehen. 

1) Sei 

(€) = (€,), (C2), +++ (Ctp—w41) 
eines unserer friiheren Systeme von 2(p—w) + 1 Charakteristiken, 
gebildet aus den in den 24 Gruppen 


[rs], [8.)5 ++ +3 (tea), [Su-2]5 (re), [Su 
enthaltenen Charakteristiken. Man hat dann in 

(Chu) = (Cytu), (Cotu), ++ *s (Cotp—u)41 ty) 
ein System von 2(p—wu) + 1 Charakteristiken der gesuchten Art, wo 
uw die Werthe p — 1, ---, 2, 1 annehmen kann. 

Dass auf diese Weise alle solche Systeme erhalten werden, ergiebt 
sich durch den Uebergang von w+ 1 auf w, genau wie in § 7, 
2. und 3. 

Im Falle hier p—w gerade ist, ist die Summe (cé,) mit den 
(c,t,) zugleich gerade oder zugleich ungerade; man hat also in 


= (Cty), (Cptu)s (Cote), - ++» (Cxcp—wity) 
ein System von 2(p—m-+1) Charakteristiken, die von entgegen- 
gesetztem Charakter sind, wie die der entsprechenden Systeme des 
§ 7., 4., und die Summe 0 geben. 

2) Ausser den schon in § 7., 4. und in diesem § 1) enthaltenen 
Systemen, die aus einer geraden Anzahl von Charakteristiken bestehen 
— namlich solchen, die aus 4n + 2 Charakteristiken bestehen, deren 
Summe = (0 ist —, lassen sich noch weitere bilden. 

Seien die 


(c) = (1), (C2), ++ +> (Cotp—wtt)s 
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" [r1]; [31]; ars (ul, [Su], 
wie oben in 1) definirt. 
Ist nun erstens p — wu ungerade, so hat man in 


[tu] = (C1), (C2), ++ +> (Coip—wr4t), (Cty) 
ein System von 2(p—u-+1) Charakteristiken (gerade fiir p —w=4n-+1, 
ungerade fir p — uw = 4n- 3), die alle in den Gruppen 
[ri}, [81)5 ++ +3 tual, [Sea] 
enthalten sind, deren Summe nicht verschwindet, und die, zu 3 com- 
binirt, Summen von entgegengesetztem Charakter liefern, als die (c). 
Dies gilt fiir u =p —1, p— 3, ---, 2 bez. 1. Ferner hat man in 


(tu) = (¢, tu) (Coty), eerie (Ca(p—p)41 tu), (c) 
ein analoges System von 2(p—u+1) Charakteristiken, die fiir 
p—w=4n-+ 1 ungerade, fiir p — w= 4n-+ 3 gerade sind. 
Ist zweitens p—m gerade, so erhilt man durch analoges Ver- 
fahren nur wieder die schon oben betrachteten Systeme mit Summe 0, 
oder die folgenden : 


[ry] = (¢), (C2), <> (C2(p—u)+1) » (cru), wo u 2 1, 
[tu—1tu) = (Cybu), (Coty) +++, (Co(p—wtitu), (Cty-1), WO w > 2. 
Ist insbesondere p gerade, und setzt man w = 1, so ergiebt sich 
aus dem ersten Falle ein System 


[a] = (d,), (), +++» Gp) 
von 2p Charakteristiken, die fiir p — 4n ungerade, fiir p= 4n + 2 
gerade sind. Dies System ist zugleich ein vollstdndiges, insofern keine 
weitere ungerade [gerade] Charakteristik (d2p41) hinzugefunden werden 
kann, fiir welche alle 
(d, dy dep41) 

gerade [ungerade] sind; denn andernfalls wiirden die Combinationen 
des Systems nach XXIV. mehr Charakteristiken liefern, als tiberhaupt 
existiren. 

Fasst man alles zusammen, so ergiebt sich, dass iiberhaupt folgende 
Systeme existiren, in denen immer die Summen je dreier Charakte- 
ristiken von entgegengesetztem Charakter sind, als die Charakte- 
ristiken selbst: 

XXVII. Es giebt, fiir jedes p, Systeme von 2% + 1 geraden und 
Systeme von 2a +- 1 ungeraden Charakteristiken, fiir x = 0, 1,---,p—1; 
und ebensolche Systeme von 22 Charakteristiken, deren Summe nicht 
= ist. Ferner existiren fiir jedes p Systeme von 4x + 2 geraden wnd 
von 4% + 2 ungeraden Charakteristiken, deren Summe = 0 ist, fiir 


—2 —1 
a=1,2... 2 =—, bez. £ s+ Dazu kommen noch: 


Mathematische Annalen. XVI 
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1) fiir p= 4n [4n+2] die ausgezeichneten Systeme von 2 p +- 1 
geraden \ungeraden| Charakteristiken, die vollstiindigen Systeme von 
2p +2 geraden |ungeraden| Charakteristiken, deren Summe = 0 ist, 
und die vollstiindigen Systeme von 2p ungeraden |geraden| Charakte- 
ristiken, deren Summe nicht =- 0 ist; 

2) fir p=4n+1 [4n+3]: die ausgezeichneten und zugleich 
vollstiindigen Systeme von 2 p + 1 geraden |ungeraden| Charakteristiken. 


§ 10. 
Anzahl der Charakteristikensysteme. 


Wir bestimmen hier die Anzahl der verschiedenen, in den vor- 
hergehenden Paragraphen gegebenen Charakteristikensysteme. Hierzu 
fiihrt die dort ausgefiihrte Bildungsweise dieser Systeme. 

1. Die Anzahl der in § 7. behandelten Systeme von 2(p—w) + 1 
Charakteristiken, die fiir p—u—4n, 4n-+-1 gerade, fiir p—w—4n-+ 2, 
4n +3 ungerade sind, sei L,. Sei ein solehes System von 2(p—w) — 1 
Charakteristiken : 

(¢) = (&), (&), ++ +s (C2pw—r), 
enthalten in den uw + 1 Gruppenpaaren: 


lrsds [Si)3 25 [reds [Suls [retal, [Se4)- 
_ Diese 2(p—w)— 1 Charakteristiken sind dann zugleich, wie 
beim Beweise der Zahl N, des Satzes XXI., § 5. gezeigt ist, in 
(Supa — 1) 224-1 = Kyi Sy 
Gruppenpaaren dieser Art enthalten, und jedes solches Paar liefert 
nach § 7., 1. ein System 


(d) (d,), (dy), ++ +> (decp—w)4t) 
von 2(p--) + 1 Charakteristiken. Umgekebrt wird jedes System (d) 
auf diese Art, nach § 7., 2. erhalten, und zwar auf 
[2(p—#) +1) 2(p—e) 
1-2 
Arten, da man dabei irgend zwei der (d,) auszeichnen kann. Indem 
man also von allen Ly4; Systemen von 2(p—w) — 1 Charakteristiken 
ausgeht, findet man 
(Syst “aes 1) er 2 Rigs Su 
Lu = Tep—e) FR) | MH Rw ila@—ey Let 

Aber L, ist gleich der Anzahl der geraden Charakteristiken, = S,, 

daher: 


(S 


’ “a ponill 
et — 1) (Sy42— . - (S,-- 1) ° 8, . late (p— 4) 


Ly = 1-2-3-4---+ (2p—2a+i) 2 
— Su Beuty Bente) * Bap 
1-2-3 --- (2p—2p-+1) 
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Hieraus, und aus den Zahlen M,, N, des Satzes XXI., § 5., folgt 
weiter, dass die Anzahl derjenigen dieser Systeme, welche aus 2(p—w) + 1 
Charakteristiken gebildet sind, die in gegebenen « Gruppenpaaren 


lil, [Si]5 + +23 [tel [Su | 


enthalten sind, betrigt: 


2 Nu et, By (p—u)’ 
7 


Rs (p—u—1) tai Rk, : Ry 
M . 


1-2-3 +++ (2p—2u-+1) 

Insbesondere wird die Anzahl L, der ausgezeichneten Systeme von 

2p + 1 Charakteristiken: 
on R,- Ry ++ Boy 
“0 1-2-8 -+- (QpFy) 

2. Die Anzahl L,’ der Systeme von 2(p—) + 1 Charakteristiken, 
die fiir p— uw = 4n, 4n+ 1 ungerade, fiir p—w=—4n+ 2, 4n+3 
gerade sind, ergiebt sich aus L,, nach § 9., 1. 

Hiernach fiihrt jedes System der vorigen Art 1. 


(€) = (4), (€o)) ++ +» (Cotp—wr4) 

zu einem System dieser Art 2., indem man irgend eine der R, Gruppen- 
charakteristiken [v], welche, nach § 4., XIX. und XX., die ¢, und ihre 
Combinationen zu 3, 5, --- nicht enthalten, zu den c¢, addirt. Um- 
gekehrt ergiebt die Darstellung der Gruppen in XX., dass jedes solche 
System 2., wie 

(€,t;), (Coty), ++ +s (Capt 4) 
durch Addition irgend einer der 8, Gruppencharakteristiken, welche 
die (¢,¢,) nicht enthalten, auf ein System der Art 1. zuriickgefiihrt 
werden kann. Daher folgt: 


Pion By -_L= By Reqs Bare" Bap | 
oe H 1-2-3--+ (2p—2u-+1) 


Su 

3. Die Anzahl der Systeme von 42 + 2 Charakteristiken, deren 
Summe = 0 ist, ergiebt sich aus der unter 1., bez. unter 2., be- 
stimmten Anzahl L,-22, bez. Lp-22, der Systeme von 4x + 1 Charak- 
teristiken, indem man diese Zahl nur durch 4m” + 2 dividirt. Denn 
man erhilt aus jedem dieser Systeme eines von 4% + 2, durch Zu- 
fiigung der Summe der 4a + 1 Charakteristiken; aus jedem System 
von 4a + 2 aber 4m + 2 Systeme von je 4% + 1, durch Weglassung 
irgend einer der 42 + 2 Charakteristiken. 

4. Die Anzahl der Systeme von 2(p—pu+1) Charakteristiken, 
deren Summe nicht = 0 ist, folgt aus § 9., 2. 

Ist erstens p — u ungerade, so ergeben sich dort aus jedem der 
L, Systeme 1. von 2(p—w) + 1 Charakteristiken R, Systeme von 
2(p—wu-+1); und aus jedem dieser, durch Weglassuug irgend einer 
20* 
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seiner Charakteristiken , 2 (p—g-+1) solcher von 2(p—p)-+ 1. Man 
erhalt also 
L, Ry 1 Ry, Rs qty fee Ry 


2(p—ati)~ 2 1-2-3---(@p—2a+2) 

Systeme von 2(p—u-+1) Charakteristiken von demselben Charakter 
wie 1. Ebenso ergeben sich aus 2. 

ey Re kL” 

2(p—e+l) = 2(p—u+!) 
Systeme von 2(p—u+1) Charakteristiken von entgegengesetztem 
Charakter wie 1.; insbesondere, fiir a = 1 und gerade p, als Anzahl 
der vollstindigen Systeme von 2 p Charakteristiken: 





cS. a 


2p 2 


Ist zweitens p — mu gerade, so folgen analog: 


‘ L, (é,,— 1) 
2(p—a+1) 
Systeme von 2(p—u-+1) Charakteristiken vom Charakter wie 1., und 
R,, - (2°? —1) Lj - (2"-*—1) 
fu 3, @p—Be®) (pw 


Systeme von 2(p—u-+1) Charakteristiken von entgegengesetztem 
Charakter wie 1. 

5. Aus dem Vorhergehenden folgt allgemein, wie oft man ein 
System von M Charakteristiken zu einem System von N(N > M) 
Charakteristiken, welche mit den ersteren zugleich gerade oder zu- 
gleich ungerade sind, erginzen kann. Wenn es nimlich von den 
ersteren Systemen iiberhaupt Qy, von den letzteren Systemen Qy giebt, 
wo die Zahlen. Qy und Qy nach 1., ---, 4. dieses Paragraphen be- 
stimmt werden miissen, so kommt, da jedes System von N Charak- 
teristiken durch Weglassung von irgend N — M derselben auf ein 
System von M fiihrt, jedes solches System von M Charakteristiken in 


N(N=1) (N—2) --- (M41) | Ow 


1-2-3---(N—M) wa 
Systemen von N Charakteristiken vor. 








§ 11. 
Zweitheilungsgleichungen. 


Fiir diejenigen Gleichungen, deren Wurzeln man eindeutig den 

R, ungeraden oder den S, geraden eigentlichen Charakteristiken, 
oder den 2?” — 1 Gruppencharakteristiken, ete., zuordnen kann 
? ’ , 
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haben wir in § 5. 3. die ihnen zugehérige Substitutionsgruppe von 
der Ordnung 
Z= Rey - Rayp-1+) +++ KR, R, 

entwickelt. 

Zuniichst ist dabei zu bemerken, dass diese Substitutionen fiir 
p > 2 alle aus einer geraden Zahl von Transpositionen der eigent- 
lichen Charakteristiken bestehen. Nur fiir p= 2 und p=1 werden 
die Substitutionen aus solehen zusammengesetzt, welche beziigl. aus 
S, =3 und §, = 1 Transpositionen der geraden Charakteristiken be- 
stehen; und in diesen beiden Fallen kann man daher, indem man 
zuerst die Qluadratwurzel aus der Discriminante der betreffenden Glei- 


chung nimmt, die Gruppe sogleich auf die Ordnung =e = 3. 120, 
bez. * = 3, erniedrigen. Fiir p = 2 hat man eine allgemeine Glei- 


chung 6'*, fiir p= 1 eine solche 3' Grades. Sei weiterhin p > 2, 

Die in §§ 4, 7., 8., 9. entwickelten Systeme bieten simmtlich 
Mittel, um Resolventen der vorgegebenen Gleichungen zu definiren. Aus 
der Bildungsweise der Systeme von w Gruppenpaaren des § 4.: 


[ri], [S13 ++ +3 (rel, (Su) 

geht hervor, dass unsere Substitutionen erlauben, alle solche Systeme 
in einander iiberzufiihren und ferner die verschiedenen Paare eines 
Systems mit einander, sowie die Gruppen eines jeden Paares unter 
sich zu vertauschen. Hieraus folgt, nach § 7. ff., weiter, dass ver- 
mége unserer Substitutionen auch jedes der Systeme von N Charak- 
teristiken der §§ 7.—9., in jedes andere derselben Art iibergefiihrt 
werden kann, niimlich in ein solches von N Charakteristiken, die mit 
den ersteren zugleich gerade oder ungerade sind, uud deren Summe 
mit der des ersteren Systems zugleich verschwindet oder nicht;, und 
dass weiter auch noch die Charakteristiken eines Systems beliebig mit 
einander vertauscht werden kénnen. 

Kennt man nun diejenigen 2p Functionen der Wurzeln der ge- 
gebenen Gleichung, welche man den 2p Gruppen eines Systems 


des § 4.: 
Irs}, [Si]5 Ural, (sels ++ +5 [els [8p] 

zuordnen kann, so ergeben sich hieraus alle Charakteristiken und 
Gruppen, also alle Wurzeln der Gleichung, eindeutig. Kennt man 
ebenso diejenigen 2p + 1 Wurzeln oder Functionen der Wurzeln der 
gegebenen Gleichung, welche man den 2 p + 1 Charakteristiken eines 
ausgezeichneten Systems zuordnen kann, so ergeben sich wiederum 
durch deren Combinationen alle Charakteristiken und Gruppen, d. h. 
alle Wurzeln, eindeutig. Hiernach kann man zur Auflésung der ge- 
gebenen Gleichung so verfahren: 
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1. Man bestimmt durch Aufsuchung einer Wurzel einer Gleichung 
vom Grade R,, zuerst die beiden Gruppen eines Paares, [r,], [s,]; 
wonach die Substitutionsgruppe auf eine solche von der Ordnung 

Z, = Raps) Ra(p-a) +--+ FR, 
zuriickkommt, die isomorph ist mit derjenigen, die zu den (p— 1)- 
reihigen Charakteristiken gehért. Aehnlich bestimmt man dann weiter 
durch Aufsuchung je einer Wurzel von Gleichungen der Grade Re,»_1), 
Rap), ++ , R, der Reihe nach die iibrigen Gruppen [7,], [s,]; -- +; 
[rp], [8p]- 

Dieses Verfahren kann mannigfach modificirt werden: 

a) Um ein Paar |r,)}, |s,] zu bestimmen, kaun man zuniichst von 
derjenigen Gleichung vom Grade 2?” — 1, welche die simmtlichen 
Gruppen bestimmt, eine Wurzel [r,| aufsuchen; sodann von der Glei- 
chung des Grades 2?”—', welche die Gruppen [s,| liefert, die mit [r,] 
die Beziehung K,,,,, 1 haben, eine Wurzel. Ebenso in Bezug auf 
die iibrigen Paare [r,], [s,]; etce., so dass man also im Ganzen der 
Reihe nach je eine Wurzel von Gleichungen der Grade 


297? —1, 2er-1, Qe) — 1, BWr-d-1, ..., 22—1, 2! 


zu suchen hat. — Dabei ist ferner zu beachten, dass man in dieser 
Art nur bis zur Aufsuchung von [r,-2], [s,—2] zu gehen braucht; zur 
Aufsuchung von [r, -:], [Spi]; [7p], [sp] aber die oben bei p = 2 und 
p = 1 angegebenen Vereinfachungen, durch vorheriges Ausziehen von 
Quadratwurzeln, eintreten lassen kann. 


b) Anstatt zu [r,] direct eine Gruppe [s,] zu suchen, fiir welche 
K,,,,;, = 1, kann man auch indirect verfahren und dadurch die Zuriick- 
fiihrung der Gruppe von Z Substitutionen auf die von nur Z, noch 
einfacher gestalten. " 

Sei, um die Begriffe zu fixiren, p zunichst von der Form 4n 
oder 4n — 1. Von der Gleichung, welche die 2?” — 1 Gruppen be- 
stimmt, sei wieder eine Wurzel, [r,], gesucht. Wir behaupten nun: 
Hat man weiter diejenige Gleichung des Grades R,_, vollstdndig auf- 
gelést, welche die R,_, Zerlegungen 


[r,] = (@,), (B,) = @), 6) =--- = (@n,_4)s (Br,_,) 

von [7,] in Paare (@,), (8,) ungerader Charakteristiken liefert, und 
endlich durch Auflésen von 2p —1 quadratischen Gleichungen ge- 
wisse 2p — 1 dieser Paare in ihre beiden Elemente («,) und ({,) ge- 
trennt, so ist die vollstindige Lésung der vorgegebenen Gleichung 
bewirkt. 

Denn eine hinzugefiigte Gruppe [s,|, wo K,,,,—=1, wiirde nur 
die Trennung der R,_, Charakteristiken («,) von den (8,) leisten. Aber 
bildet man aus solchen R,_; Grdssen (@,) eines unserer Systeme (§ 7.) 








vor 
ger 


80 
irg 
nac 


zug 
Pa: 


aus 
dre 
Ch 
ein 
wel 
ent 
2p 

un 
Ch: 
die 


dur 
Pai 
Pa: 
sta! 


nu 
die 


die 
Chi 
reil 


ger 
ent 


ger 
auf 
92(i 


der 








1)- 
ter 


—1)5 


on 
en 
ei- 
r;| 
aut 
der 


ser 
Zur 
ind 


von 


che 
ick- 
och 


4n 


un: 
auf- 






Zur Theorie der Thetafunctionen. 


311 


































von 2p — 1 Charakteristiken, 
gerade wird: 


fiir welches die Summe je dreier 


(@), (@), +++, (@2p-1), 
so geht dieses System in ein ganz gleich definirtes tiber, wenn man 
irgend welche der (@,) durch die zugehdrigen (8,) = (r,a,) ersetzt, da 
nach XVIII. 


(@,@,0,) und (r,a@,@ a) 


zugleich gerade und ungerade sind. Man hat also nur aus den R,_, 
Paaren von [r,| 2p — 1 solche Paare, 


(1), (Bi)3 (@ 2), (Ba)3_ ++ +3 (eps), (Bep-s), 
auszuwihlen, fiir welche die Summe von je 3 Charakteristiken, aus 
dreien der Paare genommen, immer gerade ist. Irgend 2p — 1 dieser 
Charakteristiken, genommen aus allen 2p — 1 Paaren, bilden dann 
ein System, wie es in § 7. betrachtet ist: nimlich es existirt eine 
weitere zugehérige Gruppe [s,]," welche diese 2 — 1 Charakteristiken 
enthilt, und aus den Zusammensetzungen von [r,], [s,] und den 
2p — 1 Charakteristiken folgen, nach XXV_. und XX., alle Gruppen 
und Charakteristiken eindeutig. Um ein solches System von 2p — 1 
Charakteristiken, aber selbst eindeutig darzustellen, hat man, nachdem 


die 2p — 1 Paare ' 

(@,), (By); +++} (@2p-1), (Bop) 
durch die Auflésung der Gleichung vom Grade R,_;, welche alle R,_1 
Paare von [r,] liefert, bekannt geworden sind, nur noch diese 2p — 1 
Paare durch ebenso viele quadratische Gleichungen in ihre beiden Be- 
standtheile zu zerlegen. 

Die hier vollstindig aufzulésende Gleichung vom Grade R,_, ist 
nun eine solche mit Z, Substitutionen, und kann selbst nach der fiir 
die urspriingliche Gleichung mit Z Substitutionen gegebenen Methode 
weiter behandelt werden. In der That kann man nach dem Friiheren 
die Rp, Paare von [r,] eindeutig den R,_, ungeraden (p—1) reihigen 
Charakteristiken zuordnen; nimlich so, dass irgend drei solechen (p — 1)- 
reihigen Charakteristiken («,'); (@,’); (@:'), fiir welche (a, a,’ «;’) 
gerade ist, drei solche Zerlegungen von |7,| 

(e.), (Bc); (@x), (Bx); (a), (Bz) 
entsprechen, fiir welche 
(@,@,0,), (@,@,B,), ete. 
gerade wird. — Die Gleichung vom Grade R,_, wird also dadurch 
aufgelést, dass man zuniichst eine Wurzel der Gleichung vom Grade 
22(>—1) _ 1 sucht, welche die 2?(7-)— 1 Gruppen bestimmt, die aus je 
R,-2 Paaren der (a,), d. h. aus je Rp» Paaren von Zerlegungen 


der Art 
(a), (Bc); (@), (Bx), 
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bestehen; dass man sodann die Gleichung vom Grade FR,» mit Z, 
Substitutionen vollstindig und endlich 2p — 3 quadratische Glei- 
chungen lést. 

Dasselbe, mit Vertauschung von Gerade und Ungerade und von 
R, mit S,, gilt fir p= 4n— 2 und p = 4n — 3. Indem man also 
dieses Verfahren fortsetzt, ergeben sich iiberhaupt zur Lésung der 
vorgelegten Gleichung folgende Operationen: Man hat der Reihe nach 
zu suchen je eine Wurzel von Gleichungen der Grade 

2p? —1, 2r-I)— ],..-, 26— 1, 
— Gleichungen, die bez. bei den p-, p—1-, -- +, 3-reihigen Charak- 
teristiken auftreten —, sodann eine (bei den 2-reihigen Charakteristiken 
auftretende) allgemeine Gleichung 6'" Grades vollstindig, und endlich 
OF T+ S++ --- + Gp—Hay—s 

quadratische Gleichungen zu lésen. 

ec) Auch dieses Verfahren b) kann noch modificirt werden. Man 
kann namlich auch die erste Gruppe [r,] indirect bestimmen, indem man 
zuniichst eine Wurzel der Gleichung vom Grade I, sucht, welche die 
Zuordnung der R, ungeraden Charakteristiken liefert. Von der iibrig- 
bleibenden Gleichung vom Grade R, — 1 bestimmt man dann wiederum 
eine Wurzel, was mit der ersten Wurzel verbunden ein Paar von [r,] 
liefert; um die tibrigen Charakteristiken siimmtlich eindeutig zu finden, 
hat man dann noch eine Gleichung vom Grade R,_, — 1, welche die 
iibrigen Paare von |r,] liefert, vollstindig, und 2p — 2 quadratische 
Gleichungen zu lésen. — Die Gleichung vom Grade R,,— 1, die 
zu den Gleichungen der (p— 1)-reihigen Charakteristiken dieselbe Be- 
ziehung hat, wie die obige vom Grade R, — 1 zu denen der p-reihigen 
Charakteristiken, wird nun nach derselben Methode weiter behandelt; 
man hat also zur Lésung der vorgelegten Gleichung die Operationen 


auszufiihren: Es ist der Reihe nach zu suchen je eine Wurzel von 
Gleichungen der Grade 


R,, Rp —1, Rp-1—1, Rp — 1, ---, Rg —1, 
— Gleichungen, von denen die ersten beiden bei den p-reihigen, die 
iibrigen bez. bei den p —1-, p — 2-, -- +, 3-reihigen Charakteristiken 
auftreten —; sodann eine allgemeine Gleichung des 5’ Grades voll- 
stiindig, und endlich 
4+6+8+ +++ + (2p—2) = (p+}) (p—2) 

quadratische Gleichungen zu lésen. 

Stellt man dieselbe Betrachtung fiir die geraden Charakteristiken 
an, so zeigt sich, dass die Lésung auch so geschehen kann: Ls ist 
der Reihe nach zu suchen je eine Wurzel von Gleichungen der Grade 


Sp, 8S, —1, &§.—1, Sp: — 1, Cae 8,—1, 8,—1, 
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—- von denen die ersten beiden bei den p-reihigen, die tibrigen bez. bei 
din p — 1-, p—2-, +++, 3-, 2-reihigen Charakteristiken auftreten — ; 
sodann sind noch 

1+2+4+6+ +--+ @p—2)—p(p—]) +1 
quadratische Gleichungen zu lisen. 

2. a) Ein zweites Verfahren zur Lésung der vorgelegten Glei- 
chungen besteht darin, dass man dieselben auf diejenige Gleichung 
des Grades 2p + 1 zuriickfiihrt, welche den 2p + 1 Charakteristiken 
eines ,,ausgezeichneten“ Systems zugeordnet ist. Diese Gleichung hat 
noch zur Gruppe die allgemeinste, welche bei einer Gleichung (2p + 1)!" 
Grades iiberhaupt existirt; denu unsere Substitutionen erlauben, siimmt- 
liche 2p + 1 Charakteristiken eimes ausgezeichneten Systems beliebig 
zu permutiren. Die Ordnung dieser Substitutionsgruppe betrigt also 


wenigstens 
1-2-3---(2p+1); 
und auch nicht mehr, da sie (§ 5., 3. und § 10., 1.) 
bas Tp = 1+2+8--- p+) 
werden muss. 
Zu dieser Zuriickfiihrung ist also nur néthig, eine Wurzel einer 
Gleichung vom Grade 
Pg Ry» Re(p_ 1 ted Ry 
° 1-2-3-+--(2p+1) 
zu suchen, welche die ZL, ausgezeichneten Systeme bestimmt. Diese 
Systeme zerfallen aber fiir p= 4n oder 4n — 1 in S, Classen, den 
S, verschiedenen geraden Summen entsprechend; und fiir p = 4n + 1 
oder 4n + 2 in R, Classen, den R, verschiedenen ungeraden Summen 
entsprechend. Also werden die zur Lésung néthigen Operationen: 
Man sucht a) fir p=4n, 4n—1: eine Wurzel einer Gleichung 
vom Grade S,, sodann cine Wurzel einer Gleichung vom Grade 


; B) fir p=4n+1, 4n+ 2: eine Wureel einer Gleichung 


vom Grade R,, sodann eine Wurzel einer Gleichung vom Grade 


L , 3 - yee : : ‘ 
z3 endlich hat man in beiden Fiillen eine allgemeine Gleichung des 


P 
Grades 2p + 1 vollstdndig zu losen. 

b) Durch eine Modification dieses Verfahrens fiiirt man die vor- 
gelegte Gleichung auf eine allgemeine Gleichung (2p + 2)" Grades 
zuriick. 

Fiir gerades p sucht man eine Wurzel*) der Gleichung vom Grade 


*) Die Adjunction dieser einen Wurzel charakterisirt den Fall, der bei der 
Zweitheilung der Perioden der hyperelliptischen Functionen eintritt. 
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st 3» Welche die gy »vollstindigen“ Systeme mit Summe 0 be- 
stimmt. Man kommt dann auf die Gleichung vom Grade 2p + 2, 
welche den 2p-+- 2 Charakteristiken eines solchen Systems zugeordnet ist. 

Fiir ungerade p ist es méglich, die ausgezeichneten Systeme von 
2p-+ 1 Charakteristiken mit gleicher Summe (a) zu je 2p +2 zu 
gruppiren. Sei ein solches System 


(a) = (a,), (ey), +++, (@2p41), 
so kann man durch die Substitutionen {aa} daraus die weiteren 
2p -+ 1 Systeme ableiten: 


(@) = (0), (@a@ye,), (Haya), ++ -, (@&,e2p41), 

SK #2 ty 

SS (@Map4iG,), (WOapp1%), +--+, (@Osp41 2p), (C2p41). 
Macht man die analogen Substitutionen auf eines dieser Systeme, also 
die Substitutionen {a,c}, {aa}, so erhalt man nur immer wieder 
dieselben 2p 4- 2 Systeme. Die aus diesen Substitutionen abgeleitete 
Gruppe besteht aus der Gruppe von der Ordnung 1 -2-3-- - (2p+-1), 
welche aus den Transpositionen {a Gy} abgeleitet ist, verbunden mit 
den 2p + 2 Substitutionen 1, {aa,\, und wird von der Ordnung 
1-2-3---(2p+2). Die Gleichung, welche solchen 2p + 2 Systemen 
zugeordnet ist, ist daher eine allgemeine vom (2p + 2)'*" Grade. Um 
die vorgelegte Gleichung auf dieselbe zuriickzufiihren, hat man eine 
Wurzel*) der Gleichung vom Grade wey zu suchen, welche die at 7 
Gruppen von je 2p +2 solchen Systemen bestimmt. Statt dessen kann 
man wieder fiir p == 4n + 1 [4n—1] zuerst eine Wurzel einer Glei- 
chung vom Grade R, [S,], sodann eine Wurzel einer Gleichung vom 


‘ Lo Ly 
Grade @p+2)R, | eerie, | aufsuchen. 


3. Die beiden Methoden 1. und 2. lassen sich mit einander com- 
biniren. So gelangt man bei dem Verfahren 1. b), indem man je 
eine Wurzel von Gleichungen der Grade 

2p — 1, 22@-) —],..-, Qel(e-H) — | 
sucht, auf eine Gleichung vom Grade R,_,-1, welche den R,_,—1 un- 
geraden (p — u—1)-reiligen Charakteristiken entspricht, und hat nach 
deren vollstindiger Lésung noch 


(2p —2u—1) + (2p—2u+1)+---+ 2p—1) 
= (u+1) (2p—u—1) 
quadratische Gleichungen zu lésen. Die Liésung der Gleichung vom 
Grade R,_,—;: kann aber nach dem Verfahren 2. bewerkstelligt werden. 


*) Fiir die Adjunction dieser Wurzel gilt die Anmerkung der vorhergehenden Seite. 
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Zur Theorie der Thetafunctionen. 


il. Abschnitt. 


Das Additionstheorem der Thetafunctionen. 


§ 12. 
Die Thetafunctionen. 
Wir stellen in diesem Paragraphen diejenigen Bezeichnungen und 


bekannten Beziehungen, von welchen im Folgenden Gebrauch gemacht 
wird, zusammen (s. d. Ann. XIV, p. 280). 


Die Thetafunction , von der wir ausgehen, wird definirt durch 


2 "a % 4,6 +23 %q% 
By (U) = By (Uy, Uy, ++ +, Up) = > y : 


wo die Summationen im Exponenten von e auf die Werthe 1, 2,---, p 


der Indices a, 6, die Summation > auf alle positiven und negativen 
ganzzahligen Werthe der p Gréssen v,, v,,---, v, zu erstrecken ist. 
Die Moduln a,,, der Function haben die Bedingung 

Ca, b = %%, a 
zu erfiillen, ferner die Bedingung der Convergenz der #-Reihe — dass 


nimlich der reelle Theil von > Vq Vp Gq,» eine wesentlich negative 
aD 
quadratische Form sein muss —; im Uebrigen aber seien diese 


; p(p+1) Gréssen ganz beliebig gelassen. 


Den 2?” — 1 Gruppencharakteristiken [a]: 


a ,& a 
n, Ny eee n, 
bel SO . 
m, Ms ++ +m) 
werden bez. Systeme halber Perioden zugeordnet: 
1 1 1S 
o - ee a I a 
5 me ttt+ Gs May, (T=1,2, » P) 


=1 


die kurz mit > @“ bezeichnet werden. Und den eigentlichen Charakte- 
ristiken (0) und (@0) =(«) entsprechend, mégen die allgemeinen Thetafunc- 
tionen definirt sein durch den obigen Ausdruck @,(w) und durch 
Doa (a) ce De (w), wo: 


1 > pp a 1 ° aa a 
r > 2, a pt ; xi Sny my + Bn, uy 
D.(u) = e* ub . e 


° %(u+> 3"): 
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Bei dieser Zuordnung der halben Perioden ae zur Gruppen- 
charakteristik {@| und von #.(#) zur eigentlichen Charakteristik («) 
denken wir uns die Elemente n* und m{ von [a] und («) micht auf 
ihre Werthe 0 oder 1 (mod. 2) reducirt. Vielmehr ist: 

Zn, me 
Fapa(u) =(—1)* * Ba (u), 
und wir verstehen daher in diesem Abschnitt, um Weitliiufigkeiten zu 
vermeiden, unter (@#f) immer eine Charakteristik, deren Elemente die 
algebraischen Summen entsprechender Elemente von (e) und (8) sind. 
Insbesondere ist unter ,(w) verstanden, dass die Elemente von (() 
gleich 0 sind. Die &-Functionen zerfallen in zwei Classen: in gerade 
und ungerade, je nachdem (@) gerade oder ungerade ist; die halben 
Perioden + bilden nur eine zusammenhingende Classe. 


Man hat: 


9.(—%, i hada — Up) = (— aa * Fa(Uy, Ugy-**, Up), 


‘aia — zn nf a, 5 - 2Dnf u, 


8. (u+ DB?) =(— 1 e - Ba(u), 
~SWmt? _! SP nla, — snbu 
a (u+ + wt) — i ¢ ta" ” a Alsi Bap), 


wo wieder 


7 . t) 
¥m9 * Y 
> n’m? fiir s nm, 


a 
gesetzt ist. 


Ferner ist 
1 
#.(4 w)=0, 

wenn (@f) eine ungerade Charakteristik ist. 

Endlich benutzen wir das Theorem: dass zwischen je 2? + 1 
Producten der Form 

B(u+v)-t(u+v), 

mit verschiedenen Indices ¢, aber gleichen Argumenten u, und gleichen 
Summen v, + v.", eine homogene lineare Relation stattfindet, deren 
Coefficienten von den u, unabhiingig sind. 


§ 13. 
Systeme von 2” Indices fiir p > 3. 


Nach dem letzten Satze des vorigen Paragraphen kann man das 
Product 
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d(u-+v+w) &(u— v) 
linear und homogen durch 2? Producte der Form 

d.(u + w) 9,(u) 
darstellen, wenn man hier 2? verschiedene Indices ¢ derart waihlt, dass 
zwischen den 2? Producten selbst keine identische lineare Relation 
besteht. Wir wollen nun fiir p>3 zeigen, wie ein solches System 
von 2” Indices zu wihlen ist, damit die Bestimmung der von den «, 


unabhiingigen Coefficienten des gesuchten Ausdrucks méglichst ein- 
fach wird. 


Sei 
(Gy) = (4), (ey), - + +5 (@ap4s) 
irgend eines der in § 8. behandelten ,,ausgezeichneten“ Systeme von 
2p + 1 Charakteristiken; fiir welches also die (a,a,@,) von entgegen- 
gesetztem Charakter sind, wie die (@,), fir « 2 «x 2 dA, von 
1h -- Spa. 
Man nehme aus diesem System, fiir p > 3, die Charakteristiken 


(@), (@), (@), ++, (@y) 
heraus und verbinde die tbrigen 2 — 6 beliebig zu p — 3 Paaren: 
[eye] = [Ly], [ero@i| = [he], +--+, [2p e@ep4i] = [b-s]. 
Seien dann weiter mit 


[Ai], [Aol, las}, ++ +> [Ares] 
alle 2?-* Combinationen dieser p — 3 Gréssen [l,], [J], «++ [tp-s] zu 


0,1,2, +++, p—3 bezeichnet, so hat man in 
(A) (Aj@), (Ajay), +> +, (Ajay), 
(jm 1,2, +++, 3) 


ein System von 2”? Charakteristiken, dem man ein zweites analoges 
System zuordnen kann, das mit dem ersteren in besonderer Be- 
ziehung steht. 


Sei niimlich eine neue Charakteristik (1) eingefiihrt durch: 
(l) = (@, a4) +++ @e,), fiir gerade p, 
(Ll) = (a@ a, +--+ G,), fiir ungerade p. 
Dann sind, nach den Kigenschaften der ausgezeichneten Systeme, fiir 
jedes p: 
alle (l4;) gerade, fir j= 1,2,3,--- 


-3 
» 2P-5, 
alle (lA;o,a) ungerade, fiir « 2%, von 0,1,---,7. 


Bildet man daher ein zweites System von 2? Charakteristiken: 
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(A’) err [Lay a], leds (LA; a5], 
(jf = 1,2, ..., 2), 


so hat dieses zum ersten die Beziehung: Addirt man irgend eine Cha- 
rakteristik des einen Systems zu allen 2” Charakteristiken des andern 
Systems, so sind immer von den 2? Summen nur 2?-° gerade, die 
tibrigen 7 - 2”-° ungerade. Und zwar hat man 2”-* verschiedene Grissen 
des einen Systems mit denselben 2?—* Grissen des andern Systems zu 
verbinden, um gerade Summen zu erhalten. 

Man hat niimlich irgend eine der 2?-* Grissen (ldj-a,), fiir 
j =1,2,---, 28-5, au verbinden mit den 2?-* Gréssen (A;a,), fiir 
j=1, 2,--., 2?-°, um gerade Summen zu erhalten; dagegen mit 
(Ajay), WO x 2 t, um ungerade Summen zu erhalten. 


Die Beziehung zwischen beiden Systemen wiirde offenbar bestehen 
bleiben, wenn man zu jeder Charakteristik jedes der beiden Systeme 
irgend eine, aber immer dieselbe Charakteristik hinzuaddirte. Addirt 
man (a) und beachtet die Darstellung eines ausgezeichneten Systems, 
wie sie am Ende des § 8. gegeben ist, so kann man zwei einander 
zugehorige Systeme von je 2? Charakteristiken, welche in der obigen 
Beziehung stehen, auch so darstellen (indem man an Stelle der {/;| 
die dortigen |¢;| setzt). 

Seien mit [¢/] alle Combinationen der p—3 Grossen [ts], 
[ta], «++, [é|, za 9,1, ---, p—3 genommen, bezeichnet, so ist 
das erste System 


[Gi], (Gtpbae--t), (Gi rptpatps---t], [6 rpatp-2tp—s---t)], 
[t)' Tp—atp-s-+-t,], 

[6/ Sptp—atp—o--+ty],  [t/ Sp—1tpetp-s- +t], 
[t Sp—2tp—s-+-ty]5 


(j= 1,2, +++, QPS), 


und das zweite entsteht aus diesem, indem man zu jeder seiner Cha- 
rakteristiken 

: (1) = (97,12 ++ + Yp—stpaty) 
addirt. 


Endlich kaun man zwei Systeme dieser Art auch so darstellen: Sei 


(B,) = (B;), (B2), ak (B;) 


ein 7-System ungerader Charakteristiken, mit gerader Summe (f,), ent- 
halten in den p — 3 Gruppenpaaren: 


[rs], [Si]5 ++ -3 [tps], [Sp—s]5 


und [¢;] wieder alle Combinationen der Gréssen [¢;] = [r;s;]. Das erste 
System ist dann 
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(t By), (B,), ---, (6B:)3 (f= 1,2, +++, 2P-), 
das’ zweite entsteht aus diesem durch Addition von 

(By, + + + Tp—s) 
zu allen seinen Charakteristiken. 


Die bezeichnete Bezichung zwischen zwei solchen einander zu- 
gehérigen Systemen macht die Einfithrung eines derselben an Stelle 
der 2? Indices ¢ der am Anfang dieses Paragraphen angegebenen Re- 
lation vortheilhaft. Wir benutzen zu diesem Zwecke die zuerst ge- 
gebene Form (A), (A’) der beiden Systeme. 


§ 14. 
Das Additionstheorem fiir p > 3. 


Nach den Bemerkungen des vorigen Paragraphen nehmen wir die 
Relation an: 


(1) A(upo-+w) By( (wo) — DB Die Prycq(U) + Prjug(t+0), 


‘yas 1, ‘way Ty ) 

j= 1,2, ++, 203)? 

worin die noch zu bestimmenden Grissen cy nur von den v, und w, 
abhingen. Setzt man fiir die w, halbe Perioden ein, entsprechend 
den Charakteristiken (A’) des § 13.: 


1 lay ag 
%, — 2 G, ’ 


so ergiebt sich zur Bestimmung der og) das Gleichungssystem 


%, (> we ty t w): a(S o's — vo) = 


Da, ,E*)-9,,. a+ 0) 


oder, nach Reduction mit Hiilfe der Formeln des § 12.: 
= lay - 
(2) (—1)2" Pm? Prayag (0) Pay ag (V+ ©) 
’ P lay «o a; 
= Dee (DEM. Buy ay Bap) 
I 


(7 = 1,2, +--+, 22-4). 
Man hat in (2) 2?-8 Gleichungen, welche solche 2/-° Gréssen 
ce’, die gleiches 9, aber verschiedenes j, fiir j = 1,2, +--+, 2”-*, haben, 


silent von den iibrigen Gréssen bestimmen. Um aber diese Glei- 
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chungen, insbesondere ihre Determinante, in iibersichtlicher Weise 
weiter behandeln zu kénnen, wird es ndthig, zuerst die Indices 4; in 


besonderer Weise zu ordnen und dann statt der A andere Grodssen 
einzufiihren. 


Die 4; sollen so geordnet werden: 


Zunichst werde 4, = 0, 4, = 1, gesetat; diese beiden werden dann 
mit 7, zusammengesetzt; sodann die so gebildeten 2? mit 1,; sodann 
die so gebildeten 2° mit /, zusammengesetzt; etc.; also: 


Ag =1,, 4, =1); 

A, = 1, 44 = 1h, 4, = 1h, 4g = hh; 

dy =U, Ay =U, Ay HEU, A =HGL, Ag =H hh, Ay =U, 
Ais = Lbgly, Aye = hdl; 


Allgemein ist: 
(3) Aight — Ay Age—1 ’ 
fiir 
h—=j-2+1, j- 2! +2,---, j7- 2421, 
wo j= 0,1,2,-+-+ zu setzen ist und k jeden Werth 1,2,3--- an- 
nehmen darf, wenn man noch 


Ay =A4,, fiir h’ = h (mod. 2”-%) 
festsetzt. 


Hiernach ist zunichst: 


(4) . oe Ayqgh-1 r Bian 442 j=) (w) =m Ba, a. ” Ga, 2,.(w), 


wenn h und h wie h in (3) gehen. 


Ferner sei gesetzt 


a sd ot 
25 n*m* 


(5) (—}) 


fiir 


—_ Up» 
k=1,2,---, p—3, 
und weiter definirt: 


aa 
‘i . . ° n 
(5’) fay ty — tig * tty (—1)2"* * . 


Aus der obigen Darstellung der 4; durch die i, folgt dann sogleich 
5 5 J 5 5 
(ie Definition der Gréssen i,,. Beachtet man, dass 


4 (n't mi’ - nik m't) = Ki, y, = (mod. 2), 








ris 


80 
(5 


fii 


ch 


au 
di 


D. 
(5 








‘ise 


sen 


nn 
nh 


4, 


dsl, 5 


an- 


sleich 





(weil z. B. die beiden in [1,] — [a,a@,| gepaart enthaltenen Charakte- 
ristiken (a), (a,) in [l,] nicht vorkommen), also auch 
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57 ni me nim = 0 mod. 2 ’ 
+ ) 


so folgt aus (5’): 


aay ay 2 
. ae ae pn’? m? at ibis Sn ims 
(5”) tajay = tay ay (— 1) = ta, tay» (—1) ’ 
aa=t+i, 
fiir beliebige j und j’. 
Daher wird nach (3) und (5”): 
i =i 
As ok- 1A yy gk—1 Bay Akt gy Agk-1 4 
F : : Snr wy 2 tek-1 41 
= 2, ay * Qnty 4k 4 (— ) 
d. h. 
(6) Qs oh—1 Aya ok—1 —_ Ua, ay’ ? 


wenn h und h’ wie in (3) gehen. 
Wegen dieser Beziehungen (4) und (6) ist es angezeigt, die Glei- 
chung (6) mit 
Vays 


auf beiden Seiten zu multipliciren, und sodann statt der Gréssen on 
die folgenden einzufiihren: 


la a; 
DM 7_ 420 *m? . (i) 
Co = ( 1) ta; C. ° 


Das Additionstheorem nimmt dann an Stelle von (1), (2) vermige 
(5”) die Form an: 


(1) By (u+v+w) o, (u—v) 
lay a; 
=> > o.(—1)" ms iay Pyag(U): Pi,a(U+w), 
, F 


pee Sigh ) 
j=—1,2,3, +--+, 2-3 
wo die C\” bestimmt sind durch 


a, lay 
Sn Pm? 


at) a ; tay Dias ag (v) Duy ag(Vv + w) 
= > CP in, aj Dua; ay . Fra, ay (w) é 
j 
(j=1, 2, 3,+++, 2P-3), = 214,500 
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wenn man hier noch 

(7) ta, dy Pia; ay * Fra; a,(w) = 9), 5 = 4;,;, 
setzt, wobei 

(7) 99k, n’'+2k-1 = é,, W 


und die h, h’, wie in (3) genommen werden. 


§ 15. 
Eine besondere Classe von Determinanten. 


Die Determinante der Coefficienten der 2“ Gleichungen (II), § 14. 
(fiir festes 9 und uw = p — 3) ist 





} v | 
O.4 1,2 , Ae 
0, 2,2 9, ou | 
Az=|. ; 
| | 
| Sou Oyu 9 Dou ou 
wo 
914 9k—1 at 0, a 0, h? 
fiir 


h,W—=j- 2+, 7-242, --+, 7-2 + 2, 
wo j=0,1, 2,--- zu setzen ist und k beliebig = 1, 2,3 --- ist, 
wenn man fiir die Indices die mod, 2" congruenten nimmt. Man kann 
diese Eigenschaft*) der Elemente von A so aussprechen: 

Theilt man & in 4 Quadrate von je 2"-! Reihen, so sind je die 
beiden quer gegeniiberstehenden Theile gleich zusammengesetzt. Jeder dieser 
4 Theile hat, bei Theilung in 4 weitere Quadrate, dieselbe Eigenschaft; 
und so fort bei fortgesetzter Theilung in je 4 Quadrate von gleich viel 
Reihen. 


Setzt man also 
6,;=9,, (j= 1,2, ---, 24), 


So kann man A so schreiben: 


*) Der Fall w = 2 findet sich an mehreren Orten, der allgemeine Fall in 
einer (mir erst zur Zeit der Correctur bekannt gewordenen) Note von Puchta 
im XXXVIII. Bd. der Denkschriften d. Wiener Akademie (1878), p. 315. Uebrigens 
ist auch dieser Fall in einer Determinante von viel allgemeinerer Form, aber 
analogen Eigenschaften enthalten, wie ich in einer demniichst erscheinenden Notiz 
zeigen werde. 
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0,8, 0,0, 9, d 0; dy 
6, 8, 0,0, 0,0; 9d, 0, 
8,0, 8,0, 4, d, 9, d, 

0, 0; 0, 0, 0, 0; 0, 0, 

A= (06,4, 8,0, 06, 8 4, 0, 
8,4, 0,0, 0,0, 0, dy 

9, 0, 0, 0, 0; 0, 0, 0, 
(6,8; 4,8, 9, 8, dy 6, 





ae 


Vermége dieser Eigenschaft lisst sich A darstellen als das Product 
vo 2" Factoren, die alle linear sind in den Elementen von A. 

Um dies zu zeigen, multiplicire man die 2, 4t, Gte, ste, . 
Horizontalreihe, ebenso dieselben Verticalreihen je mit ¢,; sodann die 
3’ und 4, 7 und 8'e, 11'e und 12%, --- Horizontal- und Vertical- 
reihe je mit ¢,; ete., allgemein also multiplicire man die (h + 2*—) 
Horizontal- und Verticalreihe, wo h die Werthe 


Ge QPtl. Ge 242, +--+, Ge DF + 2-1 
(fiir 7 = 0,1,2, ---, Qe-* — 1) 
anzunehmen hat, je mit ¢&, von k =1,2,---, uw. Dabei sei 
&,? == &,? = .-- == &,? = 1, 
Hierdurch wird zuniichst der Werth der Determinante A nicht geindert. 


Weiter bleiben zwei Elemente von A, die vorher einander gleich 
waren, auch nach der Multiplication mit den Gréssen & einander gleich. 
Denkt man sich niimlich A in 4 Theile I, IIT, II, IV von je 2e—! 
Reihen getheilt, wo 1 =I1V, Il —III, so bewirkt die Multiplication 
mit ¢,, dass alle Elemente von I unveriindert bleiben, die von IV mit 
&.° = 1, die von II und III je mit ¢, multiplicirt werden, Die Multi- 
plication mit &—,; bewirkt, dass von den 4 entsprechenden Theilen 
I’, Il’, I’, 1V’ von I die Elemente der gegeniiberstehenden Theile 


l’, IV’ mit 1, bez. ae = 1, die Elemente von II’ und III’ je mit a 
multiplicirt werden; und analog die 4 Theile von II, von III und von 
IV. Ebenso sieht man, indem man jeden dieser Theile I’, II’ etc. 
wieder in je 4 Theile zerlegt, dass die Multiplication mit &,-2 vorher 
gleiche Elemente auch gleich liisst; etc. 

Die Determinante A wird also nach der Multiplication mit den 
Gréssen é,, &, +++, &—1 genau von derselben Art, wie sie urspriing- 
lich definirt war. Addirt man nun simmtliche Verticalreihen, von der 


21* 
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zweiten an, zur ersten Verticalreihe, so werden siimmtliche Elemente 
dieser Reihe einander gleich, und zwar gleich: 


(8, + & 9) + & (8; + &, 94) + & [(4; + &95) + (8;+ €,95)] +--- 
=I, $8, 8. 8,93 + & 82 Dy Fs O58, 505+ &. &5 97 +8, & 3958, 99+, 
wo die Combinationen der ¢ genau so geordnet sind, wie die Gréssen 
A; in § 14. Dieser Ausdruck geht also als Factor aus A heraus. Und 
da die « hier beliebig die Werthe + 1 oder — 1 annehmen konnten, 
so hat man fiir die Determinante A die Darstellung: 


A=TI. {8,+¢2,0,+8, 0,+¢,¢,0,+6,0,+8¢, &,0,+ 6, &0, 
HE 8.8503 +s 8 Ey Bue Du} 
fir g? —1, (K=1,2,---, p) 


wo das Product TT, auf alle 2" Werthsysteme, welche die Gréssen & 
annehmen kénnen, auszudehnen ist. 

Die ersten Unterdeterminanten von A, nach irgend. zwei einander 
gleichen Elementen genommen, sind ebenfalls einander gleich. 

Denn zunichst sind wieder, bei Zerlegung von A in die vier Theile 
I, II, 111, 1V, die Unterdeterminanten nach den Elementen von I gleich 
denen nach den entsprechenden Elementen von IV, die nach den Ele- 
menten von II gleich denen nach den entsprechenden Elementen von 
III, da durch Vertauschung der 1'", 2», . ~~ (2-1)'ee Horizontal- 
und Verticalreihe bez. mit der (2“—! + 1)'e, (Qu-t + 2yten, ..., (De)ten 
Reihe nur I in IV, Il in III tibergeht, also die Elemente von A un- 
verandert bleiben. Ebenso sind, bei Zerlegung von I in die vier Theile 
lV’, Il’, Ill’, [V’ die Unterdeterminanten nach den Elementen von I’ 
gleich denen nach den entsprechenden Elementen von IV’, etc. 

Diese Unterdeterminanten bilden also ein System von derselben Art, 
wie die Elemente 6;,; von A selbst. Bezeichnet man insbesondere die 
Unterdeterminanten, genommen nach den Elementen 


0, 5, eg 0, 
von A, entsprechend mit 
A,, 42, °°; Ax; 


so wird die Determinante, gebildet aus diesen ersten Unterdeterminanten: 


= A™—1 Te {A +2, Ante, Aste, &,A,+ 6A, +++ 882+ eu Maui 
und ferner folgt, indem man die zweite, dritte, vierte, - - - Verticalreihe 
von A der Reihe nach mit ¢,, &, ¢, €&, -- + multiplicirt, dieselben zur 
ersten Verticalreihe addirt und dann nach den Elementen dieser Reihe 
ordnet: 


A= { 9, +89, + £03 +8 89, +8505 e+ be 8* us Oyu} 
{By & Oy &,.05 + 8) 8A, + gs fo $8 by° ++ & , Ayu}; 
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wo die &, &,°° 
kénnen. 


+, & beliebig die Werthe + 1 oder — 1 aunehmen 





§ 16. 

Das Additionstheorem in expliciter Gestalt. Fundamentalformel. 

Um § 15. auf die Formel (I), (II) des § 14. se sanaprates hat 
man dort w =p — 3 zu setzen und 

8; = 01) = i,92, - Pu,(w). 
Dann wird die Determinante der Gleichungen II, § 14.: 
(8) A=Tl {d, + €,9,-+ &, 0; +, &8,-+ &0,-+--- + Ey E+ Ep—s° 0.p—s} 
= TT; { 8, 9.(w) +0, Be, Bus, (W) Hb, Bes, Bes, (CW) Ht, Pr, 1,14 1, (W) 
+ by, Fis, Pry, (w) + 4 Bb. tpg Pht. tpg Pty h..tp_3(W)} 


=IT; [2 ta, Pra; ° Bi, (w)] 


wo das erste Product TT,, bei fest angenommenen Grossen t;, aus- 


zudehnen ist iiber alle 2?-° Werthsysteme, welche die Gréssen & an- 
nehmen kénnen, wenn 


und wo das zweite Product TT; auszudehnen ist tiber alle 2?-? Werth- 
systeme, welche die Gréssen 7, nach (5), (5°) des § 14. annehmen 
kénnen, wenn die 
oo Sn mit 
(ih = (-0 
gegeben sind. 
Bei allgemein gelassenen Moduln der Thetafunctionen kann diese 


Determinante A nicht verschwinden. Denn dann existirte eine fiir 
alle w identische lineare Relation zwischen den 2?-° Grdéssen 


B1(w), Bu, (Ww), +++, Biny,..tp_g(@), 


was nach der Definition der #-Functionen allgemein nicht der Fall ist. 
Bezeichnet man weiter die Unterdeterminanten von A, genommen 

nach dem Element 0;;°, mit Aj, wo also: 

Mi, = Mi, 
wenn 

0,, y= 05,3" 
so ergiebt die Auflésung von (1), (II), § 14., das Additionstheorem 
in der Form: 
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(IIT) A - 3 (u+v+w) - o(u—v) 
(ta; ao a; «9 taj 
~— PPXe ee m + n>m ) inay 4x " Dia, ag) Pia, ag) 
ok ge. ; : 
D2; ag (U) i, 0, (u+ w) 
( Q = 0, l, oi idiny 7 ) : 
jrJ = 1, 2,3,--+, 2-8 


In dieser Form des Additionstheorems besteht jeder Coefficient 
eines Gliedes 
Pi; ay (U) B2;a,(U+w) 


5% 
noch aus einer Summe von 2°-* Gliedern der Form 
Ay . Fi, a (v) Bu, a (v +w) ° 
Wir wollen jetzt zeigen, dass unter Benutzung der Eigenschaften von 
A eine neve Formel herzustellen ist, bei welcher die Coefficienten der 


rechten Seite alle eingliedrig werden, und welche als Fundamental- 
formel der Theorie zu betrachten ist. 


Zuniichst setzen wir in (III): 
uso + é a (hk = 1, 2, - ++, 2e-5), 
wodurch (Ill) iibergeht in: 


(IV) A-Pu, (v+v+w) -Fa,(v oe: v) 


° tay a a; ag taj tA; Aja 
=> 22> - yz sae tai ling ). yap Bas 
ss 
* Drayag(Y) Pray ag (Y + W) » Pia, ajay (0) Braz 40g (v' + w). 
Man multiplicire nun diese Gleichung auf beiden Seiten mit 


ay 


a 


4% 4p, ay a, 
- 9, 9x4, (w) = (— = mrt nbn) 


4% 4,,% 
=n m 

(— 1) 
und addire alsdann iiber alle Werthe von h=—1, 2, ---; 2°. Die 
alsdann auf der rechten Seite vorzunehmenden Summationen sollen so 


ausgefiihrt werden: zunichst lasse man @ und j’ fest, nehme denjenigen 
Werth von j, fiir welchen 


ta, " On; 


Aj An = An TP, 
wo JZ ein Product der i, also auch ((5”), § 14.): 
«th Ak 
ajay’ ta, = Vay dyay ° ta, = tayay (— 1)>" ” ; 
und ferner: 


4s = Biniy ty _ Ba, , 24:2 = Ain, 
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und summire iiber alle Werthe von h. Das hiervon herriihrende Glied, 


- ~. . \) . 
unter den Summenzeichen > > > » wird 
aie. 
(yrag. andy Way » tay agdy Aya, 2 Ay aye Ay 
ri 2m FO OM A OT pe gH OL Ph gy Ph 4 4“ gy “I') 
D 


* tay ay On Ones 
° F12;-09 (v) Diiyay (v+w) : Pray ap (V’) Di2y; ag (v' +w) 


tay ap Lay Ay t ap @, 
ea 12 Fm nO mS om On m™) 


‘ tayay 
° Fir, a9 (v) B12, a,(v-++w) < P14, (0) P12, a_(v' + w) 


tay r] A, lay a, 4 
1 Z(n FO ay Ah hh FT Og no 4 nm) 8 
$ (— ) . a Baya'j’ 
r 


Der Exponent von — 1 im letzten Factor pA wird aber = 


re 


a >(n? mh n™*m’*) en pe it An Me i a, ep % P a 


=0+1-+1=0 (mod. 2); 
also wird der ganze Factor z= zu 


h 
a 0), Qi, nj’ = A oder = 0, 


je nachdem h’ =j oder h’ 2 j. 


Daher bleiben auf der rechten Seite nur diejenigen Glieder iibrig, 
fiir welche h’ =)’, d. h. 
Aja = Aj: L?, 
Glieder, die alle A zum Factor haben. Indem man diesen auf beiden 
Seiten weghebt (und noch j’ mit j vertauscht), folgt: 
ase? A o2* on %h ay Mo» to Ay 
(V) bs (— 12" m“+tn"“m +n m 812, (w) 
A=l 
Oia, (U+v+w) ,,(v'—v) 
=Tj=2-3 ae t aa 
5% 5% 
as fae 12" m+nm ). rep(0) $12; a9(¥ +) 


° 912 ,a9(0’) Fi, ag +w). 


Dieses ist die Mundamentalformel der ganzen Theorie, fiir p> 3. Bei 
ihr ist die linke Seite eine Summe von 2?— Gréssen mit zusammen- 
gesetzten Argumenten, die rechte Seite eine Summe von 2? Grdossen, 
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os ‘ ‘ . . 1 i. 
deren Coefficienten cingliedrig geworden sind. Setzt man v' + ~ a7’ 
an Stelle von v’, und giebt j’ alle Werthe von 1, 2, ---, 2”-*, so erhiilt 


man 2?~* Gleichungen, aus welchen durch Auflésung wieder (III) oder 
(IV) hervorgeht. 


§ 17. 
Speciellere Formeln. 


Die bisher gegebenen allgemeinen Theoreme sind in einer Form 
mitgetheilt, in welcher sie fiir alle p>3 gelten. Wir geben jetzt, 
durch besondere Annahmen fiir die Gréssen w, v, u, eine Reihe speciellerer 
Relationen, von denen die ersten noch fiir alle p >3, die nichsten 
nur fiir p>4, die dritten fiir p >5 und die letzten nur fiir p >6 
Geltung haben. 

1) p>3. 

Nach § 13. liefern die Ausdriicke (/4;), verbunden mit 2 oder 6 
der Gréssen 

(@), (@), +++, (@,), 
ungerade, mit keiner oder 4 derselben verbunden gerade Charakte- 
ristiken. Daher verschwindet nach § 12. die Grésse 


Fi, “oe (v), 


1 i . 
wenn v = . @?, und (B) = (a4), wo 6 J @; oder (A) aus dreien der («,), 


von denen eines = (a) ist, zusammengesetzt ist. Man setze also*): 
— 1 By %s Koy Pee a ! By 15% 
v=5 , v=u+ > . 


so geht (V) nach einigen aus § 12. folgenden Reductionen iiber in: 


h=2P—-3 : dp a 
(VE) O= DY (12 - Oiay Piay(t0) + Bia, (u) Mra, (uw) 
A=1 


=4 j= 2P—-3 


A; t ta 
= = 1 2 (n! m* or 4 ys (Oty m') ™ 120? «o m +n m 4 Xo 


e=0 j=l 
be Du, Gig Ms Oe Or; a, a; GQ Ms Oe Oy (w) sd a, a; Gg Os ee Oe; (w) a, a; GQ Gs Me ety (u - WwW), 


was eine Beziehung zwischen 6-2?-° Producten der Form @,(u) #.(u+w) 
mit Coefficienten der Form #,4,(w) vorstellt. 


*) Nach den Definitionen des § 12. wire eigentlich zu schreiben Soa, « (v) 


1 2 P 
an Stelle von Firja9()» und + @° %% Or statt ? B*%* da in - a? das B eine 
] 


Gruppencharakteristik vorstellt. Indessen ist hier und im Folgenden die ein- 
fachere Schreibart gewiahlt. 
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Setzt man ferner in (V): 


1 a 
w= D aie 


» 
2 


so verschwindet die ganze linke Seite, und es bleibt: 


——* | >> eg ae 
Vi) oS (2m 


e=0 2 


Ag ho Oty a ) ; 
Fiijag(V) Fiija9(v) 
Pia; dpegaoe (0) 1a; a ay aoa; (V'), 
ein aus 2” Producten bestehender Ausdruck. 
Ferner sei zu gleicher Zeit gesetzt: 


Os Oy Oy 1 AR Oo Oly ’ Oy Oy, Oy 


1 
? w= 7d ’ v=u+>@ ; 


nie 


v= 


wo k beliebig einen der Werthe 1, 2,---, 2?-* annehmen kann, so folgt: 


e=4 j= ep—3 (nti ute 
(VIL) O= y Low 1)~ ni Cm tn 
e=1 j= 
° P12, ©, Aer hp Praja Ms Oe, Oy ° B12, ts Oe ty Og (w) Bui; Ay cs to ttg (uw), 


tay Motte 4j 4g) 


also cine Bezichung zwischen 2”—' Producten der Form @,(u) Oe(u). 

Um eine Forme] zu erhalten, welche nur die Quadrate @,?(u) ent- 
hilt, setze man -in (VI) w = 0; und hat dann eine Beziehung zwischen 
6-2”-% solehen Quadraten. Setzt man hierin weiter u =, so folgt 
eine Beziehung zwischen 6 - 2”-° vierten Potenzen von -F'unctionen fiir 
die 0-Werthe der Argumente: 


h=2QP-3 be & “ > (n! 4 ' 
~ ySn“*m" Me ys Hor Be galls 6 OF 
(IX) 0= » (-1) a —(-1)* 
se 
=4j=92?P 3 


* ajc a; 
D(n' mi? C403 m) 4 
(~ 1) * 92, ts ; 
5A, Oy HQ 

e=0 j=! 

Endlich ergiebt sich eine weitere Beziehung fiir die 0-Werthe der 
Argumente, welche aus nur 3 -2”-> Producten besteht, indem man in 
(VIIT) setat: 


u= 5 Bh Ms 
=? > LApAy Go tty@sa@, Ara 
(— 12 n em! +e er ¢) 
e=! = 


4 a, Aj Os Og Oey a Bua, aK Gs Oe Op Ug 


- G1, 4p, G4 Oy Og B; A; AR An ey Og Og Op 9 
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wo die Indices k und h beliebig die Werthe 1, 2, - --, 2?-* annehmen 
diirfen. ‘ 

Von den Specialisirungen der Formel (UI), § 16. ist hier nur 
diejenige zu bemerken, welche fiir 


1 
coo 5 ye, A, 
v= 7 TO 


eintritt. Dann verschwinden einfach auf der rechten Seite alle Glieder 
fir @ = 5, 6 und 7, und man erhilt eine auch aus den Gleichungen 
(VI) folgende Formel. 

2) p>4. 

Die in § 14. gegebene Zusammensetzung der 4, aus den , und 
die Bedeutung dieser Gréssen , und / nach § 13., zeigen, dass fiir 
p> 4 die Grodssen 

(lax), 


ausgedriickt durch die Combinationen der Charakteristiken 


(@), (1), (@2), +++, (Gap), (@2p41), 
in diesen Ausdriicken explicite (@:,), aber nicht (a,4;) enthalten, 
wenn h=—1, 2, .--, 2P-4; dagegen (@2,4:1) und nicht (@:,), wenn 
h = 2e-4-+4- 1, ---, 2P-3, Daher wird z. B. (lA,a@,e2,) im ersteren 
Falle gerade, im zweiten Falle ungerade. 
Man setze also in Formel (V): 


1 : 
w a ty a “2p 
und erhilt dann aus (V) einen Ausdruck, in welchem die linke Seite 
uur iiber die Werthe h = 1,2, ---, 2?-4 zu summiren ist, also einen 
Ausdruck von 17 - 2?-* Gliedern. 


Setzt man ferner zu gleicher Zeit: 


1 ' 1 ae i. mee 
a - Beer, — a" Gy, ty : v — + - Bw t , 


» 


- - 


so verschwinden auf der linken Seite von (V) alle Glieder fiir 
h = 2e-4 +1, ---, 2°-5; auf der rechten Seite alle Glieder fiir 
o = 5, 6, 7, und ferner diejenigen fiir @ = 0,1,---,4, wenn zugleich 
j=1,2,---, 22-4. Daher geht (V) iiber in: 





h , a a 
en ht 2p MR 
; yn m , , 
(Xl) O= (—1) Pia, F124, «09 p Pi, (u) - Did, ce; ag p(t) 


da 


=3?— 
a= 


1 


Os, Oe, Og t la;ag a, a; Q=4 
3 (no "2? m +n ""?m ) a] 


—{-—-1)* 2 (— 


e=0 ;=2P—4+41 


9p - 3 
j= A; t la, a A; a 
(5 Cm $n 8? mi 


. a, Aj GQ Ms Wee Oy v, Ajag 5 We 2 py F a 4; dg tts ey (w) D, Aj Hg M5 &% a2 p (u), 
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eine elation zwischen 6 - 2?-4 Producten der Form , (u) ®, (u). 
Dieselbe Art von Relation, in etwas geschlossenerer Gestalt, erhiilt 
man, wenn man in (V) setzt: 


1 Hot; &2 p “2 p41 1 2p 
teas BD ; 1s B, 
nimlich: 
=6 j=2P—-4 Asa lay bet ty 2 y 44 a; @, 
xr) o= >’ > ( "sete tibees aches 
e=1 j= 


: Bu, 2 p MQ a, Aj Ogee “2p41% . a, 4; a (w) a, aj HoH 2 p H2p-+1 %p (uw). 
Insbesondere folgt, indem man in (XI’) 


1 Aj Gg Ms & 


deat $i. ’ (wo h=1,2,---, oder 2?—*) 


setut, eine Relation zwischen 2?-* Producten, fiir die 0-Werthe der 
Argumente: 


= 4 S dia lager Lap ces ce, ce, Re 
(X11) O= (— 12 © 9 RP 4 9h hOB 5 “Q) 
e=1 2 : 
* ‘s rap m 4 MoM Sep + al é a; aj Ap Hotes “@ a aj Af Hs cer org p “2p+1% ? 
(wo h=1,2,-+-, 2P-4 sein darf), 


und eine Relation derselben Art, wenn man in (XI) 


1 ay lo & 
uy oer (kh =1, 2, ---, 2P-4) 


einsetzt. 
Setzt man ferner in (V): 


so folgt: 
(XI) O=(— 1p ZO m? +n? m!) 


h=gP—3 er lapa u 
A » > ty 09 
Sn a 4g O88 82D gy “4% BP) 


(— 1)” Dia, Dia, (w) 


> Bra, (U) Piz, (ww) 


A; @, t lt hea 
-3° Bx. 1) Z(n? om+tnm? @) 
- + Piya &o 2p 3B, 4; dig app (00) 
7 a, a; a0 a2p (w) a, 4; a “2p (u + Ww) 


eine Beziehung zwischen 10 - 2?-* Producten der Form %,(u)-#,(u-+w). 
Fir w= 0 erhilt man hieraus eine Beziehung zwischen 10 - 2-4 


A=1 
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Quadraten #7(u), und fiir w—0, w=—0 eine Beziehung zwischen 
10 - 2?-4 wierten Potenzen &,' von @-Functionen fiir die 0-Werthe der 
Argumente. 

Von den Specialisirungen der Formel (III) ist hier diejenige zu 


bemerken, welche fiir 


w _— : Di “2p 


eintritt. Die Determinante A wird alsdann das Quadrat der Deter- 
minante A’, welche sich, analog wie A aus den Groéssen 0,, 0,, -- +, 0,2-8, 
so nur aus den Groéssen 0,,0,,- -, 0,»—4 zusammensetzt. An Stelle 
von Aj ;, tritt A’. A, ;. Auf der rechten Seite von (III) sind die 
Summen nur iiber die Werthe 1, 2,3, ---, 2?-* von j auszudehnen, 
wenn j die Werthe 1, 2, ---, 2?-4 hat; und iiber j’—2?-*+ 1, ---, 2?-3, 
wenn auch j einen dieser Werthe hat. Jedes Glied 


9a, & (w) ai, @7 2» Op (w) 


hat also dann einen Coefficienten, der aus einer Summe von nur 2?-4 
Gliedern besteht, — Setzt man ausserdem noch 


= : Bs Hor 
so bleiben auf der rechten Seite nur. noch die Summationen fiir 
e=0, By* +, 4; j = 2e-4# + 1,-: +, 20-8; j = 24+ i,-- + 
auszuftihren. 
3) p> 5. 
Die Gréssen (lA,), ausgedriickt durch die Combinationen der 
Charakteristiken 
(a), (@), +++, (@ep4t), 
sind bez. von den Formen 
(Lettzp-2t2p)3 (Letzpstzp); (Letzpotep4i)} (Le2»—1@2p41), 
je nachdem h bez. von den Formen: 
1,2,-+-,2e-5; Qp-54],...,2p-4; Qp-4 ],..-, Qp-4 + Qp-5; 
Qr—4 + Qp-5 11. -, QP-3; 
wobei J, aus den a@,, a@,---+, @,~3 und (fiir ungerades p) aus a, zu- 
sammengesetzt ist. Daher ist (1A, @2)~22»41) im ersten und vierten 
Falle gerade, im zweiten und dritten Falle ungerade. 
Setzt man also in (V): 


1 1 ’ 1 g 
w= : W2p—2%2p41, vy = ; B2p, v= ; wr? + wu, 


so verschwinden auf der linken Seite alle Glieder fiir 


h = 2p-5 4+ 1, -- +, Qe-4 + QPS; 
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auf der rechten Seite alle Glieder fiir 


; jm S41... Qs, 
und man erhiilt: 


a we 
(XIV) Om a (—)) eile ia, Dra, &2 p—2%2 p41 
- dy ay (u) P12, 2 p—2 “2 p-+1 (u) 
> an ay 
m 
+ > (— 1) = Pia, Br, “2p —2 “2 p+ Pi, (uw) 


a=3.9P—5.44 
a 4p &2p—2 2 p41 (u) 


S (n'“2P-22P+1 yy" 2P 4 4“2Pm') 


~(-7 
=7j=2P—5 
> Dn Om’ + yn! “2p—2“2p-+1 4 “@) 
; (—1) 
0 


= j=l 
. Ba, &p 2p Diijagcep a2 p—s 2 p41 


. Diajagery (w) Diijagasp 42 p—2 pti (u)} : 


also eine Beziehung zwischen 10 -2”-5 Producten der Form ,(u) Se (u). 
Insbesondere wird aus (XIV), fiir 


1 
a 


1 Ap & 87 Hy C2 py~1 
r t0 ? (k= 1,2,---, 27-5): 


fa lp ty ty C9 p—9 9 p—1 KO & Asa 
12? om +n k%o 1 C2 p—2 “2 p—1 “2p 2PHl "I ¢) 


f 
( 
° Fi, a ag Fu; %2 p &2 p—2 (2 p+1 & Pua, AR Go es 2 1 
. Fira, Go Oy 2 p—1 2 p—2 HP p44 «el 
(wo k=1,2,---, 2? sein darf) 
eine Beziehung zwischen 6 -2?-> Producten, fiir die 0- Werthe der 
Argumente. 
4) p>6. 
Setzt man in (XIV): 


1 4g Qp—4%2p q 6 = 
w= @ » (kK—1,2, --+, 2-4), 


so verschwinden auf der linken Seite die Glieder fiir h = 1, 2, ---, 2?-® 
und fiir ) = 7-2e-6 + 1,..., 2-5; auf der rechten Seite alle Glieder 
fiir j == 2e-€ + 1,---, 22-5, und man erhilt: 
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Bia, @2 p—2 “2 p41 4p 2p 4029p 


— Dnih*eap- 4%2p 4% 
(XVI) O= 5 P12, Dia, 
A=? he 


y Diayay @2 p—-2%2 p41 “2p—4 42 p 


@ 4 
—! 4 Pm” 9 9 
bay UA, ag po cap py Ubay Ay oo p—4 2p 
6.2?— 


= 
* Pind &2 p—2%2 p41 &2p—4%2 p 


wa t 
Sl 12m RAPA Dy “2P 1 2PM’) 
=? s=99—6 2; 
e=v j= 


Ou, Pia, 


“2p “o 


fiir k= 1,2,---, 2?-*°; eine Beziehung zwischen 10 - 2”-* Producten, 
fiir die Nullwerthe der Argumente. 


§ 18. 
Die Thetarelationen. 


Nach 1), 2), 3), 4), § 17., existiren im Ganzen folgende lineare 
homogene Relationen: 


a) Relationen zwischen Producten der Form ,(u) - #.(«-+w), mit 
Coefficienten der Form #.4,(w): 
1. fiir p > 3 zwischen 6 - 2?-* solehen Producten (Formel (VI)), 
2. » P >4 ” 10 - 2p-4 ” ” ( ” (XH). 


b) Relationen zwischen Producten der Form @.(u)%,(w), wo & 
von € verschieden ist, mit Coefficienten der Form @,@,: 


1. fiir p >3 zwischen 4 - 2?- solehen Producten (Formel (VIII)) , 
2. » p24 ” 6 -2P-4 ” ” ( » (XI) oder (XP), 
3 » P 2] 5 ” 10. 2e—-5 ” ” ( ” (XIV). 


c) Relationen zwischen Producten der Form @,%,.,,%,», wo die 
vier Indices von einander verschieden sind, fiir die Nullwerthe der 
Argumente, mit Zahlencoefficienten: 


1. fiir p >3 zwischen 3 - 2?-% solchen Producten (Formel  (X)), 
2. , pod ‘ 4. 2p-4 e - ( 
a « gos - 6 - Qe-5 - - .* (XV)), 
4. , p26 » 10.26 ” ” ( » (XVD). 


yi Qp %2p—2%2 p41 %g Fira @2p—4%@ Gu, ay &2p—2 “2 ptt “ape ; 
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ziehu: 
der / 
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Zwischen diesen Relationen existirt eine grosse Anzahl von Be- 
ziehungen, Wir wollen hier nachweisen, dass sdimmtliche Relationen 
der Arten 1. aus denen der Arten 2, folgen, wenn p> 4; die 2. aus 3. 
fiir p>5 und die 3. aus 4. fiir p> 6. 

Um dies zuniichst fiir die Relationen a) zu zeigen, machen wir 
auf Formel (XIII), § 17., eine Substitution: {O2p415 G5, Me, a;}. Hier- 
durch geht tiber: (1) in (la@gp4:0,0@,0;); (la,) in (La, Mantas 0) fiir 
h=1,2,---,2e-*, aber in (/A,) fiir h = 2P-4 + 1, , 22-5; also 
(A, | im dine Falle in [4,], im zweiten in eae ht ebenso 
(@2p) IN (Gop Mep41 0; OgG;); (Gy) IN (Mp M2y410,0,0,), wenn g=0,1,---,4, 
dagegen in (@,) fir @ = 5,6, 7. Daher wird (XIII), nach einfachen 
Reductionen, wenn man noch (laep41 0, @,a,) = (B) setzt: 


t pagp Bagy t 
Ow (— 12 le m +n m ) 


> a, an ; 
{(— 1)>" sa 92,0 Da, 3(w) - Ba, a (u) 91, (u+ w)} 


4A=1 
Get 2 (n' m2? +ni2? m') 
h=op—3 nih mth 
{(— 1) B12, Bia, (W) - Dia, (uw) Ha, (uw) 
A=—2P—441 
4 ser —* asag 1 lhe 
Z(n*i “em +n m/ ¢) 
—(— > (0 
e=0 fet 


. Pay apb Pi; ay ary on , oi, a ota p 6 (t) Fi; cy ay, 3(u+w)} 


oy, >( Ajay + i“e) 
>> -1) n » n’ m ° 
e=5 PEG 


‘ Diijayuoy Piajayap,(W) . Dri; ages, (w) Diijagary (uw) . 


In dieser Formel stimmen aber 4 Summen mit 4 Summen, die 
in (XIIJ) vorkommen, genau iiberein, und es folgt daher aus deren 
Verbindung: 


LBm lp =4 j=2?P 


ye >> be Bln Cm! $-n' mi“) 


» Bi, 9 “ap oi, @ e“2pP (w) Bi, jg tay 6 (U4) D2. a Mp8 (uw) 


h=2P—4 


l 2 2 
yz bin! mi “?P 4+n*' 2? im) 7” Qos 1)" Am 
A=l 


 Payp 91,9 (w) + Ba, 6(u) M2, (Uw) = 
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S j= 
e=0 j 


ap-4 + Oe a 

(— ze" © m'+-n' me) 
> | 

° Dir; agaey Piijagusy (w) ¥ Dir;a¢ agp (“) Dir; ag ag, (U-+ Ww) 

. lag lap ag “2p h=oe—4 ay an 
ay pa 12m Pm +n“2? m2?) ba (—1)=" m 
A=il 
+ Bia, Dia, (W) - Fra, (u) Ira, (uw), 

WO (B) = (leap41 0, O @;). 


Dies ist eine Formel der Art a), 1., abgeleitet aus a), 2. Die 
Formel wiirde in der That mit (V1) genau iibereinstimmen, wenn man 
noch auf sie die Substitution {ap a, @% «;} austibte, wie eine einfache 
Rechnung zeigt. 

Ganz analog ergeben sich die iibrigen genannten Zusammenhiinge. 
So bleibt, wenn man auf Formel (XI) eine Substitution -{«, 2,41} an- 


wendet, die erste Summe oe unverandert, ebenso dieSumme fiir ge =0: 


die iibrigen 4 Summen, fiir @ = 1,---, 4, iindern sich aber, und es 
folgt daher, indem man die so erhaltene Gleichung von (XI) sub- 
trahirt, eine Beziehung zwischen 8 -2?—* Producten der Form 4, (wu), (u), 
die von der Art b), 1. wird und aus b), 2. abgeleitet ist. Die resul- 
tirende Formel geht vermége der Substitution {a o:2,} genau in 


(VIII) iiber. 

Um b) 2. aus b) 3. abzuleiten, mache man auf (XIV) eine Sub- 
stitution {aq &, Osp—9 G2 +i}; dann dndern sich die beiden Summen 
2 nicht; die beiden Summen fiir @ = 0 und @ =7 vertauschen sich 

j=2p-5 
nur untereinander, die 6 Summen eS , von g=1, ---, 6, aindern 
=1 
sich aber, und die so resultirende Gisichune, mit (XIV) verbunden, 
liefert eine Relation zwischen 12 - 2?-* Producten der Form @, (wu), (u), 
vonder Art b),2. Dieselbe wiirde vermége der Substitution {@, 0; #2202} 
in (XI’) tibergehen. 

Um ec), 1. aus c), 2. abzuleiten, mache man auf (XII) eine Sub- 
stitution {a , 0, p41}; um c), 2. aus c), 3. zu erhalten, auf (XV) 
eine Substitution {3 0, @2p-1@2»41}; endlich um c), 3. aus ¢), 4, zu 
erhalten, auf (XVI) eine Substitution { &% @; G2» -3@2p-1}3 und verbinde 
die resultirende Gleichung immer mit der urspriinglichen Gleichung. 
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§ 19. 
Die Thetarelationen fiir p = 5. 
Die-in § 8. definirten ,,ausgezeichneten“ Systeme von 2p + 1 


Charakteristiken bestehen fiir p—5 aus Systemen von 11 geraden 
Charakteristiken mit ungerader Summe, von der Art: 


(Gy) = (4), (ey), +++, (yy), 


wo die 
(G,), (Op, Gy ty), (OO, e) gerade, is xSa---, 
(G6, Gy 2) , (Oty O, Oy Oz On), (Oy) ungerade. } von 1,2,°--, 11. 

Ks ist sehr leicht, alle existirenden ausgezeichneten Systeme aus 
einem solchen abzuleiten und etwa alle von der Summe (a) der Form 
nach anzuschreiben, von den iibrigen Summen je einen Repriisen- 
tanten. Indessen mége es hier geniigen, diejenigen Systeme anzu- 
schreiben, welche wir zu den folgenden Beweisen allein gebrauchen; 
niimlich alle, welche die 5 Charakteristiken 


(1), (2), (@5), (4), (a5) 
enthalten. Dieselben kommen nach § 10., 1., 2., und 5, in 


11.10...7 RyRy... Ry 1.2.3.4.5 —7 
a 1.2, 80, o®l Rai Rg ty 


ausgezeichneten Systemen vor, und zwar nur in den Systemen: 


(ey) == (4), (@y)y > + + (%5)5 (Og), * + *» Cyy)- 


= ” 5 (Gg Wy Og++ +H; Oy), + + +, 
(Gg Gy Gye +O, O44), 
(O49 &,) = ” 5 (Ge), (@q), (Gg), (& My M0), 
(yy O14), (Oy Myy yy). 
= » 5 (Gy Hg 7), (Hy gM sy), (H%q Oy Hy), 
(I) (Gg Hy +++ Ol, lg), (Hy Oy ++ +e, Oyo), 
(Of ++ + sy). 

(py Hg My OyqH,,) = ” 5 (Hg), (Gy 7 Oy), (Oy Oy Hy), 
(Gp yyy), (Oy Hy yy), 

(Gy Og Oy Oyy O,). 
= ” } (a;), (a 05), “oe (a ae 44), 





(Og Og Og O49 4), 
wo man noch die Indices 6,7, --+, 11 auf alle Weisen zu ver- 
tauschen hat. 

Um die Formeln der §§ 16. und 17. anzuwenden, hat man dort 
zu setzen: 
22 
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P= Gog Gig, 1, = Oyty, 1, = aye), 
Ay = 0, Ay Oy Og, Ay yy yy, Ay He My My Gy My. 
Dann liefert zuniichst Formel (XI’), § 17., nach einer auf die Indices 
ausgeiibten Substitution {a@,a,} eine Formel von der Gestalt : 


gab 
(2) 0 — 2, { Ee Dae Da, Gy Oty yo ay Da, (a) Ba, Gy My Cio « (w) 


ot fe Daan ay Pac, Gg My Oyo, @ Dua ay (w) Der ces eo tty inte eg (u)} ’ 


@ 


. es i ° ° 
insbesondert fiir « == ~ @%%“« eine Relation der Form: 


= 
(3) Os > {& Da, Ba, Hy, Cighy * Pac, a; aay Pa,a,a, Moy 
=4 
e ” o 9 Fy ¥ 
+ &e Maio Gy Fn Oy Be My Cero tp ; De, cry, 5 0% Ct; By ho Gig ty ts arog ? 


wo tiberall die ¢,, ¢9°--- nur die Werthe + 1 haben. 
Die Formel (XIV), § 17., liefert ebenso eine Beziehung, wobei 


die Zahlencoefficienten am einfachsten durch Einsetzen von wu = Z Tue 
bestimmt werden: 
e=10 —— Gy @ 
~ e o 1) e 
(4) o= > (- 12 m°+tn'"m Fis 


«@ Pasunagy 4 Ba, (a) Pasenay (w), 


e=1 


“ 1 
woraus, fiir w= — D#1%% 40; 


=6 a @, BAe y Aik, & 
(5) o= S(—1ztem si ” 


e=!1 
” Da, Baa, “9 7 Do, aye, FG Daa; Ge My Bio B11 Hy ° 


Die Relation (2) ist eine Folge der Relationen der Art (4), (3) 
soleher von der Art (5). 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, solche Systeme von geraden 
Thetafunctionen anzugeben, welche fiir die Nullwerthe der Argumente 
verschwinden kinnen. 

1. Sei zuniichst: 


Ba, - Pa, — Ba, ‘ame Pa, = 0, 


Pa,ane, — Pac, = Pa,a, i? Pa, a0 —_ 0. 


In Formel (3) kommen diese 8 Functionen auf die 8 Glieder dieses 
Ausdrucks vertheilt vor, und dieselbe ist erfiillt. Ferner ist jede Formel 
der Art (3), welche in ihren ersten 7 Gliedern irgend 7 der genannten 
Gréssen enthilt, erfiillt, weil in dem 8'" Gliede immer die @- l'unc- 
tion vorkommt, deren Index gleich der Summe der Indices der ersten 
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7 Functionen ist. Das Verschwinden eines Systems solcher 8 #-Func- 
tionen, fiir die 0-Werthe der Argumente, stellt also nur 7 Bedingungen 
fir die Moduln dar, 
2. Sei 
Ba, = Da, = By, = Ba, = Bo, = Ba,c,0,0,0, = 9. 
Alsdann ist Formel (5) erfillt. Und jede Formel dieser Art (5), 
welche in ihren ersten 5 Gliedern irgend 5 der angegebenen 6 Groéssen 
enthilt, ist erfiillt, weil in dem 6. Gliede immer die #-Function 
vorkommt, deren Index gleich der Summe der Indices der ersten 
5 Funetionen ist. Das Verschwinden eines solchen Systems von 
6 #-Functionen, fiir die 0-Werthe der Argumente, stellt daher nur 
5 Bedingungen fir die Thetamoduln dar. Von solchen Systemen giebt 
es (§ 10., 2., 5.) an Zahl: 
Ry. R,. Ry 
1 as 1.5.6 
3. Sei 
Oy, = Fa, = Oy, = Oy, = Be, = 0, 
ohne dass 
9a,0,0,0,0, = 9 
ist. Macht man auf Formel (5) alle Substitutionen, durch welche 
(a,;), +++, (a) erhalten bleiben, also wie die Systeme (1) zeigen, die 
Substitutionen: 
(G) {ey 0H, Og y ets), {Oy ty yy My}, {Oy ey yy yy} > {Oey Oy Oy), 
sowie die erste mit den beiden andern ee anes und macht man 
dann noch alle Vertauschungen der Indices 6, 7, -- -, 11, so erhilt man 
alle Formeln der Art (5), in deren 5 ersten Gliedern Ba,, ayy *y Fa, 
vertheilt auftreten. Daher miissen, wenn diese Gréssen verschwinden, 
ohne dass #a,c,«,a,c, = 09 sein soll, noch alle Producte verschwinden: 


Dep Pa,ag &o Pa ag &) Oty &s @, a, — 0 ? 


Be, a Be _ Bee, ce = 0, 


o“a vg Cg e" ag" 


wo die Zahlen o@, 6, @ ete. alle von einander verschieden sind und 
die Werthe 6,7,---,11 annehmen sollen. Dazu ist erforderlich und 
hinreichend, dass ein System von folgender Art ebenfalls verschwindet: 
(7) Ba, _ Be, — Da, —= Pa, = Pa, Pasig 0 

| ee ay Sa.0,,; = ee —_= Dex, tis tin = Desay ang ™ 0. 
Vertauscht man alsdann, da auch #,,=0 ist, t mit 6, (wo r—1, 2,---5) 
und nimmt an, dass nicht ein System der Art 


Dee, cry tty 140565 ¢g = 0 (c=1,2,--- 6), 


d. h. ein System der Art 2. existirt, so sieht man, dass im Ganzen 
ein System der Art verschwinden muss: 
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%, =, ==, =, 
(8) 


Pan uses = Deco 04, ry = “a De. dey, xs = (). 


Das Verschwinden solcher 20 Thetafunctionen zieht auch nicht 
das von weiteren nach sich. Denn wenn die @,,---, ®, in den 
ersten 5 Gliedern von (5) vertheilt vorkommen, tritt eine der Gréssen 
(7) im letzten Gliede auf. Nimmt man nun statt der ersten 5 Dag 
irgend 5 andere aus (8), von denselben Beziehungen, also statt 

“ (@), (@), (@3), (ey), (es) 

Systeme derselben Form, in welcher nur einige der (ag) durch («, @,, ) 
ersetat sind, d. h. macht man Substitutionen der Art: 


(6) {aga}, {Oya}, {aye ea), (0 2 6, von 1,2,---+, 10) 
so gehen die Gréssen (8) nur in einander iiber. Ebenso sind, wie in 
l. gezeigt, die Relationen (3) durch (8) befriedigt. 
Die 20 Indices des Systems (8) sind in zwei Keihen von je 10 

geschrieben : 

(@,), (@), sy (@19)5 

(9 O44), (My yy Ma), ++ oy (Hy My 0), 
und diese beiden Reihen sind einer ungeraden Charakteristik, (a,), 
zugeordnet, indem niamlich jede Reihe aus 10 der 11 Charakteristiken 
eines ,,ausgezeichneten “* Systems mit der Summe (@,) besteht. Indessen 
ist die Gesammtheit der 20 Charakteristiken nicht («,) allein zugeordnet; 


sondern bei veriinderter Vertheilung der 20 in 2-10 im Ganzen 256 
verschiedenen ungeraden Charakteristiken, niimlich: 


(9) (e9), (G4, @yeta), (4p Mpg He ee), (0 2 6 Z T 2 €, von 1, 2,--+-, 10) 
die aus (a) durch die Substitutionen (6’) hervorgehen. 


Hieraus und aus der Anzahl der ausgezeichneten Systeme folgt 
auch, dass es auf 


1 BRR RRy 
2 1-2-38---10 

verschiedene Arten moglich ist, Systeme von 20 Charakteristiken der 
Art (8) zu bestimmen. Sind von einem solchen System 5 Charakte- 
ristiken der Form (@,), (a.), ---, (@;) gegeben, so sind die 15 iibrigen, 
wie wieder (1) lehrt, auf 27 verschiedene Weisen wihlbar. 

Das System (8) ist wieder 5 Bedingungen iquivalent. 

4. Sei endlich das System (8) gegeben und ausserdem 


a, = 0. 
Dann miissen nach (5) und (6) noch alle Producte der Form 
(10) 


a ae 9.0, Gy Ba, Gy Oy Pa, cscs 
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mit allen Vertauschungen aller Zahlen 1,2, ---, 11 verschwinden. 
Eftweder hat man also 


(11) 9.,, = 90, 9.0.0, = 9, 
oder 
(12) Ba, _ 0, Dre, cg ety 190, te 0. 


Dies Letztere fiihrt aber zu einem System von derselben Art, als 
wenn man 


(13) Po,a,0, = 9, Ba,a, a, = O 

setzt; denn die Substitution {a a,«,)@,,}, welche (8) unverindert 
lisst, fiihrt beide in einander iiber. Daher kann man (13) statt (12) 
annehmen. Neben (11) kann man dann weiter annehmen, dass 
Pa, aa aa, Nicht = 0, da die Substitution {a, «, a, «,,} statt dessen 
liefert: 

(14) 92,00, 90, , =0, & 


Qaaa, — 0; 
und hierdurch ist auch schon der Fall (13), wenn man darin 7, 8, 9, 
10 mit 1, 2,3, 4 vertauscht, weiter behandelt. Ferner zeigt (10), dass 


auch noch ein Ausdruck der Form 
B.,0, a = 0 


werden muss; etc. Indem man so fortfihrt, erkennt man, dass man 
zu einem System der folgenden Art kommt: 


(15) o., = 9, Paagag = 9, (0 z 6 von 1, 2,---, 11). 


Umgekehrt kann man wieder zeigen, dass das Verschwinden dieser 
66 Thetafunctionen auch nicht das von weiteren geraden 'l'hetafunctionen 
nach sich zieht. Zu dem Zwecke bilde man aus den 66 auf alle még- 
liche Weisen solche 5, welche in den 5 ersten Gliedern einer Formel 
(5) vertheilt vorkommen kénnen, d. h. alle Systeme von 5 Charakte- 
ristiken aus den (@), (@)@@>), die an Stelle von (a,), --+(a,) treten 
kénnen. Dies sind einmal die schon in 3) untersuchten, und es ist 
dort gezeigt, dass in dem letzten Gliede der Formel (5) dann immer 
eine Grosse aus (15) vorkommt. Sodann diejenigen, welche aus diesen 
durch die Substitutionen 


{a a \, { @ a \ 

eo oes? 

hervorgehen; durch diese Substitutionen geht aber das System (15) 
nur in sich tiber. Endlich die Systeme der Art: 


(1), (@%p), (Gy, Oy), (Hgts my), (Hou, a5), 


mit den durch die obigen Substitutionen daraus folgenden; aber in 
diesem Falle ist die Swmme der 5 Charakteristiken von der Form 
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(io %p@q) oder (a), und das entsprechende @ tritt im 6'" Gliede der 
Formel (5) auf und ist zugleich in (10) enthalten. 
Die 66 zum System (10) gehérigen Charakteristiken 


(15’) (Gp); (tte He), (o 2 6, von 1,2,---+, 11) 


sind einer ungeraden Charakteristik, (a), zugeordnet. In der That 
sind die aus je zweien der 66 Charakteristiken zu bildenden Gruppen 
alle von den Formen: 


[ey Hy}, [Meta], [ey Mp tate], [Xptate ee], 
und (a) ist in 495 dieser 561 Gruppen enthalten, in 66 derselben 
nicht; dagegen die tibrigen ungeraden Charakteristiken sind je in 271 
derselben enthalten, in 290 nicht. — Die Zuordnung zu (a) kann 
auch mittelst der ,, ausgezeichneten “ Systeme von je 11 Charakteristiken 


geschehen; denn aus den Charakteristiken (15’) lassen sich 12 solche 
Systeme bilden, welche alle («,) zur Summe haben: 


(9) = (a), (@), ety (4), 
(16) = (@), (GG, Gy), + (Gq @, 05), 
= (Gy), (Oy %, Oy), +++, (Wy ey%,), 
— 
und jedes einzelne dieser Systeme fiihrt auf gleiche Weise zu den 66 
Charakteristiken (15’) (vgl. § 11., 2) 6)). Dagegen lassen sich aus 
(15’) nur je 4 ausgezeichnete Systeme bilden, welche eine von (a) ver- 
schiedene ungerade Charakteristik zur Summe haben; und solche 4 
Systeme (wie etwa 
(¢, a Gy) = (eg Oy), (Oxy My My), (%y eye), (Oy), (Oe), +> +, (Hy), 
und die 3 durch die Substitutionen {a,a,}, {aa}, {a,c} hieraus 
hervorgehenden) fiihren auf ein System der Art (15), das aber von 
diesem verschieden ist. 
Aus dieser Zuordnung eines Systems (15’) zu 12 ausgezeichneten 
Systemen (16) ergiebt sich zugleich, dass es auf 
In _ RRR, R, Ryo 


12 1-2-3-4---12 


verschiedene Weisen mdglich ist, Systeme der Art (15’) oder (15) zu 
bestimmen. Sind die Gleichungen (8) gegeben, so kann man nach (9) 
das System der iibrigen verschwindenden # noch auf 2° verschiedene 
Weisen wihlen. Ist ausser (8) noch #.,, = 0 gegeben, so liefert dies 
neben System (15) noch 45 weitere nicht (a) zugeordnete Systeme der- 
selben Art, von denen irgend eines an Stelle von (15) gesetzt wer- 
den kann. 
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Das System (15) ist 6 Bedingungen fiquivalent. 
- 5, Es sollen jetzt noch die Relationen untersucht werden, welche 
vermoge (15) fiir die Differentialquotienten der Thetafunctionen, fiir 
die 0-Werthe der Argumente, entstehen. 


Wendet man auf Formel (14) dieses Paragraphen nach einander 
die Substitutionen an: 


{Hj Oy Oy Wy Og, \, {Gy Ot, 5G, 0ty\, {191 }5 
mit andern Worten: ersetzt man das System 


(@) = (@), (@), +++, (@;) 


durch : 
(ey) (Gj Meg Oey yy yy) (Ly My yyy yy), (Cy Oy Oey yy My), (Ory Oy Oey yy 4), 
(45), (6), (@2), 
(Oj Oy Oty Ogg), (Cy Oy Gg Hy Oy), (0, Wy My My Mg), (Oy Oy Hy Oy Oy), 


so nimmt (4) die Gestalt an: 


=4 
Ss 
€o Ba, a, aio Xp Ba, My, @; ua s Pac, &0@i Og (a) De, 0.0; 0 09 (w) 


e=1 


4 
+ : &o Day Pa,c, 2 My sO Oy F Day (w) Doe,0, Oy By Hy EE (w) 


e=5 
e=10 


ry 
++ &o Faanug Pe,ura,avaty i Pacanag (w) Fa, usa, e.ay (u) _ 0, 
e=38 


wo die ¢, die Werthe + 1 haben. 


Vermége der Beziehungen (8) oder (15) reducirt sich diese Glei- 
chung auf eine 4-gliedrige. Setzt man ausserdem 


uU + : FF 0 Ep Hy My My, . 
fiir «, so folgt dann nimlich: 


0 = Dee, cg 0,901 Pa, 5 Oe , Hy, * 9a, (w) Pa, are, a, (w) 


e=3 
+ > Ee Pasa, away “9 Pa. aca @1@@ i Da,crag (w) Ba, @, a, a1 g (w) : 


e=1 


Da nun, wenn (15) gilt, der Factor von ,(u) auch fiir die Null- 
argumente nicht verschwindet, dagegen 


Pa, asay = 0, Beare ayneg = 0, fiir Q = 1, 2, 3, 


so ergiebt die Differentiation der letzten Gleichung nach irgend einem 
der Argumente, mit Hiilfe von (15): 
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17) [2% a 0, 





Ou, 
fiir die Nullargumente. 

Wenn also die Gleichungen (15) existiren, so verschwinden ausser- 
dem noch fiir die Nullwerthe der Argumente die ersten partiellen Dif- 
ferentialquotienten derjenigen ungeraden Function @,,(w), deren Cha- 
rakteristik (a) dem System der Charakteristiken der 66 Functionen 
von (15) zugeordnet ist. Das Bestehen eines Gleichungssystems der 
Art (15) und (17) tritt aber, wie bekannt,*) bei den hyperelliptischen 
Thetafunctionen fiir p = 5 auf. 


*) Weierstrass (vgl. die oben c. Abh. von Kinigsberger). Fiir die Glei- 
chungen (17) insbesondere Riemann (vgl. die ce, Abh. von Prym, § 12.). 


Erlangen, im November 1879, 
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Ueber eine Eigenschaft der Resultante. 
Von 
A. Britt in Miinchen. 


In einer friiheren Note*) habe ich den Zusammenhang dargelegt, 
der zwischen dem Auftreten eines vielfachen Factors der Discriminante 
einer Gleichung und ihren Wurzeln besteht. Es existirt eine ahnliche 
Beziehung zwischen der Resultante mehrerer Gleichungen und den 
Lésungssystemen der Componenten, wie im Folgenden gezeigt werden soll. 

Gegeben seien zwei algebraische Gleichungen: 


f(x) =90, p(x) =9, 


deren Coefficienten von Gréssen a,b,--- so abhiingen, dass, wenn 
eine bestimmte rationale Function derselben: 
R(a, b, +--+), 


die selbst nicht Potenz einer solchen ist, verschwindet, allemal nicht 
eine allein, sondern zugleich » Wurzeln beider Gleichungen iiberein- 
stimmen. Dann wird jedenfalls R Factor der Resultante von f und » 
sein; ich will zeigen, dass er (mindestens) n-facher Factor ist. 

Man sieht zuniichst, dass die ersten Differentialquotienten R nach 
a,b, +--+ nicht fiir das ganze Werthegebiet a, b, ---, fiir welches 
R =O ist, verschwinden kénnen. -Denn wire dies z. B. mit: a - 
der Fall, so miisste R oder, was hier allein méglich, eine Wurzel aus 
R Factor dieses Differentialquotienten und R also Potenz einer ratio- 
nalen Function der a,b,--- sein, was ‘gegen die Voraussetzung ist. 

Man bemerkt ferner, dass es geniigen muss, wenn f=0, m9 = 0 
gegeben, den Beweis der Behauptung fiir irgend ein specielles Werth- 
system der a, b, --+ zu fiihren, weil der Exponent des Factors R 
eine Function dieser Coefficienten nicht sein kann. 

Wir wihlen zu diesem Zweck ein Werthsystem a+da, b+-0),---, 
welches einem solchen: a, b,---, sehr nahe benachbart ist, fiir das R, 
nicht aber simmtliche Differentialquotienten von R verschwinden. Die 


*) Diese Annalen Bd. XII, p. 87. 
Mathematische Annalen, XVI. 


346 A. Britt. 


Gleichungen f= 0, gp =O mdgen dann beide die » Wurzeln 2,,2,,---, 
die wir vorerst verschieden annehmen wollen, besitzen. 

Die Variationen da, db, ---, die alle zugleich verschwinden, 
kann man fiir sehr kleine Werthe einer von ihnen, etwa 6/1, propor- 
tional annehmen. 


Hat man so: 


_. OB oR 
éR= 5, dat db+.---=—R,dl, 
0 77 
of— bat of db + .-- =f, 8l, 
é 
dp =“? da+ °F dd4 ---—g,dl, 


so ist in Folge der iiber R gemachten Voraussetzungen FR, eine von 
Null verschiedene endliche Grdsse. 


Die Variationen dz,, dz,, dx,,dxz,, --- der Wurzeln bestimmen 
sich dann aus: 


f,(@,) 01+ f(a) dx, = 9; g(x) 01+ q(x) dz, =0, 
f, (@_) 81 + f' (aq) ba, = 0; —,(%,) 01+ o'(a,)dx, = 9, 


wo im Allgemeinen die f,(x), »,(”) sowie die f’(x), g’(x) von Null 
verschieden sind, und, wegen der Voraussetzung iiber die Wurzeln, 
f(a) mit g'(x,) tiberhaupt nicht gleichzeitig Null werden kann. Die 
Resultante aus f und  liasst sich nun darstellen als das Product der 
Functionen f, geschrieben in den Wurzeln der Gleichung pg = 0. Der 
Beitrag, welchen hierzu die z,, z,,--- liefern, ist proportional mit: 


(fi (x,)d0 + f (%) da) (fi (a) 01 + f (%_) da.) ehh 
ie amar (f, (x,)9'(a,)—-f (a,) p,(a,)) (f, (ay) p' (#2) f” (a2) @; (a2) ++ 
oder proportional mit der ganzen Function: 


(0 BR)". (f, (%) P (%1)—F (&,) Py (@)) (Fr (2) P (2) —F (2) Py (2) +> +; 


also mit der mn Potenz derjenigen Grisse, welche bei unserer An- 
nahme R vertritt. Q. e. d. 


Wenn f(x), 9,(%;) gleichzeitig Null werden, erhdht sich diese 
Potenz, weil dann an die Stelle von df und dq mit (0/1)? oder einer 
hdheren Potenz von 61 proportionale Gréssen treten. 

Von den Wurzeln 2; kénnen zwei oder mehrere einander gleich 
werden, ohne dass dies eine Erhdhung der Potenz zur Folge hat. 
Denn ist z. B. x, —=2,, so erscheinen in dem Factor von (d1)" die 
beiden Quotienten f’(x,): g’(a,) und f(x) : p’(a#,) lediglich in der 
unbestimmten Form 0:0, deren wahrer Werth sich leicht ermitteln liisst. 
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Vorstehenden Beweis kann man unmittelbar auf den Fall von p 
Gleichungen mit p — 1 Veriinderlichen: 


f(@, Y, 2, ++-)=0; 9%, y, #,-+-)=0; w(a,y,2---)=0--- 
iibertragen. Dieselben mégen gleichzeitig durch  verschiedene Werth- 
systeme erfiillt werden, wenn eine Function R der in den Coefficienten 
jener p Gleichungen auftretenden Gréssen a, b, ---, verschwindet. 
Vorausgesetzt ist noch, dass R selbst nicht Potenz ist. Alsdann hat 
die Resultante (R") zum Factor. Man zeigt nimlich wie oben, dass, wenn 
die a, b,--+ in der Nahe eines solchen Werthsystems sich befinden, fiir 
das R verschwindet, die Resultante, als das Product der Werthe, die 
eine der Functionen f, p, ¥,--- in den Lisungssystemen der iibrigen 
geschrieben, erhalt, den Factor (0 R)" besitzt. 

Kine Anwendung findet dieser Satz in der nachfolgenden Abhand- 
lung tiber Singularitiiten. In § 6. wird gezeigt, dass die Bedingung 
fiir das Auftreten eines Selbstberiihrungspunktes auf einer rational- 
ganzen Curve sich durch das gleichzeitige Bestehen von drei Glei- 
chungen zwischen den Parametern 4, 4, ausdriickt, welche den sich 
beriihrenden Zweigen angehiren. Weil diese Gleichungen die Ver- 
tauschung von 4 mit 4, zulassen, so dass ihnen gleichzeitig die beiden 
Werthepaare 4, 4, und 4,, 4 geniigen, wenn eines geniigt, so ist die 
Resultante das vollstiindige Quadrat eines rationalen Ausdrucks der- 
jenigen Gréssen, aus denen die Coefficienten jener drei Gleichungen 
gebildet sind. 


Miinchen, im December 1879. 






Ueber Singularititen ebener algebraischer Curven und 
eine neue Curvenspecies. 


Von 
A. Brizt in Miinchen. 


Die Pliicker’schen Formeln fiir ebene algebraische Curven haben 
eine Bedeutung zuniichst nur fiir solche mit ,,elementaren“ d. h. den 
vier dualistisch sich paarweise entsprechenden Singularitiiten: Riick- 
kehrpunkt, Doppelpunkt, Wendetangente und Doppeltangente. Es 
ist das Verdienst von Cayley, ihre Giltigkeit auf Curven mit hoheren 
Singularitiiten ausgedehnt zu haben, indem er zeigte, wie ein durch 
Reihenentwickelungen definirter singulirer Punkt in jene Relationen 
einzufiihren ist, damit sie ihre Bedeutung fiir die Curve nicht verlieren. 
Er. leitete aus den Reihen vier ,, Aequivalenzzahlen“ ab, die angeben, 
wie viele Riickkehrpunkte, Wendepunkte, Doppelpunkte und Doppel- 
tangenten an Stelle jener Singularitét in die genannten Formeln 
aufzunehmen sind, und wies weiter nach, dass diese Zahlen ihre 
Geltung auch fiir denjenigen Ausdruck behalten, den Clebsch das 
,,Geschlecht“ der Curve genannt hat. Durch neuere Arbeiten von 
Nother, Zeuthen, Halphén und H. J. 8. Smith*) sind auf ver- 
schiedenen Wegen die Angaben von Cayley bestiitigt und erweitert 
und namentlich in den Beweisen vervollkommnet worden. 

Indess wird in allen diesen Untersuchungen eine fundamentale 
Frage offen gelassen, die sich gleichwohl aus der Cayley’schen An- 
schauungsweise heraus unmittelbar aufwirft, die Frage niimlich, ob 
man aus einer Curve mit héherer Singularitéit durch ,, Deformation “ 
wirklich eine solche mit den fiquivalenten elementaren herstellen kann, 
fiir welche die Pliicker’schen und Geschlechtsformeln dieselben sind, 
oder ob die Cayley’schen Aequivalenzzahlen nur eine Art symbolischer 





*) Man findet diese Abhandlungen beziehungsweise an folgenden Orten: 
Mathematische Annalen IX, ibd. X, Mém. prés. 4 l’Inst. XXVI und Proceed. 
Lond, math. soc. VI. — Auch die Arbeiten von Stolz in den Math. Ann. VIII 
und XV stehn hiermit in Zusammenhang. 
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Bedeutung fiir die genannten Relationen besitzen. Wenn es sich zeigen 
witrde, dass diesen Zahlen die weitergehende, in der Deformirbarkeit 
der Curve begriindete Geltung zukommt, so wire damit zugleich ein 
Standpunkt gewonnen, von dem aus sich alle Beziehungen tibersehen 
liessen, in denen tiberhaupt eine Singularitiét durch ihre Aequivalenz- 
zahlen ersetzt werden kann. Gegen diese Fragestellung erhebt sich nur 
das Bedenken, dass jene als ,, Deformation“ bezeichnete Operation, 
analytisch aufgefasst, in einer Variation der Coefficienten der eine 
Singularitét definirenden Gleichungen besteht, deren Mannigfaltigkeit 
schwer tibersehbar zu sein scheint. Man begegnet nun dieser Schwierig- 
keit dadurch, dass man eine Singularitét in ihrem Vorkommen auf 
einer speciellen Gattung von Curven untersucht, die sich auf folgende 
Weise darbieten. 


Wenn vermége der auf ein Cartesisches Coordinatensystem 
bezogenen Gleichung einer ebenen algebraischen Curve, die durch 
den Ursprung desselben geht, die Ordinate nach aufsteigenden Po- 
tenzen der Abscisse entwickelt wird, und man findet, dass mehrere 
nach ganzen oder gebrochenen Potenzen fortschreitende Entwickelungen 
existiren, so nennt man jenen Punkt einen singuldren Punkt der Curve, 
eine ,, Singularitét“, wie man dieses und das dualistische Gebilde der 
,singuliren Tangente“ zusammenfassend zu bezeichnen pflegt. Wird 


1 

eine solche (etwa nach Potenzen von x? fortschreitende) Entwicke- 
lung an einem geeigneten Gliede abgebrochen, so hat man die 
Gleichung einer Curve, deren Coordinaten durch Einfiihrung eines 
Parameters, dessen p'® Potenz man gleich x setzt, in rationale Func- 
tionen von diesem verwandelt werden. Eine Anzahl von Eigenschaften 
der so erhaltenen ,,rationalen“ Curve hingt nur von den ersten Gliedern 
der Entwickelung ab, aus der sie entstanden ist. Sofern man sich 
auf diese Eigenschaften beschrinkt, kann, wie man durch einfache 
functionentheoretische Schliisse zeigt (§ 2.), der der Entwickelung zu- 
gehérige Curvenzweig in der Nihe der Singularitiit durch jene rationale 
Curve ersetzt werden. 

Diese Bemerkung lege ich den nachfolgenden. Untersuchungen *) 
iiber Singularitiiten zu Grunde. Sie handeln von dem Verhalten 
derselben gegeniiber den Pliicker’schen Gleichungen, vorzugsweise 
aber von solchen ,,Deformationen“, die sich mit einer Singularitaét, den 
Cayley’schen Aequivalenzzahlen entsprechend und ohne Aenderung 


*) Imdgindre Coefficienten und Elemente sind nur dann ausgeschlossen, 
wenn dies ausdriicklich bemerkt wird. Der Kiirze wegen wurde indess die Be- 
zeichnungsweise, welche an ein reelles Vorkommen anschliesst, iiberall da bei- 
behalten, wo ihre Bedeutung auch fiir ein imaginires unzweifelhaft war. 
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des Geschlechts, vornehmen lassen. Es zeigt sich niimlich (§§ 3. 4.), 
dass man in der Parameterdarstellung jener rationalen Curve die Coeffi- 
cienten immer so variiren kann, dass aus ihr eine andere (die all- 
gemeinste, welche diesen Bedingungen geniigt) von gleicher Ordnung, 
Classe und gleichem Geschlecht entsteht, auf welcher an Stelle der 
betrachteten Singularitét die fiquivalenten elementaren Singularititen 
auftreten. Und zwar findet man, dass fiir jeden einzelnen Zweig 
Realitat und Anordnung der Wendepunkte und Riickkehrpunkte noch 
beliebig sind, wihrend die Doppelpunkte und Doppeltangenten, die 
von der Selbstdurchsetzung des Zweigs herriihren, in ihrer gegen- 
seitigen Lage u. s. w. durch jene bedingt sind. Da eine Uebertragung 
dieser Variationen auf jede beliebige Curve mit der betrachteten Singu- 
laritat sich als méglich erweist, so lisst sich also, was bisher nur 
in einzelnen Beispielen durchgefiihrt war, jede héhere Singularitit auf 
verschiedene (und zwar alle méglichen) Arten in ,,penultimate“ (von der 
gegebenen nur wenig verschiedene) Formen iiberfiihren, auf welchen 
die iquivalenten elementaren Singularititen getrennt auftreten. 

Jene Curve, deren Gleichung durch eine mit einem endlichen 
Gliede abbrechende Potenzentwicklung gegeben ist, ist eine rationale 
mit ganz specieller und namentlich der schitzenswerthen Eigenschaft, 
dass sich ihre Cartesischen Punkt- und Liniencoordinaten*) durch 
ganze Functionen eines Parameters darstellen lassen. Nimmt man 
diese Eigenschaft zum Ausgangspunkt, so gelangt man zur Definition 
einer merkwiirdigen Gattung von rationalen Curven — ich nenne sie 
aus dem angegebenen Grunde ,,rational - ganze‘ Curven — die durch ihre 
im Endlichen gelegenen Riickkehrpunkte und Wendepunkte eindeutig 
bestimmt sind, indem ihre Coordinaten durch die Gleichungen fiir die 
Parameter derselben bis auf Constante, die der Festlegung der Curve 
gegen das Coordinatensystem entsprechen, gegeben sind (§ 1.). Die 
Auszeichnung des unendlich Weiten, wo, projectivisch zu reden, die 
rational-ganze Curve nur einen und zwar einen singuliren Punkt be- 
sitzt, ist nicht so charakteristisch, als der Umstand, dass Classe und 
Ordnung fiir sie gleich smd, d. h. dass die Gesammtzahl der Doppel- 
punkte (unter Einrechnung der den auftretenden Singularititen ‘iqui- 
valenten) und der Doppeltangenten, oder auch die der Wendepunkte 
und Rickkehrpunkte je dieselbe ist. Durch diese Eigenschaft ist allen 
Untersuchungen, die an diese Curven ankniipfen, ein hoher Grad von 
Symmetrie gesichert. So z. B. ergeben sich (§$§ 8., 9., 10.) die be- 


*) Unter Letzteren sind die Coefficienten w, v in der Gheichung der 
Geraden: 


. y¥=Uxr—v 


verstanden. 
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kannten Relationen zwischen der Zahl der in eine Singularitit ent- 
fallenden Doppelpunkte und Doppeltangenten gelegentlich der Be- 
stimmung ihrer Parameter als eine unmittelbare Folge des erwihnten 
dualistischen Verhaltens. 

Aus den Gleichungen fiir die Riickkehr- und Wendepunkte er- 
hilt man fiir die Parameterpaare der den Doppelpunkten zugehdérigen 
Schnittelemente und die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten Glei- 
chungen, welche im Allgemeinen explicite nicht darstellbar sind, in- 
dess beziiglich ihrer Discriminante ein merkwiirdiges Verhalten zeigen, 
das, wie ich glaube, fiir die Theorie der algebraischen Curven tiber- 
haupt, wo die Verhiltnisse wesentlich dieselben sind, noch Bedeutung 
hat — dass nimlich wegen der ganz verschiedenartigen begleitenden 
Umstiinde, unter denen zwei Schnittelemente von Doppelpunkten (bezw. 
Beriihrungspunkten von Doppeltangenten) zusammenfallen kénnen, die 
Discriminante der Doppelpunkts- wie der Doppeltangentengleichung 
sich in rationale Factgren spaltet, die theilweise beiden gemeinsam 
sind, theilweise in den Discriminanten der Wende- und Riickkehr- 
punktsgleichungen auftreten. In dem vorliegenden Falle kénnen die- 
selben alle, fiinf an der Zahl, ihrer Bedeutung und ihrer Vielfachheit 
nach angegeben werden (§§ 5. 6.). 

Uebertrigt man die Resultate der auf die Discriminanten ge- 
richteten Untersuchung insbesondere auf eine reelle Curve mit be- 
liebiger héherer Singularitaét und die verschiedenen penultimaten Curven- 
formen, in welche diese sich tiberfiihren lisst, so ergiebt sich (§ 7.), 
dass, wie mannigfaltig die Anordnung und Realitit der aus der héheren 
herausgeriickten elementaren Singularitiiten auch sein mag, doch immer 
eine gewisse Grésse, die sich aus der Anzahl der auftretenden reellen 
Wende- und Riickkehrpunkte, isolirten Doppelpunkte und Doppel- 
tangenten zusammensetzt, fiir jede Auflésungsart denselben Werth be- 
sitzt. Diese Zahl, die ich den ,,Realititsindex“ der betreffenden Singu- 
laritit nenne, spielt gegeniiber der Relation von Herrn Klein (d. Ann. 
Bd. X. p. 199) dieselbe Rolle, wie die Aequivalenzzahlen gegeniiber 
den Pliicker’schen Formeln, indem sie angiebt, in welcher Weise 
eine Singularitit in dieselbe eingeht. Die Untersuchungen dieses Ab- 
schnittes lassen zugleich die algebraische Bedeutung jener Relation in 
der Zerfallbarkeit der Discriminante der Doppelpunkts- und Doppel- 
tangentengleichung gelegen erkennen. 

Der Schluss der Abhandlung bezieht sich auf die ,,adjungirten 
Curven“ zu einer rationalen, deren Verhalten in der Nahe einer be- 
liebigen Singularitiit sich vermége der dort angegebenen Methode all- 
gemein bestimmen lisst. Niaheres dariiber ist in der Hinleitung zu 
§ 11. enthalten. 
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Die Darstellung kniipft naturgemiiss an die ,,rational- ganzen“ 
Curven an, aus denen sich die Siitze iiber héhere Singularitiiten zum 
Theil als Corollare ergeben. Wir beginnen deshalb mit einer kurzen 
Darlegung der Haupteigenschaften dieser Curven. 


§ 1. 
Die rational-ganze Curve. 


Die Cartesischen Punktcoordinaten x, y einer Curve seien durch 
ganze Functionen eines Parameters 4 darstellbar, der umgekehrt auch 
ihnen eindeutig entsprechen mige: 


v= f(A); 
y = 9 (A). 
Fiigt man die Forderung zu, dass das Gleiche auch mit denjenigen 


Ausdriicken der Fall sei, durch die sich die Liniencoordinaten wu, », 
d. h. die Coefficienten in der Gleichung der Tangente: 
Y=uX—v 
darstellen, so ergiebt dies eine Bedingungsgleichung zwischen den 
ganzen Functionen f und g, die man folgendermassen findet. 
Setzt man hier wie in der Folge zur Abkiirzung: 
go48, ya dy 
di? di? 
und bezeichnet mit X, Y die laufenden Coordinaten der Tangente, 
so ist deren Gleichung: 
ate Z. 


xX—<2z x 


oder 
Sant Ee 
we x 
Durch Vergleichung findet man: 
y' 


eis VS Uur—y. 


Sollen nun uw, v ebenfalls ganze Functionen sein, so muss: 

ns SO 

“ f(A) 

eine ganze Function sein. Hieraus folgt sogleich, dass auch der 
Quotient der Differentialquotienten der Functionen uw und v von A: 


= 


v 1 , , 
Sane Sat ef — == 
ge aye {ew + ue y}=a2 


eine ganze Function ist, wodurch eine vollkommene Symmetrie zwischen 
den Punkt- und den eben eingefiihrten Liniencoordinaten begriindet 
wird. 
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Die Ausdriicke x’ und wu’ bestimmen, additive Constante abgerechnet, 
die Parameterdarstellung und damit den ganzen Charakter der durch 
obige Bedingung definirten ,,rational-ganzen“ Curve. In der That, 
geht man von den ganzen Functionen von 4: 


a (A) = 9(4) =, 
w(Ah=a(dh— ow 


r= fear; w= f wai. 


Nimmt man in diesen Integralen die untere Grenze gleich Null an, 
was wir in der Folge thun wollen, so involvirt dies eine solche 
Lage des Coordinatensystems, dass der Punkt 4=—0O sich auf der 
Y-Axe befindet mit einer der X-Axe parallelen Tangente. Setzt 
man auch in dem Integral fir y die untere Grenze Null, so wird der 
Punkt 4 = 0 der Ursprung, die Tangente an die Curve die X-Axe. 
Man hat so endlich fiir die Punkt- und Liniencoordinaten einer rational- 
ganzen Curve die Gleichungen: 


aus, so wird: 


a 


z= | oda; w= f wai; 


0 0 


y= JuedA; v= Jaddi—usr—y. 
0 0 
Die geometrische Bedeutung der zu Grunde gelegten Functionen o 
und @ von A ergiebt sich, indem man die Frage nach den Singu- 
laritiiten dieser Curven stellt. 

Wir suchen zuniichst die Gleichungen fiir die Parameter der (im 
Endlichen gelegenen) Doppelpunkte. Sei 4, 4, das den Schnittelementen 
eines Doppelpunktes zukommende Parameterpaar, so muss 4, in die 
Ausdriicke fiir « und y eingesetzt, dieselben Werthe ergeben, wie 4,; 
d. h, man hat (wenn man die Buchstaben # und y als Functions- 
zeichen benutzt) : 


a(4)=a(4,);  y(4) = y(A,). 
Scheidet man durch Division mit 4 — 4, die selbstverstiindliche Lésung 
4 = A, aus, so ergeben sich fiir die Parameterpaare der Doppelpunkte 
die Gleichungen: 
Ay) — a(a 
£(4a,) = a Dee 


a 
5 Ay) — y(a 
n(AA,) = yy) — — yt) = 0. 


Die Richtung der Tangenten in dem Doppelpunkt findet man aus 
den Werthen, die w fiir 4 und 4, annimmt. Fallen dieselben zu- 
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sammen, indem zugleich 4 mit 4, zusammenfallt, so erhailt man 
einen Rickkehrpunkt. Dann gehen aber die obigen Gleichungen 
iiber in: 
dx 
di 


dy 
di 


oder, weil fiir 2’ = 0 die Gleichung y’ =0 von selbst erfillt wird, in: 
x (4) = (4) =0. 

Dies ist die Gleichung fiir die Parameter der Riickkehrpunkte einer 

rational-ganzen Curve. Es ist tibrigens klar, dass sich diese Lésungen 

auch unter denen der Gleichungen § = 0, 4 = 0 befinden miissen. 


Analog hat man fiir die Parameter der Beriihrungspunkte der 
Doppeltangenten die Gleichungen: 





=z =(Q, ay =(0, 


a(4a,) = 2 —* Lo 


4,—2 ’ 


B(aa,) = “=O =o, 
1 
aus welchen fiir 4 = 4, die Gleichung fiir die Wendepunkte folgt: 
u'(A) = @(4) = 0, 
(die von selbst die Erfiillung von o'(4) = 0 mit sich fthrt). 

Die den unendlich weiten Punkten*) der Curve entsprechenden 
(unendlich grossen) Parameterwerthe von 4 mégen hier vorerst noch 
unberiicksichtigt bleiben. Nur ist zu erwiihnen, dass, wenn man in 
den Gleichungen fiir die Doppelpunkte oder die Doppeltangenten den 
einen Parameter 4 = oo setzt, der andere nothwendig den gleichen 
Werth enthilt, woraus folgt, dass von den Beriihrungspunkten einer 
Doppeltangente nicht einer im Unendlichen gelegen sein kann, wihrend 
der andere sich im Endlichen befindet. 

Sind die ganzen Functionen 9(4), @(A) bezw. von den Graden 
Round W, so hat die Curve im Endlichen R Riickkehrpunkte und 
W Wendepunkte. 

Aus der Anzahl der Schnittpunkte der Curve mit einer Geraden, d. h. 
dem Grad einer linearen Function von # und y in Bezug auf 4 be- 
stimmt sich die Ordnung der Curve, sie ist = R+ W-4-+ 2. Diese 
Zahl stellt aber auch den Grad einer linearen Function der Linien- 
coordinaten « und v dar, und somit sind Ordnung und Classe einer 
rational-ganzen Curve gleich und zwar = R+ W -+ 2. 

Die Anzahl (D) der (im Endlichen gelegenen) Doppelpunkte be- 
stimmt sich aus der Zahl der gemeinsamen Lésungen der oben auf- 
gestellten Gleichungen §(44,) = 0, y(44,) =0, wenn man die den 


*) Wir werden unten sehen, dass die Curve nur einmal ins Unendliche geht 
und dort eine héhere Singularitiit besitzt. 
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Riickkehrpunkten entsprechenden abzieht. Die Dimension, bis zy der 
die erste dieser Gleichungen in A, 4, ansteigt, ist R, die der zweiten 
R-+ W-+1, der Grad der Resultante Beider in Bezug auf die eine 
der Variabeln ist also R(R-+W-+1). Unter Umstinden wird eine 
Erniedrigung dieser Zahl dadurch eintreten, dass die Coefficienten der 
héchsten Potenzen Null werden. Dies tritt z. B, ein, wenn R und 
W beide ungerade Zahlen sind, wo dann R(R+ W-+1) nicht durch 
zwei theilbar wird. Weil nun der Grad der Resultante nothwendig 
eine gerade Zahl sein muss, indem wegen der symmetrischen Bildung 
von § und » in A und 4, beide Parameter eines Doppelpunktes der 
Resultante geniigen miissen, so ist in diesem Fall der angegebene 
Grad um eine ungerade Zahl von (unendlich werdenden) Lésungen 
zu vermindern, Die Grésse der Herabminderung wird spiiter (§ 9.) 
genau bestimmt. Bezeichnen wir sie durch ©, so ist die Anzahl der 
im Endlichen gelegenen Doppelpunkte: 


D= > {R(R+ W+1)— 0} —R, 
oder 
D= > R(R+W—1)— 20. 


Analog erhailt man fiir die Anzahl aller im Endlichen gelegenen 
Doppeltangenten einen Ausdruck von der Form: 


T= W(R+W—1)— 26, 


wo 0’ die analoge Bedeutung wie © hat. Wir werden spiiter sehen, 
dass in jedem Falle 0’ =O ist, und dass beide Null sind, wenn 
R+1 und W-+ 1 relative Primzahlen sind. 


§ 2. 
Die eine héhere Singularitét definirenden Reihenentwickelungen. 


Wenn von den Wurzeln der vorstehend aufgestellten Gleichungen 
zwei oder mehrere zusammenfallen, so entsteht eine hdhere Singularitiit 
auf der rational-ganzen Curve. Ehe ich mich zur Discussion 
dieses Vorkommens wende, will ich den Nachweis fiihren, dass jeder 
Zweig einer Curve mit hdherer Singularitiit in seinem Verhalten zu 
algebraischen Bedingungsgleichungen, sofern man sich auf die nichste 
Umgebung des singuliren Punktes beschrinkt, durch eine rational- 
ganze Curve ersetzt werden kann. 

Die Begriiydung dieser Bemerkung macht das Eingehen auf einige 
elementare functionentheoretische Betrachtungen ndthig. 

Auf einer beliebigen ebenen algebraischen Curve befinde sich im 
Ursprung eines Cartesischen Coordinatensystems ein singulirer Punkt, 
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dessen Zweige durch Entwickelungen von y gegeben seien, die nach 
steigenden Potenzen von x mit positiven ganzen oder gebrochenen 
Exponenten fortschreiten. In dem Falle gebrochener Exponenten, der den 
anderen mitumfasst, werden sich immer p Entwicklungen zu einem 
sogenannten ,,cyklischen“ System*) vereinigen, welche, wenn 
vaca ** 
ganze Zahlen sind, die nicht alle einen gemeinsamen Theiler haben, 
é eine p'* Einheitswurzel ist, von der Form sind: 
q a 
y=ajetx” +a,eru? +... 

Diese p Entwicklungen unterscheiden sich, bei gleichen Coeffi- 
cienten a;, nur durch die Grésse ¢, fiir welche je eine andere p'* Ein- 
heitswurzel zu setzen ist. Jedem cyklischen System kommt in der 
imaginiiren Ebene der x ein Convergenzbereich zu, innerhalb dessen 
es den entsprechenden Curvenzweig**) vdllig darstellt, so dass fiir 
denjenigen Theil der imaginiiren Ebene, welcher Convergenzbereich 
fiir alle Entwicklungen von y nach aufsteigenden Potenzen von z ist,***) 
die ganze Curvengleichung zwischen x und y durch die Entwicklungen 
ersetzbar ist. Wir betrachten nun in diesem oder einem Theile dieses 
Bereichs den Zweig, dem die obige Entwicklung zugehért, und fiir 
welchen y p-deutige Function von z ist. Setzt man: 


Gan dP, 


y= a,d1 + a,An+.-.-, 
so werden x und y eindeutige Functionen von 4 sein, und umgekehrt 
gehért jedem Werthepaar xz, y nur ein Werth von 4 zu, so dass diese 
Functionen innerhalb des dem betrachteten Bereich der x- Ebene ent- 
sprechenden Bereiche B der imaginiiren A-Ebene eindeutig dem 4 
sich zuordnen. Handelt es sich nun darum, durch die Coordinaten 
eine algebraische Bedingungsgleichung (mit endlicher Gliederzahl) 
zwischen x und y oder deren Differentialquotienten zu erfiillen, fiir 
welche die Anzahl der Lésungen eine endliche ist, so kommt die Auf- 
gabe, die in den Bereich B fallenden Lésungen zu finden, auf die 
Aufstellung einer Gleichung fiir den Parameter 4: F'(4)=—0O mit 
unendlich vielen Gliedern hinaus, von denen eine beliebige Anzahl 


also: 


*) Puiseux, in Liouville Journ. T. XV. 1850. 
**) ,,Superlinear branch“ nach Cayley. Ich werde kurzweg ,,Zweig‘ oder 
»unicursaler Zweig't sagen. 

***) Ein solcher Bereich ist in der Nahe des Punktes 2 = 0 immer vor- 
handen, wenn diejenige Voraussetzung gilt, die oben beziiglich der Zahlen p, q, . 
gemacht wurde, und deren Erfiillung sich néthigenfalls durch Substitution linearer 
Functionen von x und y an Stelle dieser Variabelen erreichen liisst. 
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sich durch endliche Operationen aus den Coefficienten der Reihe fiir 
y und der Bedingungsgleichung herstellen liasst, 
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Ich werde nun zeigen, dass man fiir die Berechnung der ge- 
wiinschten Wurzeln dieser Gleichung, um irgend einen vorgeschriebenen 
Genauigkeitsgrad zu erreichen, nur einer endlichen Anzahl von Gliedern 
der Entwicklung fiir y bedarf. 


Sei: 
F(A) = Ade + BY 4... 4+ Mam 4 Nae + Pe +... in inf 
Wir setzen: 
f(a) = Ade + BY 4... 4+ Mam; g(a) = Na+ PHe+..- inint, 
und bezeichnen den absoluten Betrag einer Grésse durch Einschliessen 
derselben in eckige Klammern. Weil der absolute Betrag einer Summe 


niemals grésser ist, als die Summe der absoluten Betriige der Sum- 
manden, so ist: 


[p(a)] <{Na") + [Par] +--+ in int, 
< [Nj + [P]l? +.--- in inf, 


wo an Stelle von [A] der grésste absolute Betrag 1: 

t> [A] 
gesetzt wurde, der einem Punkte des Bereichs B zukommen kann, 
und der durch Einfiihrung eines Vielfachen von 4 an Stelle von A 


immer kleiner als Kins gemacht werden kann. Wir nehmen also in 
der Folge: 


oder 


l<l 
an. Nun besteht die obige Ungleichung noch, wenn man die rechte 
Seite dadurch vergréssert, dass man statt der Coefficienten N, P, --- 
denjenigen R von ihnen setzt, dessen absoluter Betrag grésser ist, 
als der aller iibrigen, und wenn man weiter die Reihe der natiirlichen 
Zahlen der Exponenten durch Zufiigen der noch fehlenden Glieder 
herstellt: 
[p(a)] < [RI + +--+ in inf), 
<[RJhd+1+0 +... in inf), 


Sad 
<([2]=—=7° 


Indem man zu f(A) soviele Glieder hinzuzieht, dass einen geniigend 
grossen Werth erhilt, um die rechte Seite, und also [(A)] unter die 
vorgeschriebene Genauigkeitsgrenze herunter zu driicken, hat man nun 
zur Bestimmung der Wurzeln von F(A) = 0, welche in B fallen, die 
Gleichung: 


f(a) = Ate + BL... + Mim = 0. 
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Erhielte man niimlich aus dieser zunaichst nur Niherungswerthe, und 
wire ¢ ein solcher, so berechnete sich die an ¢ anzubringende Cor- 


rection 4 aus: 
f(e+n) + p(e+n) =9, 


P(e) +ta{fle+te}+---=9, 


y ist hiernach mit m(é) proportional, dessen absoluter Betrag vermige 
der getroffenen Wahl fiir » unterhalb der Genauigkeitsgrenze liegt. — 
Nur wenn «¢ mehrfache Wurzel von /(4) = 0 ist, kann diese Correction 
eine nachtriigliche Vergrésserung der Zahl » néthig machen, welche 
so lange fortzusetzen ist, bis 7 unter jene Grenze hinabsinkt. 

Die Zahl der in f(A) eingehenden Glieder wird tibrigens um so 
kleiner sein kénnen, je kleiner der Bereich B um den Punkt 4 = 0 
ist, und reducirt sich auf das erste: 

Aas, 
wenn B sich auf diesen Punkt zusammenzieht. 

Sind nun auf die angegebene Weise die in /(A) aufzunehmenden 
Glieder bestimmt, so hat man die in die Coefficienten von f eingehenden 
Coefficienten a; der Reihe fiir y zu bestimmen; bis zu dem hoéchsten 
unter diesen ist die Entwicklung von y noch fortzusetzen, von da ab 
kann die Reihe abgebrochen werden. 

Wenn statt einer Bedingungsgleichung fiir die Coordinaten 2, y, 
d. h. ftir den Parameter 4, deren zwei oder mehrere fiir zwei oder 
mehrere Parameterwerthe 4, 4,,--- bestehen (wie z. B. die Gleichungen 
fiir die in die Singularitaét fallenden Doppelpunkte), so verlangt der 
obige Beweis eine kleine Modification. 

Treten an Stelle der Gleichung F(A) z. B. zwei solche, deren 
Coefficienten wieder durch endliche Operationen gefunden werden kénnen, 
so ordne man dieselben nach Dimensionen von 4 und 4, und spalte sie 
wieder je in zwei Theile: 


PAA) = f(AA,) + 9 (Ad,) = 0, 

Fy (4a,) = f, (AA) + @, (44,) = 0, 
deren einer f bez. f, die Glieder niedrigster Dimension, deren anderer 
g bez. om, die héheren Glieder (in unendlicher Anzahl) enthilt. Der 
Bereich B sowie die Gréssen 1 < 1, n, der Coefficient R (bez. R,) ete. 
moégen ihre vorige Bedeutung behalten. Dann erhalt man wie oben 
eine Ungleichung fiir {g] und [g,], die von der Form sein wird: 


[p(Aa,)] <[R] (m+ e+ (n4+2)+ 4... in inf.) 


< (Bl (Fy), 


oder aus: 


und analog: 
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[p,(44,)] < [2,) 5 () ? 


woraus hervorgeht, dass die Fehler, welche bei Berechnung der 
den beiden Gleichungen F —0, F, =O geniigenden Werthepaare 
4,4, begangen werden, wenn man dieselben aus f= 0, f, = 0 be- 
stimmt, durch passende Wahl von m unter jede beliebig festgesetzte 
Grenze herabgedriickt werden kénnen. Aus den Coefficienten von f 
und /, ergeben sich dann die zu beriicksichtigenden Glieder der Ent- 
wicklung fiir y, so dass auch in diesem Falle die Entwicklung an 
einem endlichen Gliede abbrechen kann. 

Handelt es sich nicht um die Berechnung, sondern nur um die 
Bestimmung der Anzahl der in das Bereich B fallenden Loésungen, 
so ist es oft bequem, diese Zahl durch versuchsweises Abbrechen der 
Entwicklung fiir y an irgend einem Glied zu bestimmen, indem man 
sich nachtriiglich von der Richtigkeit der erhaltenen Zahl durch den 
Nachweis tiberzeugt, dass dieselbe durch Hinzunahme beliebig vieler 
héherer Glieder in endlicher Anzahl keine Aenderung erfiahrt. 

Indem wir uns im Nachfolgenden dieses Verfahrens bedienen, 
werden wir des erwihnten Nachweises durch die Art der Abzihlung 
selbst, aus der sich diese Thatsache jedesmal ergiebt, itiberhoben. 

Das Abbrechen der Reihenentwicklung fiir y liefert nun aber 
eine Gleichung zwischen x und y, die man offenbar als die einer 
speciellen rational-ganzen Curve auffassen kann. Denn die Glei- 
chungen : 

“Z= dP, 

y=aAt+a,Ar-+.-- 
bedeuten, wenn p< q < q, <--+ ist, wie oben angenommen wurde, 
eine rationale Curve, fiir die y’: a eine ganze Function ist. Die 
Singularitiit, welche dieselbe fiir 4 =O besitzt, kann bei geniigend 
hoher Gliederanzahl des Ausdrucks fiir y durch passende Coefficienten- 
bestimmung mit jeder beliebig gegebenen Entwicklung in jeder ge- 
wiinschten Anzahl von Gliedern zur Uebereinstimmung gebracht werden, 
und somit jeden durch seine Entwicklung gegebenen Curvenzweig 
ersetzen. 

Diese Auffassung gestattet insbesondere die Cayley’schen Aequi- 
valenz@ahlen, deren Bestimmung direct aus den Reihen auf die Schwie- 
rigkeit einer geometrischen Interpretation der vorzunehmenden Opera- 
tionen stésst, durch einfache und, wie ich glaube, den Kern der Frage 
treffende Ueberlegungen abzuleiten (§§ 3., 8.). 

Wir wenden uns demgemiss der Untersuchung der Singularitiiten 
einer rational-ganzen Curve zu. 
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§ 3. 
Die unicursalen Singularititen und die Operation des Deformirens. 


Unter einer ,,unicursalen Singularitit“ moége eine solche mit nur 
einem Zweig, die also durch ein einziges cyklisches System von Ent- 
wicklungen definirt ist, verstanden werden. Wir betrachten die uni- 
cursale Singularitiit, welche die durch die Gleichungen: 

“L= A, 

Yy = a,A9+ a, Ar -+--- 
dargestellte rational-ganze Curve im Punkte 4 = 0 besitzt (wo 
p<d<4%--++ angenommen ist). 

Die Gerade: 

ax+by=0 
hat mit dieser Curve im Punkte 4 = 0 soviele Schnittpunkte gemein- 
sam, als sich der Factor 4 aus dem Ausdruck absondert, den man 
durch Substitution von x und y in ax + by erhilt; also p im All- 
gemeinen, gq fir a= 0, d. h. in der Richtung der X- Axe. 

Die Gleichung fiir die Riickkehrpunkte der Curve, die sich aus 
§ 1. ergiebt, niimlich: 

g (A) = a'(A) = part = 0, 
zeigt, dass r = p — lIsolche in die Singularitaét entfallen; aus der 


fiir die Wendepunkte: 


_ @ ¢y (a) 
(A) = ar Cray 


1 
mor Art {a(¢—P) + 4,9;(%,—p) A229 + -- -} = 0 


folgt, dass w= q— p — 1 Wendepunkte darin vereinigt sind. 
Die Zahl der Doppelpunkte (d) und Doppeltangenten (¢), die in die 
Singularitiit fallen, findet man (§ 1.) aus der Anzahl der Wurzel- 
systeme, 40, 4,0, durch welche die Gleichungspaare § (4 4,) = 0, 
n(4a,) = 0, bezw. a(A4,) = 0, B(AA,) =O erfiillt werden, d. h. in- 
dem man diejenige Potenz von A ermittelt, die als Factor in der 
Resultante auftritt (unter Abzug natiirlich der den r Riickkehrpunkten 
bezw. w Wendepunkten entsprechenden Wurzeln 4 = 0). Die genaue 
Bestimmung jener Potenz erfolgt in § 8., hier mag es gentigen, zur 
niichsten Orientirung die Form des Eliminationsresultats anzugeben. 
Man kann die Gleichung: 
“(ay) — x(a 
&(4a,) = - ee) = @ 

selbst als eine Curve mit den Coordinaten 4, 4, auffassen, die in dem 
Punkt 4 = 4, = 0 einen (p—1)- —r-fachen Punkt mit getrennten 
Tangenten — sie entsprechen p'*" Wurzeln der Kinheit — besitzt. 
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Ebenso hat die Gleichung 7(44,) = 0, als Curvengleichung aufgefasst, 
in A = A, = 0 einen (¢—1)- oder (ry +-w— 1)-fachen Punkt mit ge- 
trennten Tangenten, die mit jenen nicht iibereinstimmen, wenn p und 
q, a. h. wenn r + 1 und w+ 1 relative Primzahlen sind. In diesem 
Fall ist nach einem unbedenklich hier verwendbaren Satze die Anzahl 
der Schnittpunkte beider Curven, die in den Punkt 4 = A, = 0 fallen, 
gleich dem Product der Anzahl der Tangenten, also gleich r(r+w- 1). 
Wenn r+ 1 und w+ 1 aber einen gemeinsamen Theiler haben, so 
erhéht sich diese Zahl, weil, wie man spiiter sehen wird, alsdann die 
Curvenzweige von § = 0 und 7» = 0 theilweise in Beriihrung treten. 
Sei @ die zuzufiigende Grésse, so ist in jedem Fall die Zahl der den 
Gleichungen § =0, 1 =O gemeinsamen Lésungssysteme 4 = A, = 0, 
d. h. die doppelte Summe der in diesen Punkt entfallenden Doppel- 
punkte (d) und Riickkehrpunkte (7): 


2(r+d) = r(rfw+l) +4, 
d= : r(r+w—1)+ - : 


und analog erhalt man fiir die Anzahl der in die Singularitit ent- 
fallenden Doppeltangenten : 


qeen 2’ 
t= = w(r+w—1)+ se 


wo = # = 0 ist fir den Fall, dass r+ 1 und w+ 1 relativ prim 
sind. In § 8, wo diese Zahlen bestimmt werden, zeigt es sich, dass 
sie in allen Fiillen gleich gross sind. 

Aber unsere Auffassung erméglicht weiter jene mit dem Wort ,,Defor- 
mation einer Singularitdt bezeichnete Operation auf streng analytischer 
Grundlage vorzunehmen. Wenn man niimlich die oben fir die Bestimmung 
der Riickkehr- und Wendepunkte erhaltenen Gleichungen (9 =0, 7=0) 
durch Variation der Coefficienten, ohne den Grad zu iindern, in solche 
iiberftihrt, die keine gleichen Wurzeln mehr besitzen, so ist der Erfolg 
eine Trennung der Riickkehr- und Wendepunkte auf dem betreffenden 
unicursalen Zweig, bei welchem Process zugleich eine Trennung der 
Doppeltangenten und Doppelpunkte erfolgt, wenn man, was im All- 
gemeinen immer mdglich ist, die Variationen so einrichtet, dass die 
Erfiillung gewisser Gleichungen (das Verschwinden der Discriminanten 
der Doppelpunkts- und der Doppeltangentengleichung) vermieden wird. 


Sind die Gleichungen fiir die Riickkehrpunkte und Wendepunkte: 
=F (agt a BH + air $+.) =O, 
@ = (by + 1, AM—” LB, Aww es.) =O, 


woraus folgt: 


wo 
rr SMe esy wWwlwW KW <: 
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ist, so erfolgt eine Trennung der in dem Punkt 4 = 0 vereinigten 
Riickkehr- und Wendepunkte, wenn man in dem Ausdruck fiir @: 
(A—a,&) (A—a,e) --- (A—a,e) statt a” 
und ebenso in @: 
(A— B, 2) (A— Be) --- (A—Bye) statt Av 
einfiihrt, wo ¢ eine sehr kleine Grésse ist, und die endlichen Gréssen 
« und B, durch welche sich die Realitiits- und Lagenverhiltnisse der 
Riickkehr- und Wendepunkte bestimmen, verschieden und noch vodllig 
willkiirlich sind. Kine Folge hiervon und durch sie bedingt sind 
dann die Schnittzweige der Doppelpunkte bez. die Beriihrungspunkte 
der Doppeltangenten. 

Ebenso wenig, wie das Vorkommen der Singularitit auf einer 
rational-ganzen Curve eine Beschriinkung fiir erstere mit sich fiihrt, 
so wenig liegt eine Specialisirung in der Deformation des unicursalen 
Curvenzweigs, der Triiger der Singularitét ist, in wieder eine rational- 
ganze Curve. Dieselbe liefert vielmehr in der niichsten Umgebung 
des Punktes alle Formen, welche durch eine beliebige Deformation die 
Curve annehmen kann, vorausgesetzt, dass hierbei die Singularitit in 
die fiquivalenten elementaren iibergeht, d. h. dass Ordnung, Classe und 
Geschlecht der Curve durch die Deformation nicht geindert wird. 

In der That, wenn das Geschlecht sich nicht findert, so muss die 
deformirte Curve wieder eine rationale sein, x und y also jedenfalls 
von der Form: 

Pp 
ou St —wv4+eF(i,8), 

q Didoons 

y= Oba + eV) gant adn to +e ¥(A,8), 
wo « eine sehr kleine Grosse ist, f(A, €), p(4, e), F(A, &),--- ganze 
Functionen sind. Wenn nun die p — 1 Riickkehrpunkte, welche fiir 
é=( in A=0 fallen, wieder in solche iibergehen sollen, so miissen 
fiir « 0 die (p—1) Wurzeln der Gleichung 2’ = 9° = 0, die in 
die Nihe von 4 =O fallen, auch die Gleichung y’ = 0 befriedigen, 
d, h. die Function y': a von 4 kaun in der Nahe von 4=—() nicht 
unendlich werden. Dann ist sie aber in eine Reihe P(A) nach ganzen 
positiven Potenzen von 4 entwickelbar, so dass: 


y' (A) = a'(A)- P(a). 
w(A)= (A), P(A) = Bd), 


Setzt man 


so sind, wenn man P(A) an einem endlichen Gliede abbricht, — eine 
Operation , deren Berechtigung aus § 2. folgt —, x und y die Coordi- 
naten einer rational-ganzen Curve, die, wenn man P(A) geniigend 
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weit fortsetzt, die obige Curve mit einem beliebigen Genauigkeitsgrad 
in. der Nihe von 4 =O ersetzen kann, und fiir welche g@ = 0 und 
@ = 0 durch Variation der Gleichungen fiir die Riickkehr- und Wende- 
punkte der Curve mit der Singularitit ableitbar sind. Q. e. d. 

Ich habe mit Riicksicht auf die Bediirfnisse eines spiiteren Ab- 
schnitts jene Deformation an einigen Curven mit reellen Coefficienten 
ausgefthrt, und lasse zuniichst die auf die Auflésung unicursaler 
Singularitiiten beziiglichen Beispiele hier folgen. 

I. Ein Bicuspidalpunkt (so nenne ich eine Singularitiit, die durch 
das Zusammenriicken zweier Spitzen entsteht) liegt im Punkte 4 = 0 
einer rational - ganzen Curve, deren Coordinaten dargestellt sind durch: 


a a 
c= | w@Pda, iy =| a PQda, 
0 0 


wo P,Q ganze Functionen von A sind, die fiir 4—O nicht ver- 
schwinden. Durch diese Gleichungen ist das allgemeinste Vorkommen 
der genannten Singularitiit charakterisirt , weil die einzige Specialisirung, 
die des Parameters, auf ihre Form und Eigenschaften ohne Einfluss 
ist. — Ersetzt man A? durch 4? -+ ¢, so trennen sich die beiden 
Spitzen und es entsteht eine ,,penultimate“ Form der Singularitiit, 
wenn é sehr klein angenommen wird. 

Um die Doppelpunkte der Curve: 

$ 
— (a? 8) Pada, 


0 
4 


y - | A(A?+-«) PQdi, 
zu finden, weiche in die Nihe des Ursprungs fallen, deren Parameter- 
paare 4, 4, also sehr klein sind, entwickle man: 


w(a,) — a(a 
Baa) = A= =, 


“und 4(44,) = 0 in Reihen nach aufsteigenden Potenzen von A und A,. 
Man erhiilt: 


B= {eP—) + 2P (A -—F)+---}=0, 


n= zag (8 PoQ(F—F)+6 PO - H+} =9, 


wo P,, Q) die Werthe von P,Q fir 4=—O0 sind. Aus der letzten 
Gleichung ergiebt sich in erster Anniherung: 


(A+-4,) (Ae+4,?-+ 4?) = 0. 
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Die der zweiten Klammer entsprechenden Lésungen fiihren, wie man 
leicht sieht, wieder auf die Riickkehrpunkte. Setzt man aber den aus 
der ersten sich ergebenden Werth fiir 4, in die Gleichung § = 0 ein, 
so kommt der Naiherungswerth: 


=—=—A,=—y—3e. 


Es fallt also ein Doppelpunkt in die Singularitiét, und die Gleichung 
A = 0, welche die Parameter der Doppelpunkte liefert, reducirt sich 
fiir kleine Werthe von « und 4 auf: 

24 3e=0. 
Halt man hierzu die Gleichung, in welche unter gleicher Voraus- 
setzung @ = 0 iibergeht: 

V+e=0, 
so erkennt man, dass die Wurzeln beider Gleichungen gleichzeitig 
null oder imaginiir sind. Geht als ¢ durch Null, so geht gleichzeitig 
mit einem Paar von Spitzen, welches imaginir wird, ein reeller Doppel- 
punkt in einen isolirten iiber. 

Die Discriminante der Gleichung: 


9 = PH +8) 
ist wegen der iiber P gemachten Voraussetzung der Grosse ¢ pro- 
portional. 

Il. Die Schnabelspitze (Spitze 2. Art), die man mit Riicksicht 
darauf, dass sie durch Vereinigung eines Riickkehrpunktes mit einem 
Wendepunkt entsteht, auch ,,Cuspinflexionspunkt“ nennen kénnte, 
wird in ihrem allgemeinsten Vorkommen dargestellt durch die Reihen- 


entwicklung: 
5 


+ 
y=axr+n2° Q, 

wo a eine Constante, @ eine nicht mit « — 0 verschwindende ganze 

Function von @ ist. Setzt man # = d?, so kommt: 


2 = i’, 
y = adt+ Qa’. 
Ist ¢ eine kleine Grésse, so wird fiir: 
¢ == j?, 


y= eA5 + alt + Qas 
eine Trennung von Riickkehr- und Wendepunkt erfolgen, wie man 
aus der Gleichung fiir die Letzteren: 


0= w= e+ 4aa+ . Qa +2 gat : Qa 
ersieht. Aus — —0; 7 =0 folgt: 
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A+4,=0; 

1 = 

pap (= 49) + Qt 4,9 + Q (@*— 4,5) = 0, 





oder: ye 
4=—A= 7 : . 
Die penultimate Form fiir A = 0 (s. Nr. 1.) ist also: 
at + 0, = 0, 


wo, wie fiir eine spitere Anwendung hervorgehoben werden mag, ¢ 
der Resultante von: 
@=0, e=21=0 
proportional ist. 
Die Form der Gleichung M = 0 fiir die Parameter der Doppel- 
tangenten in der penultimaten Form der Curve ergiebt sich aus der 
Entwicklung von: 


a = HO) — Se) 0, 


&— Mr 
__ v(u) — v(m) 
= 2) — Hy) 
B i —— My y 


nach aufsteigenden Potenzen von mw und w, Wenn man die Iden- 
titaten : 
ux—y=0; v=—ur—y 


mehreremal nach 4 differenzirt, so erhilt man Bestimmungsgleichungen 
fir die Differentialquotienten wu’, wu’, ...', v’,..., in welchen nur 
noch die Differentialquotienten a, ~”,..., y', y’,... von #% und y 
vorkommen. Man erhilt so ohne Miihe: 


3 2 2 3 3 
Om a=Feu—m) + 4a(4—-)4+50(F-S)+--., 
es a3 uy ut uw," 
O0—p=3e(*—*")4 4.606 —& 
a Th u 5 
$6.30. @ (EE) 4. 
Eliminirt man « aus diesen Gleichungen, so kommt: 


0 = —a(utm) w—my) + 5 fi t--s 


wo f, eine homogene Function 4. Dimension in w und ug, ist. Man 
entnimmt dieser Gleichung die approximative Lisung w = — 4, die, 
in die Gleichung « = 0 eingesetzt, ergiebt: 


en ee 
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In eine Schnabelspitze entfaillt also eine Doppeltangente. Der ent- 
sprechende Factor der Doppeltangefitengleichung M = 0 ist: 


3 
w+ Gs = 0. 

Diese Gleichung besitzt mit der AO gleichzeitig reelle oder 
imaginiére Wurzeln, d. h. der durch Auflésung einer Schnabelspitze 
entstehende Doppelpunkt und die zugleich entstehende Doppeltangente 
sind entweder beide reell oder beide isolirt. 


§ 4. 
Die zusammengesetzten Singularitaten. 


Die fiir unicursale Singularitit angegebene Untersuchungsme- 
thode lisst sich mit einigen Modificationen auf jede beliebige (aus 
mehreren unicursalen Ziigen) ,,zusammengesetzte“ Singularitat tiber- 
tragen. 

Ich beginne damit eine zusammengesetzte Singularitit auf eine 
rational- ganze Curve zu verlegen, d. h. ich werde Ausdriicke fiir die 
Coordinaten einer solchen angeben, fiir welche die Reihenentwick- 
lungen der einen Coordinate noch Potenzen der anderen mit denen 
der gegebenen Singularitit in einer vorgeschriebenen Anzahl von 
Gliedern iibereinstimmt, Den verschiedenen Zweigen mégen die folgen- 
den Entwicklungen*) entsprechen: 


1. y= Az® +Aa® +--., 
Pa Ba 

2. y = Bx? + Bix? 4+ ..-, 
Ne Yo 

$. y= C,x" + C,a" +++, 


wo die A;, B;, C;... beliebige Constante, aa,...BB,...y7,. 

ganze Zahlen sind, fiir welche die Ungleichungen bestehen: 
alm La <---, 
BSB, <A <:--, 
YSnN< Me <ees 


was die Bedingung involvirt, dass die Y-Axe von keinem der Zweige 


*) Die zu einem ,,Cyklus“* gehérigen Entwicklungen sind der Kiirze halber 
durch nur je eine reprisentirt, 
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beriihrt wird. Man fiihre nun in die erste, zweite, u. s. w. der obigen 
Entwicklungen bezw. die Substitution ein: - 


1 1 1 
a* =A(A—a); v2? = B(A—b); «” =C(A—e);---, 
wo A, B,C,... noch niiher zu bestimmende Constante, a,b,c, ... 
beliebig wahlbare, den verschiedenen Zweigen zuzutheilende Parameter- 
werthe*) sind. Man erhialt dann: 

1, w= (A—a)*- At; y= A, (A—a)™*A%+- A, (A —a)™AP+:.., 
(1) P a= (A—b)?- Be; y= B,(A—b))* Ba +B, (A—b)> B+... 


Dies sind die Gleichungen von rational-ganzen Curven, die den ver- 
schiedenen unicursalen Zweigen der Singularitait entsprechen. 
Aber man kann diese Zweige auf einer einzigen Curve vereinigen, 
wenn man setzt: 
(2) GR ie (A—b)P --., 
y= (Aa) (AD) [pag ar pe, 
und die Coefficienten p,q,7r,.., passend bestimmt. 
In der That, verfiigt man tber die Gréssen A, B,... so, dass: 
At = (a—b) (a—ey +, 
Bs = (b—a)* (b—c)¥-- +, 
Cy = (c— a) (c—byr trey 


ad o 


(3) 


so stimmt in der Nahe des Ursprungs, fiir welchen der Parameter A 
auf den verschiedenen Zweigen bezw. die Werthe: 4A=a, A4=b, 
A=c,... besitzt, der Werth von aw in der Darstellung (2) mit den- 
jenigen Werthen tberein, welche ~ nach den Formeln (1) in der 
Nike dieses Punktes annimmt. Man hat dann noch die Coefficienten 
P,4,%,-+-+, die in endlicher aber beliebig grosser Anzahl verfiigbar 
sein mégen, so zu bestimmen, dass 

1. die Uebereinstimmung der Formeln (2) mit den (1) auch be- 
ziiglich der y-Coordinaten erzielt wird, 

2. dass die Curve den Charakter einer rational-ganzen erhiilt, 


d. h. dass 4 : a eine ganze Function wird**), 


*) Im Falle reeller Curven theile man Zweigen mit conjugirt imaginiren 
Coetficienten A; B;--- auch conjugirt imaginiire Werthe a, 6 zu, um eine reelle 
Parameterdarstellung zu erhalten. 

**) Liisst man diese Bedingung fallen, so erniedrigt sich der Grad der ent- 
stehenden Curve. 
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Diese Forderungen werden durch ein System von linearen Be- 
dingungsgleichungen fiir die Coefficienten p,q,7r, ..- repriasentirt, 
die dadurch entstehen, dass man: 

1. die Ausdriicke einander gleich setzt, die fiir (y) aus (2) und 
(1) erhalten werden, wenn man darin die Parameterwerthe a, b, c, 
fiir 4 einsetzt (nach vorgiingiger Division mit (A-—— a)” bez. (4 —b)*, ete.), 

2. dass man die in y' (A): 2’(A) enthaltene ganze Function heraus- 
zieht und dann den Rest Coefficient ftir Coefficient mit Null vergleicht; 
oder auch, dass man die Wurzeln g,, 9,,... von 2'(A) = 0 bestimmt 
und 
¥(e1)= 9 9 (@2) =9, --- 
setzt. 

Die erste Bedingung ergiebt, beispielsweise fiir den Parameter- 
werth a, ein Gleichungssystem, das sich darstellen lisst durch: 

(p+ Ag+ dtr + +] (a—d)A (a—ey - 

= [A,A% + A, (A—a)*-% Am 4. - +], 
wo die eckigen Klammern bedeuten, dass hieraus durch Vergleichung 
der Coefficienten der niedersten Potenzen von 4 — a (nach welchen 
man sich auch die erste Klammer angeordnet zu denken hat) soviele 
lineare Bestimmungsgleichungen fiir die Coefficienten p, q,7r,... ab- 
zuleiten sind, als man wiinscht, dass Glieder in den Ausdriicken fiir 
y in (2) und (1) iibereinstimmen. Weitere Systeme solcher Gleichungen 
werden durch die Parameterwerthe b,c, ... geliefert. Ueberhaupt 
kann man eine beliebig genaue Uebereinstimmung der Entwicklungen 
(2) mit den gegebenen (1) in der Nahe der Parameterwerthe, die dem 
vielfachen Punkte entsprechen, erzielen, wenn man nur die Reihe 
pt+qa+re#+.--- geniigend weit fortsetzt, Man kann so auch 
verhiiten, dass die linearen Gleichungen, die durch obige Bedingungen 
geliefert werden, unerfiillbar sind, indem durch Hinzunahme hoherer 
Glieder mit verfiigbaren Coefficienten dort nur Unbestimmtheiten ent- 
stehen, wo sonst ein Widersprechen stattfinden wiirde*). Das folgende 

Beispiel weist diesen Fall auf. 

Man verlangt, die einfachste rational-ganze Curve mit Selbst- 


beriihrungspunkt zu finden. Die den beiden Zweigen entsprechenden 
Reihenentwicklungen haben die Form: 


y=ka?+---, y=la?+..-., 
und es werde die Uebereinstimmung nur fiir die Coefficienten der 


*) Die Fortsetzung der Entwicklung kann auch durch die in § 1. geforderte 
Kindeutigkeit des Entsprechens von Curvenpunkt und Parameter bedingt werden, 
vermége deren sich z. B. die Darstellung der beiden Coordinaten durch blos 
gerade Potenzen verbietet. 
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zweiten Potenzen verlangt. Behilt man die obigen Bezeichnungen 
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bei und setzt noch: 


b=—a, 
so werden die linearen Bedingungsgleichungen fiir die Coefficienten , 
q=0, 
ptaq+a@r+a's+.--=—2ak, 
p—aq+a@r—a's+.---=— —2al. 
Obgleich dies nur drei Gleichungen sind, miissen doch 4 Glieder der 
Reihe p+ qa + --- herangezogen werden, wenn jene sich nicht 


selbst widersprechen sollen. Bricht man mit s4° ab, so erhilt man: 
=0; @s=k+l; p+a’*r=—2a(k—l). 
Die Gleichungen fiir die gesuchte Curve sind also: 
t= A? — a’; 
y = (4? — a®)* (p + ar + as), 
wo von den Gréssen p,r eine noch beliebig ist, wihrend die andere 
in Verbindung mit s die Kriimmung der Zweige bestimmt, 


Um endlich eine zusammengesetzte Singularitiit durch Variation 
der Coefficienten in den Ausdriicken fiir die Coordinaten der Curve 
in elementare Singularitiiten aufzulisen, beginne man mit der Auf- 
lésung der einzelnen Zweige, und verschiebe diese dann gegeneinander, 
Es geschieht dies so, dass man die jedem unicursalen Zweig ent- 
sprechende Entwicklung durch eine rational-ganze Curve ersetzt, 
diese — in der oben angegebenen Weise — variirt, so dass die 
Singularitit sich auflést, worauf die variirten Zweige auf einer Curve 
vereinigt werden, was entweder in der eben angegebenen Weise in 
einem vielfachen Punkt geschehen kann, oder so, dass die verschiedenen 
Zweige eine durch den Ursprung gelegte Gerade in verschiedenen 
Punkten treffen. — Die niheren Umstiinde mégen an einigen’ Bei- 
spielen erliutert werden, die fiir das Nachfolgende von Interesse sind 
und deshalb theilweise eingehender, als dies fiir den vorliegenden Zweck 
nothig wire, besprochen werden sollen. Gegenstand der Untersuchung 
werden namentlich die bei der Auflésung entstehenden Doppelpunkte 
und Doppeltangenten sein. 

I. Selbstberiihrungspunkt (Binodalpunkt). Um alle Fille des Vor- 
kommens zu umfassen, legen wir statt der oben betrachteten Curve 
eine allgemeinere zu Grunde, deren Gleichung in der variirten Form: 

# = (4—a) (A— a) P(A); 
y = {(A—a)? (A—ay)* + 8} Q(2) 


lautet, wo a, a, Constante, P(A), Y(A4) ganze Functionen von 4 sind, 
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die fir 4—a und 4—a, nicht verschwinden, und von denen man 
sich die letztere so bestimmt denken mag, dass £ eine ganze Function 


ist; ¢ endlich sei eine sehr kleine Grésse, deren Verschwinden das 
Auftreten der Singularitit mit sich fiihrt. Um die Parameter der 
Doppelpunkte d. h. die sehr kleinen Gréssen «, a, in: 


A=a-+ea, 4, =a,+ 4, 
zu finden, entwickle man die linken Seiten der Gleichungen: 


a(4)— a(4,)=9, yA) —y(4,) = 0 
nach steigenden Potenzen von « und e,. Die ersten Glieder der Ent- 
wicklung lauten: 


a(a—a,) P— a,(a,—a) P, +---=0 
e(Q—@,) + 2a—a,?({ Q— “ @)+---= 


wo zur Abkiirzung P, fir P(a,), P fir P(a) u. s. w. geschrieben 
wurde, Hieraus berechnet sich: 


P 
~-+ '-k -QYe, 
m= -QVe, 


—- a—a 


=a e-a e 
V wer —2 
gesetzt wurde. Die Parameter der Doppelpunkte sind also in erster 
Anniaherung : 


wo 


i= 





7 Qyé, 





A,=a,+ 


und geniigen einer Gleichung 4. Grades von der Form: 
((4a—a)? — ec) (4 —a,)? — e¢,) = 0, 
wo ¢ und ¢, Constante sind. Die Discriminante dieser Gleichung ist 
mit «? proportional. 
Die Gleichung fiir die Parameter der Doppeltangenten, deren 
Beriihrungspunkte fiir « — 0 in die Singularitit entfallen, erhalt man 
durch Entwicklung der Gleichungen: 


u(u) — u(4,)= 9; v(4) — v(4,) = 0 
nach aufsteigenden Potenzen der sehr kleinen Groéssen 6, B,, wenn: 
u=a+By; w=—a, +B; 
gesetzt wird. Die Entwicklung liefert (vgl. § 3., I1.): 
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gta ($+) + 2@-a) ($64+H4)4+-.-= 
~ 8(Q—@) + 2(a—a) (Qf —@,£)+--.=0 


wo wieder Q fiir Q(a), Q fir £90) fir 4 =a u.s. w. gesetzt wurde. 


Durch Elimination von ¢ erhiilt man in erster Anniherung: 
pb +H 8,0. 


Wenn man diese Gleichung mit der letzterhaltenen combinirt, so be- 
kommt man # und £,, deren Substitution in w und yu, fiir die Para- 
meter der Bertthrungspunkte die Werthe ergiebt: 





om oP, __! . 
lena + a—a@ pp, VO Qye, 
aa sek a 


— 4-4 PP,VQQ 
wo 2 den friiheren Werth hat. Dieselben geniigen einer biquadra- 
tischen Gleichung von derselben Form, wie die Parameter der Doppel- 
punkte. 

Macht man die Voraussetzung reeller Coefficienten in den Para- 
meterdarstellungen von 2 und y, so kénnen die Gréssen a,a, null 
oder conjugirt imaginir sein. 

Sind 1. a, a, conjugirt imaginiir, so werden die Producte PP,, 
QQ, reelle positive Gréssen; dann werden, wenn das Vorzeichen von ¢ 
so beschaffen ist, dass Q /é-eine reelle Grésse ist, auch die Gréssen 
« und @,, B und #, und somit die zu einem und demselben Doppel- 
punkt (Doppeltangente) gehérigen Parameter 4, 4,; w, u,, fiir die bez. 
die Gleichungen : 


aP + a, P, =0; £p+2 >, By = 9 


bestehen, conjugirt imaginiir. Dies indert sich aber, wenn ¢ sein Vor- 
zeichen findert, indem dann die conjugirt imaginiren Werthe 4, 4,, 
bez. w, &, zu verschiedenen Doppelpunkten (Doppeltangenten) gehdren. 
Dieser Umschlag findet fiir Doppelpunkte und Doppeltangenten gleich- 
zeitig und zwar je mit zwei Paaren von Wurzeln statt. 

Sind 2. a, a, reell, so sind die Gréssen 4, 4, reell, wenn Q/¢ 
reell ist, sonst imaginar, indess so, dass conjugirt imaginiire Werthe 
zu verschiedenen Doppelpunkten gehéren. Ob alsdann die Grdéssen 
uw, @, reell oder imaginir sind (im letzteren Fall gehéren conjugirte 
za verschiedenen Doppeltangenten), hingt noch von dem Vorzeichen 
von QQ, (dem Kriterium fiir die gegenseitige Kriimmung der sich be- 
riihrenden Zweige) ab. 
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Das Vorstehende lisst sich dahin zusammenfassen, dass, wenn 
beim Durchgang der Grosse « durch Null die Zahl der Paare von zu- 
sammengehirigen (demselben Doppelpunkt, u. s. w. angehérigen) Wurzeln 
einer der Gleichungen: 

A=0, M=0 
fiir die Parameter der Doppelpunkte, bez. -tangenten, zu- oder ab- 
nimmt, dies nothwendig auch mit der anderen Gleichung und zwar 
um gleich viel Paare, niimlich um zwei, der Fall sein muss. 

Il. Der Cuspibinodalpunkt, der durch Zusammenfallen einer Spitze 
mit einem einfachen Curvenzweige entsteht, lisst sich in der penulti- 
maten Form darstellen durch die Gleichungen: 


“= A?(A—a) P(A), 

y = B(A—a+e) Q(a), 
wo é eine sehr kleine Grosse ist, deren Verschwinden die penultimate 
Form in die Singularitat iiberfiihrt, P und @ ganze Functionen, die 
weder fiir 4 0, noch fiir 4 =a verschwinden und von denen Q so 
bestimmt ist, dass 4, eine ganze Function ist. Die Gleichung fiir die 
Doppelpunkte erhailt man wie oben, indem man: 

A=a+a, A4,—2, 

setzt und § = 0, 7 =O nach Potenzen der sehr kleinen Grossen «, «, 
entwickelt. Man erhiilt: 


a’ Pa + 2aP, “+... —0, 
ea Q+a*Qa+ a", +---=9, 


wo 
@=Q(a), P=P(a, P, = P(0) 
bedeutet. 
Hieraus bestimmt sich: 
a=—& |= = Vé, 
1 
also 
aP ., 
A=a-—é, A= Pp, Vé, 


und hieraus der Factor von A fiir die penultimate Form: 


aPe 


(a — *5*)(@—at+e?—#B), 


wo B eine hier nicht naher zu bestimmende Grisse ist*). Die Form 


*) Dass die erste ungerade Potenz der Entwicklung die dritte ist, B also 
im Allgemeinen von Null verschieden, geht aus der Abzihlung des § 6. hervor, 
wonach die Discriminante von A keiner héheren als der vierten Potenz der Grosse 
é proportional sein kann. 
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des letzten Klammerausdrucks ergiebt sich aus dem Umstand, dass 
sich der Parameter 4, so gut wie A aus einer quadratischen Gleichung 
bestimmen muss. 

Ill. Der Trinodalpunkt (dreifache Punkt mit getrennten Tan- 
genten) wird in seiner penultimaten Form dargestellt durch die Glei- 
chungen: 

4 = (A—a) (A—a) (A—az,) P(A), 

y = [(4A—a) (4—a,) (A—a,) + €] (A), 
wo, wie man sogleich sehen wird, P(A) mindestens vom 1.Grad sein muss, 
Q(4) so bestimmt, dass ¥, eine ganze Function ist. Aus jedem der 


Parameterwerthe a, a,, a, entstehen durch Variation zwei; denn setzt 
man z. B.: 
A=a+a; 4,=a,+ 68, 

in die Gleichungen fiir die Doppelpunkte ein: 

a(4)—a2(4y)=0, (A) — (A) = 0, 
so erhilt man zwei Bestimmungsgleichungen fiir @ uyd 6,. Man er- 
hilt so im Ganzen sechs Variationen, von denen jedem Parameter- 
werthe zwei verschiedene zugehéren, deren geometrische Deutung sich 
leicht aus dem Dreieck ergiebt, welches die drei Zweige nach der 
Auflésung bilden. Man erhilt nach dem Ofters angegebenen Ver- 
fahren aus den (hier schon mit dem 1. bezw. 2. Glied abbrechenden) 
Reihenentwicklungen die folgenden variirten Parameterwerthe: 


P P. P 
a + &(aa;) (a) 5; & + &(a,4,) (a,) 3; a, + e(a,a) Tag) 3 

P P. P. 
a, &(aa,) (a)? % + &(a,a,) (a)? a + &(a,a) {a) , 
wo zur Abkiirzung: P statt P(a); P, = P(a,), ete., 


(a) = (a—a,) (a—a,); (a) = (a, —@) (a,—a,), ete, 
und endlich: 


(aa,) = ren he. , us. Ww. 


gesetzt wurde. 

Von diesen 6 Werthen gehéren je die untereinander stehenden 
einem Doppelpunkt an, deren also drei aus einem dreifachen Punkt 
entstehen. Dagegen wiirden die drei Zweige ungetrennt bleiben, wenn 
P eine Constante wire, weil die Variationen dann paarweise einander 
gleich wiirden, wesshalb wir diesen Fall ausschlossen. 

Sind a und a, conjugirt imaginir, so wird dies auch eines der 
untereinander stehenden Paare sein, wiihrend die beiden anderen kreuz- 
weise conjugirt werden, beides unabhiingig von dem Vorzeichen von é. 
Beim Durchgang von « durch Null jindert sich also an der Zahl der 
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reellen oder conjugirt imaginiiren Wurzeln der Doppelpunktsgleichung 
A = 0 iiberhaupt nichts. 

Endlich die Discriminante des Factors der Gleichung A = 0, 
welcher den obigen 6 Wurzeln entspricht, ist, wie man sogleich sieht, 
mit « - e? - ¢? <= é® proportional. 

Zusatz 1. Das Verhalten der Hesse’schen Curve in der Nihe 
eines singuliiren Punktes ergiebt sich aus der rationalen Form der 
Curvengleichung in Cartesischen Coordinaten, wenn man die Glieder 
derselben nach ihrer Dimension anordnet, und auf die so entstehende 
Summe von biniiren Formen das von mir in einer Note itiber die 
Hesse’sche Curve (d. Annalen Bd. XIII.) angegebene Verfahren an- 
wendet. 

Zusatz 2. Nachdem im Vorstehenden gezeigt worden, wie sich 
eine rationale Curve k angeben liisst, welche statt einer gewissen 
hoheren Singularitiét die fiquivalenten elementaren hat, die dann durch 
Nullsetzen einer Variation ¢ zu jener hdheren sich vereinigen, so kann 
man auch aus einer beliebigen algebraischen Curve C, die mit einer 
Singularitit behaftet ist, durch Variation eine Curve ¢ ableiten, welche, 
ohne dass die Zahlen fiir Grad, Classe, Geschlecht andere sind, wie 
fiir C, statt der Singularitit die iiquivalenten elementaren besitzt. Be- 
trachten wir irgend einen Zweig jener Singularitit, und bilden die 
Gleichung der rational- ganzen Curve k, welche Triiger der iiquivalenten 
elementaren ist, so muss diese fiir ¢ — 0 in den Gliedern G niederster 
Dimension von x und y mit C iibereinstimmen. Aber die Variationen 
erstrecken sich in k nur auf Glieder noch niederer Dimension, als jene 
G, weil sie eine Trennung der in «=—y=—0O zusammengefallenen 
Riickkehr- und Wendepunkte bewirken (§ 3.). Fiigt man daher diese 
variirten Glieder auch der Gleichung der Curve C zu, so indert sich 
deren Ordnung nicht. Variirt man dann, um auch die iibrigen Singu- 
laritaten, die etwa auf C auftreten, fiir c zu erhalten, ebenso die iibrigen 
(von Null verschiedenen oder auch verschwindenden) Coefficienten der- 
selben, so kann dies immer in der Weise geschehen, dass Zahl und 
Art derselben ungeiindert bleibt. Denn wenn die Anzahl der in C 
auftretenden Glieder ausgereicht hat, um ausser der betrachteten Singu- 
laritit noch andere hervorzubringen, so werden auch die Variationen 
der Glieder héherer Dimension ausreichen miissen, um die durch das 
Hinzukommen der variirten Glieder niederer Dimension illusorisch ge- 
wordenen Bedingungsgleichungen wieder zu erfiillen. Classe, Ordnung 
und Geschlecht bleiben also erhalten. Durch kleine Variationen 
kann ferner auch das Vorzeichen von endlichen Gréssen sich nicht 
findern; von solchen hingt aber die Realitit jener Singularititen ab, 
die also gleichfalls ungeiindert bleiben muss. — Diese Betrachtungen 
sind mit geringen Modificationen auch auf den Fall zusammengesetzter 
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Singularititen anwendbar, sowie dann, wenn mehrere Singularititen 
auf~derselben Curve aufzulésen sind, was hier nicht weiter ausgefiihrt 
werden soll. 


g 5. 


Die Doppelpunktsgleichung der rational-ganzen Curve und ihre 
Discriminante. 


Wegen der dualistischen Eigenschaften der Gleichungen einer 
rational- ganzen Curve kann man sich, wenn es sich im Folgenden um 
die Untersuchung der Doppelpunkte und Doppeltangenten handelt, auf 
die Gleichungen fiir die ersteren beschrinken. 

Die Gleichung fiir die Parameter der Doppelpunkte — wir werden 
sie kurzweg_ ,,Doppelpunktsgleichung“ nennen — entsteht durch Eli- 
mination von A, aus den Gleichungen (§ 1.): 

(ad) = SA 2M 9; g(aay= M=¥® _ 9, 

Fiir die Discussion erweist es sich als zweckmiissig, diese Glei- 
chungen durch zwei andere zu ersetzen*), die statt der Variabeln 4, 
die Differenz enthalten: 

D=i, —A- 


Entwickelt man 2(4,)—=2(4+D) nach aufsteigenden Potenzen 
von D, so erhilt man, mit Riicksicht darauf, dass (§ 1.): 


ido: 
ec. bi 


ist, an Stelle von §(44,) = 0 die folgende Gleichung: 


, D » De DF 
EAD) =e+e F 2! +e 7 3! +--+- + oe . pp = 9% 


wo @, @”,---,@® die ersten, zweiten u. s. w. Differentialquotienten 
der ganzen Function R. Grades @ nach 4 sind. Analog ergiebt sich 


durch Entwicklung von y(4,) = y(4+D) nach Potenzen von D aus 
9(44,) = 0 die Gleichung: 


D , 
n(AD) = 9u+ > (e@ + gu) 
D* a a DetW+! — (R4+W+1 , 
+ 3, (0@'+2e9T+0 “+++ awa ( yt Joma = 0, 


*) Zur wirklichen Herstellung der Gleichung in 4 empfiehlt sich dann die 
Beibehaltung der obigen Gleichungen in 4 und 4,, wenn eine von ihnen zerfallbar 


ist, wie dies z. B. eintritt, wenn « oder y nur durch gerade Potenzen von 4 dar- 
stellbar ist. 
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wo zur Abkiirzung: 
(R+ W+1)(R+ W)---(W+2) __ ‘ahd W+ ') 
ee ee R 
gesetzt ist, 
y du 


yy o=- 


adi eared 


= 


und 3’, @”,-+-, @”) die successiven Differentialquotienten der ganzen 
Function @ sind. Mit Riicksicht darauf, dass in (4D) der Coefficient 
von « nichts anderes als € ist, erhilt man neben: 

o=0 
die folgende Bedingungsgleichung fir die Parameter der Doppelpunkte: 


1 1 D , , 
O= > {nAD)—u-} =z e+ 5 (ea + 293) 
D ” , , ” 
4+ ea" +3’ +30"3) 
dD we , ” ” , “"”r 
+s eo" +40 D+ 69" + 409") +--- 


perry (f+ W+1 ; 
+ RW +e R ) eam, 
Den Grad dieser Gleichung in D kann man vermige § = 0 noch 
erniedrigen, indem man bildet: 


1 
H =e {n(4D) — w-§—S -€) =0, 


oder ausgefiihrt: 


1 ’ , D ” € , , a” 
0=H= 5 (¢@'— We)+ = (03"+ 30D — oe’) 


2 
+2 (ea +490" + 69"a'— 9”) +-- 
R4+W-1 . 
as W+2)! [ors . ') 2 

Statt der Gleichungen §(44,) —0, 9(A44,) =O des § 1. lassen 
sich also auch die § =0, H=O zur Berechnung der Parameter der 
Doppelpunkte d. h. zur Bildung der ,,Doppelpunktsgleichung“ benutzen, 
welche man durch Elimination von D* aus beiden erhilt. Wiirde 
man statt dessen 4 eliminiren, so erhielte man eine Gleichung in D 
mit nur geraden Potenzen. Denn das einem Doppelpunkt entsprechende 
Werthepaar 4, 4, wird in der neuen Bezeichnungsweise 4, 4 + D. 
Wegen des symmetrischen Vorkommens von A und 4, geniigt aber 
auch: 4,, 4, — D; die Gleichung, welche 4 nicht mehr enthilt, muss 
also sowohl durch + D wie durch — D befriedigt werden kénnen. — 
Das constante Glied dieser Gleichung in D? erhilt man, wenn man 
in — und H: D =O setzt; es wird also gleich der Resultante aus: 
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o=0 und po D=—/O, 
oder bis auf einen Zahlenfactor gleich dem Product aus der Diseri- 
minante von @ in die Resultante von o und @. 
Eliminirt man dagegen aus § = 0, H =O die Grésse D, so er- 
hilt man eine Gleichung fiir 4: 
A(a) = 0 
die ,,Doppelpunktsgleichung“, aus welcher sich die Parameter der in 
den Doppelpunkten sich schneidenden Curvenelemente bestimmen. Da 
die Dimension der Ausdriicke € und H hinsichtlich der Gréssen 4, D 
bezw. R und R+ W — 1 ist, so steigt jene —_— A=0Oina 
bis zum Grad: 
R(R+W—1) 
an*), sofern nicht aus irgend einem Grunde die Glieder héchster 
Dimension ausfallen. 
Was die Coefficienten der Gleichung A=0O angeht, so setzen 
sich dieselben aus denen der Ausdriicke @ und @ zusammen. Nehmen 
wir fiir letztere die Form an: 


= aya® + a,A4-1 +..-., 

@=bAV+ BAM 4+.-., 
und legen den Coefficienteri a;, b; Gewichte bei, dem Coefficienten 
a; von A®-* in @ sowie dem 0b; von A-‘ in @ jedem das Gewicht i, 
so dass also die Summe ‘aus dem Gewicht des Coefficienten und des 
Exponenten der Potenz von 4 fiir jedes Glied in @ denselben Werth 
R, fiir @ den W hat, so werden auch die Glieder in —&, H die nim- 
liche Eigenschaft besitzen, indem ftir jedes Glied in € die Summe aus 
den Gewichten der eingehenden Coefficienten a;,b; von @ und @ und 
den Exponenten von 4 und D den constanten Werth R, fiir jedes 
Glied in H den Werth R+ W-+1 hat. Auf diese Weise ist eine 
Art Homogenitat dieser und der aus ihnen abzuleitenden Gleichungen 
hergestellt (welche noch vollstindiger zum Vorschein kommen wiirde, 
wenn die Coefficienten a;b; je durch die i'* Potenz einer Grosse ersetzt 
wiirden), Ebenso wie mit dem Begriff der ,,Dimension“ kann man 
mit dem des ,,Gewichts“ eines Products rechnen, unter dem wir die 
Summe aus dem Gewicht der vorkommenden Coefficienten von @ und 
von @ und den Exponenten der Variabeln verstehen wollen, so dass, 
wie fiir @ und @, so fiir jeden der im Folgenden zu betrachtenden 
Ausdriicke jedes Glied dasselbe Gewicht, das des betreffenden Aus- 
drucks, besitzt. 





*) Die Resultante aus: &(22,) =0, 4(41,) =0 ist vom Grade R(R+W--1), 
unterscheidet sich also von A(4) durch einen Factor vom Grade 2R, niimlich, wie 
man leicht direct erkennt, durch die 2. Potenz des Ausdrucks a. 

Mathematische Annalen. XVI. 25 
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Hiernach ist das Gewicht der Resultante A(4) = 0 aus den beiden 
Gleichungen § = 0, H=O gleich dem Product aus dem Gewichte 
beider Componenten, also gleich*): 

R(R + W— 1). 

Der Process der Elimination, durch welchen die Gleichung A = 0 
gebildet wird, ist im Allgemeinen zu wenig iibersichtlich, um die 
Eigenschaften der Doppelpunktsgleichung erkennen zu lassen. Wir 
werden aus ihm spiter (§ 9.) die niheren Umstiinde kennen leruen, 
unter denen eine Erniedrigung des Grades dieser Gleichung eintritt. 
Alles Andere jedoch, was sich von derselben allgemein aussagen lisst, 
erkennt man am leichtesten auf einem indirecten Weg, auf welchen 
die einfachen und eleganten Eigenschaften ihrer Discriminante hin- 
weisen, 

Wir wenden uns daher zur Untersuchung der Discriminante der 
Doppelpunktsgleichung A(A) =0, beziiglich deren fiirs Erste die Voraus- 
setzung gemacht werden mige, dass sie R( R-+-W--1) von einander ver- 
schiedene endliche Wurzeln besitet**). Dann wird die Discriminante 
A ein von Null verschiedenes Aggregat der Coefficienten a;, b; sein, 
dessen Gewicht (vgl. Salmon-Fiedler, Algebra, 3. Aufl., p. 125): 


(A) = R(R+W—1) {R(R+W—1) — 1} 


ist. Dieselbe verschwindet, wenn zwei oder mehrere Parameterwerthe, 
die Doppelpunkten zugehéren, zusammenfallen. Aber einfache geome- 
trische oder auch algebraische Ueberlegungen, von denen sogleich die 
Rede sein wird, lassen erkennen, dass dies Zusammenfallen in sehr 
verschiedenartiger Weise erfolgen kann. Hat man die Bedingung fiir 
irgend ein Eintreten dieses Falls durch eine Gleichung zwischen den 
Coefficienten a,b dargestellt und diese auf die Form gebracht: eine 
rationale ganze irreducible (nicht als Potenz darstellbare) Function 
dieser Coefficienten gleich Null, so muss diese Function Factor der 
Discriminante der Doppelpunktsgleichung sein. Wir wollen im Folgenden 
durch eine algebraische Betrachtung die Modalitiiten, unter denen die 
Discriminante verschwinden kann, entwickeln und die Vollstandigkeit 
der Aufzihlung dadurch priifen, dass die zugehérigen rationalen Func- 
tionen ihrem Gewicht und der Vielfachheit nach bestimmt werden, in 
welcher jede als Factor in der Discriminante auftritt; die Summe der 


*) Diese Zahl giebt das Gewicht von A, wenn von den Coefficienten a;, b, be- 


liebige Null sind, nur unter der Voraussetzung an, dass man die Resultante so 
bildet, als wenn sie nicht Null wiiren, und dann sie erst gleich Null setzt. 

**) Aus § 9. ergiebt sich, dass diese Voraussetzung — fiir allgemeine Coeffi- 
cienten a,, b; — immer dann zutrifft, wenn R-+ 1 und W- 1 relative Prim- 
zahlen sind. 
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so erhaltenen Gewichte muss dann gleich dem oben bestimmten Ge- 
wicht der Discriminante sein. Auf diese Weise ergiebt sich, bis auf 
Potenzen von a, und by genau, die Zerlegung der Discriminante in 
rationale Factoren. 


§ 6. 
Die Factoren der Discriminante. 


Die Discriminante der Gleichung A(A) = 0, die man sich hier 
aus der Resultante von: 


§(44,) = 0, 4 (44,) = 0 


durch Division mit g? (s. d. Note p. 397) gebildet denken mag, ver- 
schwindet immer und nur dann, wenn 1. einem Werthe von 4 zwei 
Werthe von 4, zugehdren, die alsdann verschieden oder gleich (benach- 
bart) sein kénnen, oder 2. (wegen des symmetrischen Vorkommens 
von A und 4,): wenn 4=A, ist. 

Die Bedingung dafiir, dass zu einem 4 zwei verschiedene Werthe 
von 4, gehéren, driickt sich dadurch aus, dass ausser der Determi- 
nante, welche die Resultante aus den obigen Gleichungen darstellt, 
auch deren erste Unterdeterminanten verschwinden, wobei diejenigen 
Lésungen noch abzuziehen sind, fiir welche die beiden Werthe 4, 
unendlich benachbart sind*). — Geometrisch ausgedriickt bedeutet dies 
das Auftreten eines dreifachen (,,Trinodal‘‘) Punktes mit getrennten 
Tangenten, weil ein Tripel von Werthen 4 zusammengehort. 

Wenn zu einem 4 zwei benachbarte Werthe von 4, gehéren sollen, 
die den obigen Gleichungen geniigen, so mtissen neben denselben noch 
die folgenden bestehen: 

a 

se = (0); i= 0. 
Hieraus folgt aber sogleich 2 —0O, y’ —0**), oder 9 =0. Diese 
Bedingung entspricht also dem Fall, wo von einem dreifachen Punkte 
zwei Zweige sich zu einem Riickkehrpunkt vereinigen. Wir nennen 
diese Singularitiit: ,, Cuspibinodalpunkt“. 


*) Wir werden weiter unten diese Bedingung, ankntipfend an die Glei- 

chungen 
E’~D)=0, »7(AD)=0, 

aus denen durch Elimination von D ja ebenfalls A=0 entsteht, in der Form 
ausdriicken, dass die Unterdeterminanten dieser Eliminationsdeterminante ver- 
schwinden. Dies sagt dasselbe aus, weil immer dann, wenn zu einem A zwei 
verschiedene Werthe 4, gehéren, auch das zugehirige D = 4, — 4 zwei verschie- 
dene Werthe hat, und umgekehrt. 

**) Diese letztere Gleichung ist eine Folge der eratern x’ = 0. 


25* 
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Es kénnen aber auch zwei benachbarten Werthen von 4 benach- 
barte von 4, entsprechen, wo dann neben § —0, 9» =O statt der 
obigen Gleichungen die bestehen: 


ag ag “= 09 gi, = 

or 44 + Gz a4 = 9; aA da + Ol di, = 0. 

Dann verschwindet die Functionaldeterminante von £ und yn nach A 
und 4, genommen. 


Man kann diese Gleichung auf die Form: 
y¥@) _ yy) 


ea) wa)’ 
d. h. auf @(A4a,) = 0 (§ 1.) bringen. Wegen der Identitiit: 
B=u—i—axr—y, 
die sich unmittelbar aus der Gleichung: 
v=ur—y 


ableitet, folgt hieraus, dass auch 6 verschwindet. Dem gleichzeitigen 
Verschwinden von &, 4, «a, entspricht aber offenbar ein Punkt der 
Curve, wo diese sich nicht nur selbst schneidet, sondern auch selbst 
beriihrt, ein Selbstberiihrungs- (,,Binodal-“‘) Punkt. 

Aber hiermit sind noch nicht alle Fille erschépft, in denen zwei 
Werthe von 4 einander gleich werden. Vermége der Symmetrie der 
Gleichungen § = 0, 7 = 0 in Bezug auf 4 und 4, ist sowohl 4 wie 
4, Wurzel der Gleichung A = 0, welche demnach, in dem besonderen 
Falle, dass 4 = 4,, oder D = 0 wird, eine Doppelwurzel erhilt. Wir 
haben oben (p. 376) gesehen, dass dem Falle D == 0 diejenigen Werthe 
von 4 entsprechen, fiir welche entweder die Discriminante der Glei- 
chung e = 0 fiir die Riickkehrpunkte oder die Resultante aus @ und 


@, wo @ = 0 die Wendepunkte ergiebt, verschwindet. Die zu-. 


gehérigen Singularitiiten sind also der ,, Biscuspidalpunkt“ und die 
Schnabelspitze (Spitze 2. Art, ,, Cuspinflexionspunkt“). 

Jedem der vorstehend aufgezihlten Fille entspricht als Factor 
der Discriminante eine rationale und ganze Function der Coefficienten, 
irreducibel (d. h, keine Potenz einer solchen), deren Verschwindens¢ 
das Auftreten der betreffenden Singularitaét mit sich fiihrt. Wir werden 
im Folgenden einen Weg angeben, diese Factoren direct zu bilden, 
ferner ihr Gewicht in den Coefficienten und die Vielfachheit ihres 
Auftretens bestimmen. Das Erstere bietet keine Schwierigkeit; was 
die Bestimmung der Vielfachheit angeht, so werden wir in folgender 
Weise verfahren. 

Nimmt man die Coefficienten in @ und @ so an, dass der Factor, 
dessen Vielfachheit bestimmt werden soll, sehr klein, = ¢, wird, so 
kénnen sich diese Coefficienten von denen einer Curve, fiir welche ¢ 
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ch- verschwindet, nur um Grdéssen unterscheiden, die selbst mit ¢ ver- 
der schwinden. Sei fiir diese letztere Curve der Parameterwerth 4°, welcher 
einem Zweige zukommt, der dem singuliren Punkte angehdrt, p-fache 
Wurzel der Doppelpunktsgleichung. Dann wird die Function A der 
variirten Curve, wenn A= 0 ihre Doppelpunktsgleichung ist, eine 
¥ ganze Function p'" Grades in (4—A°) zum Factor haben, die sich 
fiir «= 0 auf die p'* Potenz von (A—A®) reducirt, und deren Form 
aus irgend einem speciellen Fall zu bestimmen ist. Die Discriminante 
dieser Function ist einer Potenz von « proportional. Bildet man 
ebenso die Factoren von A, die den anderen im singuliren Punkt sich 
schneidenden Zweigen entsprechen, sowie deren Discriminanten, so 
ist der Gesammtbeitrag, welchen der singuliire Punkt zu der Discri- 
minante von A liefert, gleich dem Product aus den Discriminanten der 
Factoren in die Quadrate der Resultanten derselben, also im Allgemeinen 
dem Product derjenigen Potenzen von ¢ proportional, welchen die 
Discriminanten der einzelnen Factoren proportional gefunden wurden. 


igen Der Gesammtexponent von ¢ ist dann der gesuchte Grad der Viel- 
der fachheit, in welcher der Factor auftritt, dessen Verschwinden die 
slbst Singularitit anzeigt. 


Wir wenden uns nun zur Besprechung der oben aufgefiihrten 


Zwei Singularitéten im Einzelnen, wobei indess die Reihenfolge geiandert 
der werden mag. 
wie 


I. Bicuspidalpunkt und Cuspinflexionspunkt nannten wir oben die- 


poder: jenigen Curvensingularitiiten, die durch Vereinigung von zwei Riick- 
Wir kehrpunkten bez. einem Riickkehrpunkt und einem Wendepunkt ent- 
rthe stehen, In jede derselben fillt ein Doppelpunkt herein, dessen Para- 
Glei- meter sich (vgl. § 3.; I., Il.) aus Gleichungen von der Form be- 
und stimmen lassen: 

— +ae=0, 

a wo a eine Constante und « eine je dem betreffenden Factor propor- 
nanah tionale Grosse ist. Fiir die eine Singularitit bedeutet also ¢, bis auf eine 
teal Constante, die Discriminante der Riickkehrpunktsgleichung 9=0, fiir die 
- wee andere die Resultante aus dieser und der Wendepunktsgleichung 
ctl @® = 0); beide sind offenbar einfache Factoren der Discriminante der 


Iden Doppelpunktsgleichung A= 0. Wegen der begleitenden Umstiinde, 
pee mit denen das Verschwinden der Discriminante von @ verkniipft ist, 


= kann man dieselbe den ,,Bicuspidalfactor‘* [C?] der Discriminante der 

voila Doppelpunktsgleichung nennen. Bezeichnet man mit (C?) das Gewicht 
von [C?] in den Coefficienten a;, b; bez. den Gleichungen ge = 0, @ = 0, 

actor, 80 ist: 

a (C2) = R(R—1), 


wo R wie oben den Grad von @g bedeutet. — Analog ist das Ge- 
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wicht (CJ) des ,,Cuspinflexionsfactors‘‘ [CJ] d. h. der Resultante aus 
o und @: 
(CJ) = 
Dualistisch entspricht [CJ] sich selbst; dem Factor [C?] dagegen 
ein Ausdruck [J?], die Discriminante namlich von @, deren Ver- 
schwinden das Auftreten eines Undulationspunktes (,, Bisinjflexions- 


punktes) nach sich zieht. [J]* und [CJ] sind hiernach Factoren der 
Discriminante der Doppeltangentengleichung. 


II. Der Binodalpunkt (Selbstberiihrungspunkt). Von den Be- 
dingungsgleichungen fiir einen solchen: 


ist, wie wir oben gesehen, die letzte eine identische Folge der drei 
ersten. Durch Einfiihrung von 


D=i,—A4 
an Stelle von 4, liasst sich, analog der oben (§ 5.) hergeleiteten Dar- 
stellung von &: 
D,., D., pD* 
EAD) Set eta e+: s+ agp oe = 9, 


die Gleichung « = 0 in die Form bringen: 


~ wea 
Die Gleichung 7 = 0, die wir oben (§ 5.) durch: 
n(AD) — w-§(AD) =0 


ersetzt haben, muss sich, wegen des dualistisch gleichmiissigen Ver- 
haltens der vorliegenden Singularitit mit Hilfe von a = 0 und §=0 
auf eine fiir @ und ge symmetrische Form bringen lassen. Diese 
Forderung wird in der That von der folgenden linearen Combination 
von 9, @ und & erfiillt: 


(4D) — (2D) -u + 5 a(4D)- P— > EAD) Q=—> - S(AD), 
welche, wie angedeutet, durch D® theilbar ist, wobei: 
P= ” DE wm 
wera te ~e"+- ‘' + oRpyr 6 , 


Q= i404 2 50+ 7 60" +. 


+ a 4)a(™). 
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Setzt man diese Werthe ein, so wird: 


: 1 8-O8 niger > iin D 1-3-2 en om 
S(@D)=>° “Bl 4! -(@ Q —@¢e)+ 4-4 ar (@’ @ —oo ) 


+ BLES wou 181 (wr ot ga") 

+ = art (@' oe” — oo") 4+ =*" (w"e'Y—9"at”)} 

+ {aren (@ ee") + are e”— 9" a") 
+3810" oro o)} 


wo allgemein der Coefficient von @™ 0 D*+i-8 jst: 
k-t-(t—k) 1 . 1 , 
k+i+e2 (k++ 2)! (+2)! 
Die drei Gleichungen : 
S(AD)=0, §AD)=0, a(AD) =), 


welche dualistisch sich selbst, bezw. sich -gegenseitig entsprechen, 
driicken durch ihr Zusammenbestehen nun nicht blos die nothwendige, 
sondern auch die hinreichende Bedingung fiir das Auftreten eines 
Selbstberiihrungspunktes aus, nachdem die einzige uneigentliche Lésung, 
die den zu Grunde gelegten Gleichungen geniigt, niimlich die Schnabel- 
spitze (D=0, @ =0, go = 0) — sie wurde unter I. bereits beriick- 
sichtigt —, durch Ausscheidung der Liésungen D = 0 heseitigt 
worden ist. 

Die Resultante aus diesen Gleichungen ist aber, wie an einer 
anderen Stelle ausgefiihrt (vgl. d. vorstehende Note des Verf. iiber die 
Resultante) das vollstindige Quadrat eines rationalen Ausdrucks in den 
Coefficienten a;, b;. Das Gewicht von S ist: R-+ W— 3, das von 
&: R, das von a: W, daher das Gewicht (N?) des_,,Binodalfactors“ 
[N?] (der Wurzel aus jener Resultante), dessen Verschwinden die Be- 
dingung fiir einen Selbstberiihrungspunkt ausdriickt , 


(N?)= > RW(R+W—3). 





Der Ausdruck [N?] tritt jedoch andererseits wieder als Factor der 
Discriminante A der Doppelpunktsgleichung A = 0 doppelt auf. Man 
kann dies geometrisch ‘eicht einsehen; ich will es hier an dem Bei- 
spiel I. des § 4. durch Rechnung zeigen. 

Wir betrachteten dort die Gleichungen fiir eine Curve, die durch 
Deformation aus einer solchen mit Selbstberiihrungspunkt hervorge- 
gangen. Dieselben werden, wenn man der EKinfachheit wegen a, =— a 
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und die ganze Function P(4) vom nullten, Q(4) vom 3. Grad an- 
nimmt: 

z= i? — @, ; 

y = [(4®—a®)? + &] (pa? ids). 

Die Bedingung fiir das Auftreten des Selbstberiibrungspunktes ist 
é=0, und « bis auf einen Zahlenfactor gleich jenem Factor [N%}, 
wie eine Gewichtsabzihlung lehrt. Andererseits fanden wir aber dort 
die Discriminante A der Doppelpunktsgleichung proportional mit ¢. 

Da der Selbstberiihrungspunkt dualistisch sich selbst entspricht, 
so darf man, im Sinne der eingefiihrten Bezeichnungsweise: 

[N?] = [7"] 
setzen, wenn durch [7'*] der Factor fiir das Zusammenfallen von zwei 
Doppeltangenten angedeutet wird. 

Ill. Kin Cuspibinodalpunkt bildet sich, wenn die folgenden Glei- 

chungen neben einander bestehen: 


EAD) =0, (4D) =0, e=0. 
Man kann die beiden ersten noch in der Dimension erniedrigen, 


indem man sie mit der dritten und gegenseitig combinirt. Man er- 
hilt so: 


e=0, 
oo re Se y* 
“D (§] = 2! Q + 3! Q e+ ey eo) = 0, 
e=v 
2 @ , 
ln] — [5] - mo? a [5] = D’. K; 
e=0 e=0 e=0 


wo K die folgende ganze Function ist: 
s i o , 1 ” D , ” ” , 2 wr 
k= i (Be @’'+7¢0 a)+5 (40 @’+ 60° o'+ 3 @ a) 
Dp ’ ow ” ” ww , 3 y 
+<-(e' o"+ 109" a" + 100" o' + 4 giva)+... 
pk+w-2 R+W 
+ RE wee R 


Durch diese Reductionen sind die dem Werth D = Oentsprechenden 
uneigentlichen Lésungen beseitigt,-so dass der Ausdruck, dessen Ver- 
schwinden die Bedingung fiir einen Cuspibinodalpunkt ausdriickt, der 
»Cuspibinodalfactor“ [CN?], durch die Resultante aus den drei Glei- 
chungen*) : 


+1 ) o®) wi), 


*) Ausser dieser verfiigt man noch iiber zwei Gleichungen, die aus (p. 379): 
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e=9, + [1—0, K=0 


<0 
dargestellt wird. Das Gewicht derselben in den Coefficienten a;, }; ist: 
(CN?) = R(R—1) (R+W—2). 


Das Werthepaar 4, 4, ist dabei —- im Gegensatz zu dem Fall des 
Selbstberiihrungspunktes — eindeutig den beiden Zweigen der Singu- 
laritit zugeordnet, indem 4 bestimmt der Gleichung 9 = 0 geniigt, 
also dem Riickkehrpunkt (und somit 4, dem einfach schneidenden Zweig) 
zukommt. Man kann (CN?) in die Form setzen: 

(CN*)=R- R(R+W—1) — RW — 2R(R-1), 
woraus hervorgeht, dass der Cuspibinodalfactor auch angesehen werden 
kann als die Resultante aus A und @ dividirt durch [CJ] und das 
Quadrat von [C*]. 

Hieraus ergiebt sich auch, dass in der oben (§ 4., II.) betrachteten 
penultimaten Form des Cuspibinodalpunktes die sehr kleine Grdésse «, 
deren Verschwinden das Auftreten der Singularitit anzeigte, mit [CN?] 
direct proportional ist. Denn bildet man die Resultante von: 


e = —f (aa) P(d)) 
und 

A= (A?-—€A) ((4A—a+e)? —e*B), 
(wo A und B Functionen von a sind), so ist dieselbe offenbar mit « 
proportional, wahrend im Allgemeinen weder [CJ] noch [C?] den 
Factor ¢ besitzt. Nun ist weiter die Discriminante von A (das Product 
der Discriminanten jener beiden Factoren mal dem Quadrat der Resul- 
tante derselben) mit ¢- «> — ¢* proportional; demnach besitzt die 
Discriminante der Doppelpunktsgleichung A—0O den Factor [C N?| 
vierfach. 

Es mag hier noch darauf hingewiesen werden, dass ein wesent- 

liches Unterscheidungsmerkmal dieser und der Singularitit des Selbst- 


beriihrungspunktes in dem Werthe des Quotienten tT gelegen ist, 


welcher im ersteren Falle eine mit ¢ verschwindendeé Grosse ist. 


durch Einfiihrung von 4,, D, entstehen, wenn 4, die eine der obigen Variabeln, 
. D, => A —_ Ay =—_ D 
ist. 

In der That liefern die bekannten Regeln: 


g(a) ECD) _ 


ce i_— 
On(aay) On(44D;) _ 
OA aD, 


’ 


0, 





386 A. Bart. 


Die dem Cuspibinodalpunkt dualistisch entsprechende Singularitit, 
welcher der Factor {J 7'*] der Doppeltangentengleichung zugehdrt, ist 
eine Wendetangente, die die Curve noch einmal beriihrt. 

IV. Der Trinodalpunkt (dreifache Punkt). Die Bedingung fiir 
einen solchen ist die, dass die beiden Gleichungen®*) : 

§(AD)=0, H(AD)=—0 
zu einem Werth von A zwei verschiedene Werthe der Differenz D 
liefern. Die ,,Ordnung dieser Bedingung“ (hier das Gewicht der Be- 
dingungsgleichung) ist aber fiir zwei Gleichungen von bezw. den Dimen- 
sionen m und m (vgl. Salmon-Fiedler, Algebra, 2. Aufl., § 271. 
p. 371): 
; mn (m—1) (n—1), 


also hier, wo m= R, n= R-+ W— 1 ist: 
+ R(R—1) (R+W—1) (R+W—2). 


Aber die obigen Gleichungen haben die besondere Eigenschaft, dass 
von den beiden Gleichungen: 


ag(AD) _ @H(AD) __ 
—— “a 
die letztere eine Folge der ersteren ist, weil dies mit den Gleichungen: 


0&(114) 


On(aay) __ 
ee aa 


welche den eben angefiihrten ‘quivalent sind (siehe p. 385, Note), 
der Fall ist. Unter den angefiihrten Lésungen sind also noch die- 
jenigen mit inbegriffen, fiir welche die zwei zu einem 4 gehdrigen 
Werthe von D einander gleich sind, fiir welche also die partiellen 
Differentialquotienten von — und H nach D neben & und H selbst 
verschwinden. Dies sind aber eben die Bedingungsgleichungen fiir 
einen Cuspibinodalpunkt (s. Nr. III.). Der Cuspidaifactor muss also 
in jenem Ausdruck mitenthalten sein. Ausserdem enthilt derselbe den 
Trinodalfactor {N*|, dessen Verschwinden das Auftreten eines drei- 
fachen Punktes anzeigt; und zwar dreifach, weil zu jedem der drei 
Zweige eines dreifachen Punktes zwei verschiédene Werthe von D zu- 
gehéren, die den beiden anderen Zweigen entsprechen, wihrend [C N*| 
einfach auftritt, weil nur zu einem Zweige des Cuspibinodalpunktes 
zwei gleiche Werthe von D gehéren (zu den beiden anderen Zweigen, 
sofern man iiberhaupt von solchen reden will, zwar zwei verschiedene 





*) Statt der Gleichung 7(4D)=0 wurde die reducirte H(A D) =0 (§ 5.) 
genommen, um die dem Werthe D = 0 entsprechenden Lisungen auszuschliessen. 
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geschlossen haben). 
Das Gewicht des Trinodalfactors ist also das folgende: 


(NW) = 5 {5 R(R— 1) (R+ W— 1) (R+ W—2) 
— R(R—1)(R+W- 2)} 
= | R(R—1) (R+ W—2) (R+ W—3). 


Weil jedem dreifachen Punkt drei verschiedene Werthe von 4 ent- 
sprechen, von denen wieder einem jeden zwei verschiedene Werthe 
von D entsprechen, so wird der Trinodalfactor sechsmal in der Discri- 
minante von A auftreten, wie dies iibrigens unmittelbar aus der Ge- 
stalt der variirten 6 Parameterwerthe der penultimaten Form (§ 4., III.) 
folgt. 

Dualistisch entspricht dem Trinodalpunkt die ,,Tritangente“, welche 
die Curve in drei verschiedenen Punkten beriihrt, und zu der der 
Factor [7'*] der Discriminante der Doppeltangentengleichung gehirt. 

V. Zusammenstellung. Den im Vorstehenden aufgezihlten Singu- 
larititen einer rational-ganzen Curve entsprechen gewisse in den Coeffi- 
cienten von @ und @ rationale Ausdriicke, deren Verschwinden das 
Auftreten der betreffenden Singularitét nach sich zieht, und welche 
als mehrfache Factoren der Discriminante der Doppelpunktsgleichung 
vorkommen, Nachdem aber diese Vielfachheit und das Gewicht der 
Factoren oben bestimmt worden, entsteht die Frage, ob das Product 
aller auch wirklich gerade gleich der Discriminante der Doppelpunkts* 
gleichung ist (abgesehen von einer Potenz der gewichtlosen Coeffi- 
cienten ad, b)). Dies geschieht durch Vergleichung der Gewichts- 
zahlen. 


Die Letzteren wurden gefunden, wie folgt: 
(A) = R(R+ W—1) {R(R+ W—1) — 1}, das Gewicht der Dop- 
pelpunktsgleichung A = 0; 
(CJ) = RW, das Gewicht des Cuspinflexionsfactors (dem Auftreten 
einer Schnabelspitze entsprechend) ; 


(C?) = R(R—1), Gewicht des Bicuspidalfactors, 
(N?) = + RW(R+ W—3), Gewicht des Binodal- (Selbstberthrungs-) 


factors ; 


(CN*) = R(R—1)(R+ W—2), Gewicht des Cuspibinodalfactors ; 
(N3) = - R(R—1)(R+ W—2)(R+ W—83), Gewicht des Trinodal- 


factors (einem dreifachen Punkt entsprechend). 
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Man priift nun leicht durch Einsetzen dieser Werthe die Richtig- 
keit der Identitit: 


(A) = (CJ) + (C2) + 2(N*) 4 4(CN*) 4-6(N), 
Die Zahlencoefficienten entsprechen genau den oben bestimmten Viel- 
fachheiten jeder betreffenden Factoren, und hiermit ist bewiesen, dass 
die Discriminante in der That in der gegebenen Weise in Factoren zer- 
fallbar ist, d. h. es besteht (bis auf Potenzen von a, und b, und 


Zahlencoefficienten genau) zwischen den Factoren*) und der Discri- 
minante die identische Gleichung: 


A = [CJ] - (C?]- (N?P- [CN*)* - (N8)°. 
Ist T die Discriminante derjenigen Gleichung M(4) = 0, welcher die 
Parameter der Beriihrungspunkte der Doppeltangenten einer rational- 
ganzen Curve geniigen, und beziiglich deren (analog der im § 5. tiber 
A gemachten Voraussetzung) angenommen wurde, dass sie W(R-+-W-- 1) 
von einander verschiedene endliche Wurzeln besitzt, so ergiebt sich 
ohne Weiteres aus der Kormel fiir A die dualistische Identitit: 
T = (CJ) [J*] - (7°? - [J 7}* - (7)°, 

in leicht verstindlicher Bezeichnung, deren geometrische Bedeutung 
aus dem Vorstehenden zu entnehmen ist. Wir beschrinken uns hier 
auf den Nachweis der aufgestellten Identitiiten unter der Voraussetzung, 
dass die Doppelpunkts- und die Doppeltangentengleichung A = 0, 
M= 0 keine gleichen und keine unendlich grossen Wurzeln besitzen 
(d. h. dass, wie spaiter bewiesen wird, R-+ 1 und W- 1 relative 
Primzahlen sind), weil die Aufhebung dieser Beschriinkung, die nur 
durch eine subtilere Unterscheidung der mdéglichen Fille erreichbar 
scheint, fiir die folgenden Untersuchungen nicht ndthig ist. 


§ 7. 
Der Realitétsindex einer hoéheren Singularitat. 


In dem Nichstfolgenden werden die Coefficienten der Gleichungen 
o@=0, @ =O fiir die Riickkehr- und Wendepunkte einer rational- 
ganzen Curve reell angenommen, die Wurzeln derselben also reell oder 
paarweise imaginir. Das Gleiche gilt dann von den Coefficienten und 
Wurzeln der Gleichungen A = 0, M = 0 fiir die Parameter der Dop- 
punkte und Doppeltangenten. Die Discriminanten und Resultanten der 
genannten vier Gleichungen haben nach dem vorigen Paragraphen 
verschiedentlich Factoren mit einander gemeinsam. Dieser Umstand 





*) Die Factoren selbst sind durch dieselben Symbole wie die entsprechenden 
Gewichtszahlen, nur mit eckiger Klammer umschlossen, dargestellt. 
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lisst auf einen Zusammenhang zwischen der Zahl der reellen bezw. 
conjugirt imaginiren Wurzeln der vier Gleichungen schliessen , der im 
Folgenden nachgewiesen werden soll. Wenn einer der genannten 
Factoren verschwindet, so darf man die Parameterwerthe der Singu- 
laritit als bekannt ansehen, da jene Factoren sich durch ein Elimina- 
tionsverfahren wirklich hersteilen lassen, wobei denn, wenn die Re- 
sultante verschwindet, eine Berechnung der gleichwerdenden Wurzeln 
moéglich wird. Wenn der Factor nicht ganz verschwindet, sondern 
nur sehr klein, =, wird, so denke man sich die Parameterwerthe 
der in die Singularitét entfallenden Doppelpunkte u. s. w. nach stei- 
genden Potenzen von é entwickelt; das erste Glied der Reihe ist jene 
vielfache Wurzel; wie man die niichstfolgenden Glieder berechnet, 
wurde oben in den §§ 3. 4. gezeigt. 

Wir werden an die dortige Darstellung der Singularititen, die 
hier in Betracht kommen, ankniipfen, indem wir der Reihe nach die 
verschiedenen Factoren, deren Verschwinden das Zusammenfallen von 
Wurzeln einer oder mehrerer der Gleichungen fiir die vier elementaren 
Singularititen : 

e=0, 7=0, A=0, M=0 

nach sich zieht, der Null nahe annehmen, und den Erfolg des Durch- 
gangs durch Null an den Wurzeln dieser Gleichungen studiren. Was 
die Wurzeln der Gleichungen A = 0, M =O angeht, so ist, wie dies 
an der bezeichneten Stelle geschah, zwischen ,,zusammengehirigen“, 
d. h. demselben Doppelpunkt (derselben Doppeltangente) und nichtzu- 
sammengehérigen Parameterwerthen zu unterscheiden. Hat man ein 
Paar von conjugirt imaginiiren Wurzeln der letzteren Art, so existirt 
hierzu ein entsprechendes Paar, das den anderen Zweigen derselben 
beiden Doppelpunkte zugehért und ebenfalls conjugirt sein muss, Kin 
Zusammenhang zwischen der Anzahl der nicht zusammengehérigen 
Wurzelu der obigen vier Gleichungen kann indess nicht erwartet wer- 
den, weil durch Verschwinden des Cuspibinodalfactors, wie aus dem 
Beispiel II. des § 4. hervorgeht, reelle Wurzeln der Gleichung 
A=0O in conjugirt imaginire nicht zusammengehirige iibergefihrt 
werden kénnen, ohne dass fir die iibrigen Gleichungen eine Veriin- 
derung in der Anzahl der reellen u. s. w. Wurzeln eintritt. Wir 
kénnen uns also auf die Betrachtung der conjugirten zusammenge- 
hérigen Wurzelpaare beschriinken. Die Bezeichnungen sind die schon 
friiher (§ 6.) angewandten. 

Was zuniichst den Factor [C?] angeht, so wurde (§ 3., 1.) gezeigt, 
dass mit dessen Verschwinden ein gleichzeitiger Uebergang von zwei 
reellen Riickkehrpunkten in conjugirt imaginire und von einem reellen 
Paar zusammengehoriger Doppelpunktparameter in conjugirt imaginire 
verbunden ist. Ist R’ die Zahl der reellen Wurzeln von 9 =0, W’ 
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die von @ =0, D’ die der Paare von conjugirt imaginiren zusammen- 
gehérigen Wurzeln von A=0O, 7” die von M=O, so indern sich 
also beim Durchgang von [C*] durch Null die Zahlen W’, 7” nicht, 
dagegen die Zahlen R’, D’, um bez. 2 und 1, wihrend die Summe: 
R+2D 
wieder ungeiindert bleibt. Analog findern sich beim Durchgang von 
[J?] durch Null die Gréssen R’, D’ und: 
W' + 2T" 
nicht. 

Wenn der Cuspinflexionsfactor durch Null geht, so geht zugleich 
mit einem reellen zusammengehérigen Wurzelpaar von A=O ein 
ebensolches von M=O in ein conjugirtes tiber (§ 3., II.), so dass 
die Zahlen W’, R’ und die Differenz: 

D' — T’ 
ungeindert bleibt. Genau das Gleiche gilt von dem Verschwinden 
des Binodalfactors (§ 4., I.). Mit dem Verschwinden von [C.N?] sowie 
mit dem von [N*] ist eine Aenderung der Zahlen R’ W’ D' 7” iiber- 
haupt nicht verbunden. Fasst man diese Ergebnisse zusammen, so 
hat man den Satz, dass die lineare Function: 
J=R— W'+2(D'—-T’), 

wo FR’, W’ bez. die Zahl der recllen Wurzeln der Gleichungen 9 = 0, 
@=0 fiir die Riickkehr- und Wendepunkte einer rational-ganzen 
Curve, D', T’ die Anzahl der conjugirt imagindren Wurzelpaare bez. 
der Doppelpunkts- und Doppeltangentengleichungen A =0, M = 0 
bedeutet, bei keinem der Durchgdnge durch Null, welchen durch Coeffi- 
cientendinderung die Discriminanten der Gleichungen 9 = 0, 37 = 0, 
A =0, M=0 nehmen kinnen, ihren numerischen Werth dndert. 

Was von der Gesammtheit R, W, D, T aller Wurzeln der Glei- 
chungen 9 = 0, @ = (0, etc. und deren Bestandtheilen FR’, W’, D’, 7’ 
ausgesagt wurde, gilt von jeder Gruppe von Wurzeln 1, w, d, ¢ dieser 
vier Gleichungen (und deren analogen Bestandtheilen r’ w’ d’ t’), welche 
sich wahrend gewisser Coefficienteniinderungen innerhalb eines bestimmten 
Bereiches der imaginiren Ebene bewegen und dort, ohne sich aus 
demselben zu entfernen, indem sie zusammenfallen, zwar einzeln die 
Zahlen r’, w’, d’, t’ indern, nicht aber die Summe: 

r —w' + 2(d'—t’). 

Eine solche rational aus den iibrigen sich ausscheidende Gruppe bilden 
nun diejenigen elementaren Singularitiiten, welche aus einer héheren Singu- 
laritiit durch Ueberfiihrung der Curve in eine penultimate Form entstehen *). 


*) Man kann die rational-ganze Curve, welche Triiger einer Singularitiit 
sein soll, immer so annehmen, dass fiir sie R-++1 und W-+1 relative Prim- 
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Wenn man aus den verschiedenen penultimaten Formen mit ge- 
trennten elementaren Singularitiiten, die man, ohne Grad, Classe und 
Geschlecht zu aindern, aus einer rational-ganzen Curve mit héherer 
Singularitét entstehen lassen kann (§§ 3., 4.), irgend zwei Curven 
herausgreift, so kann man sie immer durch successive Coefficienten- 
iinderung derart in einander tiberfiihren, dass wahrend des Uebergangs 
ein gleichzeitiges Verschwinden von zwei oder mehreren Factoren der 
Discriminanten jener vier Gleichungen vermieden wird. Denn eine 
hdhere Singularitiét wie die, welche das Verschwinden jener Discri- 
minanten hervorbringt, ist durch das Zusammenfallen von mindestens 
drei Wurzeln der Gleichungen 9 = 0, @ =O bedingt, bringt also 
mindestens zwei verfiigbare Parameter mit sich, welche man in dem 
angegebenen Sinne verwenden kann. Da nun aber die angegebene 
Zahl sich beim Durchgang durch irgend eine jener einfacheren Singu- 
laritiiten nicht iindert, so bleibt sie fiir alle penultimaten Curven- 
formen die nimliche. Daraus folgt der Satz (dem wir die geometrisch 
anschauliche Fassung geben, welche der Bedeutung der reellen Wurzeln 
von @ = 0 ete., der ,,zusammengehdrigen“‘ Wurzeln von A = 0, etc. 
entspricht): 

Ist vr’, w’, a’, t’ die Anzahl bez. der reellen Kiickkehr- und Wende- 
punkte, isolirten Doppelpunkte und Doppeltangenten, welche bei der 
Auflisung einer Singularitét*) entstehen, so hat fiir jede mégliche 
Art der Auflisung in die dquivalenten elementaren Singularititen die 
Zahl: 

r — w' +2(d'—t’) 
denselben Werth. 

Diese Zahl, die ich den ,,Realititsindex“ der Singularitiéit nenne, 
kann positiv, negativ oder Null sein und ist aus einer speciellen Auf- 
lésungsart zu ermitteln. Ich gedenke an einem anderen Ort zu _be- 
weisen, dass der Realitiitsindex jeder wnicursalen Singularitéit, in die 
im Ganzen r Riickkehr- und w Wendepunkte geriickt sind, unabhingig 
von der Zahl der in dieselbe entfallenden Doppelpunkte und Doppel- 
tangenten ist und den Werth r — w besitet. 


zahlen sind, was nach § 9. die obigen Betrachtungen (welche voraussetzen, dass 
der Grad der Gleichungen A=0, M=0O der hichstmégliche ist, § 5.) auf sie 
anwendbar macht. 


*) Dass dieser Satz von dem Vorkommen der Singularitiit auf einer rational- 
ganzen Curve, an welcher er zuniichst abgeleitet wurde, unabhiingig ist, geht 
aus den Betrachtungen des § 4. (Zusatz 2.) hervor. 
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§ 8. 
Bestimmung der Aequivalenzzahlen einer unicursalen Singularitit. 


Die vorstehende Discussion der Discriminante der Doppelpunkts- 
und Doppeltangentengleichung kniipft an die Voraussetzung an, dass 
die Gleichungen 9 = 0, @ = 0 (von bezw. dem Grade R und W), 
von denen die Parameter der Riickkehr- und Wendepunkte abhiingen, 
so beschaffen sind, dass in jenen Gleichungen keine gleichen oder 
unendlich grossen Wurzeln auftreten. Liisst man diese Voraussetzung 
fallen, so treten héhere Singularititen auf, die oben (§ 3.) beziiglich 
der auf einem einzelnen Zweig auftretenden r Riickkehr- und w Wende- 
punkte untersucht worden sind. Indem wir, unter Aufhebung der 
dort gemachten Voraussetzung, dass @ blos einer Potenz von 4 pro- 
portional sei, der Parameterdarstellung der rational- ganzen Curve, des 
Tragers der betrachteten Singularitiét, beliebige ganze Functionen 0 
und @ zu Grunde legen, wenden wir uns in dem folgenden Abschnitt 
der Frage zu, wie viele gleiche Wurzeln der Doppelpunkts- und Doppel- 
tangentengleichung durch die Annahmen iiber 9g und @ bedingt sind, 
und vervollstiindigen so die Reihe der Aequivalenzzahlen der betrachteten 
Singularitét durch Aufstellung der Anzahl d der Doppelpunkte und 
der Zahl ¢ der Doppeltangenten, welche in die Singularitaét entfallen. 
Es wird sich zeigen, dass d und ¢ nicht Functionen blos von r und 
w sind, sondern dass noch die Kenntniss der Exponenten gewisser in 
den Ausdriicken 9 und @ vorkommenden Potenzen von 4 ndthig ist, 
welche in die ,,kritischen Exponenten“ von Smith (die ,, charakte- 
ristischen Zahlen“ von Halphen) itibergehen, wenn sich @ auf eine 
Potenz von 4 reducirt, die aber eine weitergehende Bedeutung fiir 
sich beanspruchen diirfen, weil sie gegeniiber der Wendepunkts- und 
der Riickkehrpunktsgleichung d. h. gegeniiber Punkt- und Linien- 
coordinaten das gleiche Verhalten zeigen. Unsere Darstellung ermég- 
licht zugleich eine geometrische Deutung der genannten Exponenten. 

In dieser Betrachtung ist implicite eine Methode enthalten zur 
Bestimmung der Aequivalenzzahlen fiir unicursale Singularitiiten einer 
durch Parameterdarstellung der Coordinaten gegebenen rationalen Curve, 
ohne dass man zuvor die Reihenentwicklung herzustellen néthig hat. 
Niiheres iiber dieses Verfahren ist in § 9. enthalten, wo zugleich eine 
Anwendung auf die Untersuchung der im Uneundlichen gelegenen 
Singularitait einer rational-ganzen Curve gemacht wird. Es ergiebt 
sich hieraus die Graderniedrigung, welche die Gleichungen fiir die 
Parameter der Doppelpunkte und Doppeltangenten (§ 5.) erfahren, 
wenn R-+ 1 und W + 1 einen gemeinsamen Theiler haben. 

Endlich bestimmt man im Folgenden (§ 10.) noch die Zahl der 
durch Vereinigung mehrerer Zweige zu einer héheren Singularitiit zu- 








sam 


ein: 
auf 
Cur 
Sin; 


fall 


wo: 


gan 


hak 
wel 
rat: 


sic] 


vel 
spl 
gel 
wit 
als 
ent 








ASS 
), 
en, 
ler 


ng 
ich 
de- 
der 
Tro- 
des 
1 Q 
ritt 
pel- 
nd, 
ten 
ind 
en, 
and 
in 
ist, 
cte- 
ine 
fiir 
und 
ien- 
Og- 
ten. 
zur 
iner 
rve, 
hat. 
ine 
nen 
iebt 
die 


ren, 


der 
zu- 








Ueber Singularitiiten ebener Curven. 393 


sammenriickenden Doppelpunkte und Doppeltangenten, wobei wiederum 
» kritische Exponenten“ auftreten, von denen das oben fiir einen 
einzelnen Zweig Gesagte zu wiederholen wire. Man kann sich hierbei 
auf das Vorkommen im Endlichen beschriinken, da eine rational -ganze 
Curve, wie sich ergeben wird, im Unendlichen nur eine wnicursale 
Singularitat besitzt. 

Wenn in 40 w Wende- und yr Riickkehrpunkte zusammen- 
fallen, so haben die Gleichungen fiir diese Singularitit die Form: 


@=Ad + Ad +--s, 
@=Baw+Bam+--., 
wo: 
P< <0 *, 
WW, <W,:*> 


ganze positive Zahlen sind, von der Beschaffenheit, dass die Zahlen 
r+i1,7,+1,---,;w+1, w,+1 --- nicht alle denselben Divisor 
haben, und die A;, B; alle als von Null verschieden angenommen 
werden, Dann sind die Ausdriicke fiir die Coordinaten der zugehérigen 
rational -ganzen Curve: 





=a Ay r Tr, r, 
br veer honare a =m DF Adit 


ee Aurti... -) (Ayr + Ayan t+) da 
ook ane A, B, ve tvat? 
2 (w, + 1) (r, +, + 2) 
Die Anzahl d der in 4 = 0 entfallenden Doppelpunkte bestimmt 
sich aus den Wurzeln Null der Resultante von: 


- A 
c= oe _ = 7 +1 (Aye AyetA + +++ 4+ Ar) = 0, 


— y(dy) —y(A) 
dase snes? 


=D Seas ttaceg ter barrtnateocbanintng 


vermége deren iibrigens jedem Werthe 4 = 0 ein Werth 4, = 0 ent- 
spricht, wenn nicht x und y ausser 4 noch andere lineare Factoren 
gemeinsam haben, was der Voraussetzung einer unicursalen Singularitiit 
widersprechen wiirde. Sind die Exponenten r +1 und r+ w- 2, 
also die Zahlen y + 1 und w+ 1, welche den niedrigsten Potenzen 
entsprechen, relativ prim, so enthilt die Resultante den Factor 4 in 
26 
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der Potenz r(r-+-w-+1), deren Hiilfte dann gleich d+ r ist (§ 1.). 
Haben aber (w+1) und (r+1) die Zahl M zum grissten gemein- 
samen Theiler, so erhilt die Resultante von & und y eine hdhere = 
Potenz von 4 zum Factor. Denn die Glieder niedrigster Dimension in 
4, und 4 dieser beiden Ausdriicke haben dann M — 1 Factoren von 
der Form 4, — «4, wo @ eine M“ Kinheitswurzel ist, gemeinsam. Ist 
M Theiler nicht nur von r + 1 und w+ 1, sondern auch von 7, + 1, 


% +1, +++, tmatl; w,+1, w+ 1, --+, w1+1, wihrend = 
erst 7, + 1 und w, + 1 ihn nicht besitzen und, wie wir vorerst an- as 
nehmen wollen, gegen M relativ prim sind, so ist das Glied niedrigster 
Dimension in §, welches fiir 4, = «A nicht -verschwindet: 
r, oy (a,” m +.- -+ Arm). wo 
Das entsprechende Glied von y ist, wenn: 
. A, Bo Tyte+l Tytotl 
) ta— 6 <M — 8: BEE rote At Teen); 
oder, wenn: bes 
A,B, 
Il) tm—r>w,—w: (Ayre tt foe Arte) | 


(wo,,+1) (r+ 00, +2) 


wihrend im Falle r,, — r = w, — w das entsprechende Glied aus der f 
Summe der unter I) und II) angefiihrten besteht. mit 

Es handelt sich nur darum, in der Resultante, die sich, ab- 
gesehen von einem constanten Factor, als das Product aller Differenzen 
der in Function von 4 ausdriickbaren Wurzelu 4, der Gleichungen 
——0, 7 =O darstellen lisst, diese Wurzeln durch Reihenentwick- 


lungen nach ganzen Potenzen von 4 auszudriicken. Von diesen werden Il) 
r, bezw. r+ w-+ 1 kein constantes Glied besitzen, sondern gleich 
mit der ersten Potenz von 4 beginnen. Wenn aber M — 1 Einheits- 1) 


wurzeln in den Gliedern niedrigster Dimension von &— und y, also die 
ersten Glieder von J/ — 1 Entwicklungen iibereinstimmen, so beginnt 


die Differenz der Entwicklungen statt mit der ersten mit einer hdheren Il) 

Potenz von 4, die man in folgender Weise ermittelt. 
Setzt man in § = 0: wo 

A, =ad+ past 9 

so hat man zur Bestimmung von z und £ die Gleichung: - 
7 =, { (a+ Ba*)r+ (a+ BA*)r— +--+ (@+BA%) +1} Vp =O. ges 
das 
Setzt man zur Abkiirzung: zwe 


[rp] = ap + opt +---+a+l 


und: spr 
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a. 
[rp] = we 2! ? 





so erhilt man: 


D br leet 6 SAF nd ee te 


Fiir sehr kleine Werthe von 4 reducirt sich diese Gleichung auf 
die Glieder niedrigster Ordnung, und man erhilt mit Riicksicht darauf, 
dass: 





[7] = [7] = Pe) = + + - = [tna] = 9, 


A, 2 A, , 
T_+ 1 [*'m] arm + Ba bain r+ [7] _— 0, 








woraus sich: 


I= 1n—T, 
A,, [r) dia Bo A, [r,] 
'*-2 wie” ate 


bestimmt, wegen: 
d (<<) r+1 
[r} a da a—l1 ar a(a—1) ; 
Die Entwicklung von A, aus der Gleichung = 0 (wir wollen sie 
mit 4, bezeichnen) beginnt daher wie folgt: 








A 
4, = ah {! —_> ! Vy) («—1) Am +. : if 


Vx i 


Ebenso erhilt man aus der Gleichung 4 —0 den Fillen I) und 
Il) entsprechend: 


1) Ay = ad {1 _— = ey (a — 1) Arm +: at, 





B, (r+u,+1) w41 eaedl 
II) 20 me ed 1 — BS ee aap 1) ae +-- 4, 


wo noch wegen der Voraussetzung tiber a: 
[?m+ w+ 1} = [7m] qwrt + [w] = [7m], 
[r+ y+ 1) = [wy] 


gesetzt werden darf. 1m Falle III), wo r,,— r= w, — w ist, besteht 
das zweite Glied aus der Summe der den Fallen I), If) entsprechenden 
zweiten Glieder. 

Die Entwicklung der Differenz 4,°) —A,© beginnt also, ent- 
sprechend den drei Fallen I), II), III) mit folgenden Gliedern: 
26* 





und: 
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f A, [t,l +1 

I) 4,o—1,O—— —aT" ae v5 a (a —1) Arm... 
B,, [w,] +1 

H) 3,0—1,0— — Poti efit Deo +, 


An 1 B 1 [tn] 
™ 0-107 at carlusers 
»(w+1) @(@—1) arm 4... 


Solcher Wurzeln «, wie sie in diese Gleichungen eingehen, giebt 
es M-* 1; dadurch erhdht sich aber die Potenz von 4, welche als 
Factor der Resultante auftritt, und also die doppelte Summe der dem 
Werth 4 = 0 entsprechenden d Doppel- und r Riickkehrpunkte auf: 


I) 
III) 
Il) wo r,n—r>w,—w : 2d+2r—r(r+w+1)+(U—1) (w,— w). 


Die den Fallen 1), Il) entsprechenden Formeln (1) fiir die Diffe- 
renzen verlieren, da die Coefficienten A,,, B, nach der gemachten 
Annahme von Null verschieden sind, ihre Giltigkeit nur fiir solche 
Wurzeln a, fiir welche [r,,] =O ist, d. h. welche zugleich r,,'° Wurzeln 
der Einheit sind. Heben wir namlich die oben gemachte Voraussetzung 
beziiglich der Zahlen r,,-+- 1 und M auf, und nehmen an, dass die- 
selben einen gemeinsamen Theiler N haben, welcher dann noch einigen 
auf r,, bez. w, folgenden Exponenten *n4:-+ 1, Wy4i1+1,--+, bis m1 + 1 
bez. w,1+ 1, nicht aber r,-+ 1 und w,-+ 1 zukommen mige, so 
wiederholen sich die obigen Schliisse, indem nur M mit N und die 
Indices m,u mit m,v zu vertauschen sind. Haben dann weiter r, + 1 
und N noch einen Factor P gemeinsam, der den folgenden Exponenten 
bis rp1 +1, bez. wa.-+ 1 zukommt, u. s. w., so kann man die 
Bestimmungsgleichungen fiir d+ r, die den Fallen I), II) und Ill) 
entsprechen, in einer Formel von folgender Gestalt vereinigen: 


2d + 2r=—r(r+w+1)+2, 
o—(a—m){i" + —p) {oo 
m v 


w 














| wo Tm — 1 Sw, —w : 2d+2r—r(r+w+1)+(M—1)(ta—1); 


r 


w w 


+ (PQ 4r r,t FOO 


und wo als Factor von (M—N), bezw. (N— P), - - -, je die kleinere von 
den beiden Differenzen r,, — 7+, w, — w bez. 7, — 1, Wy — W, U. 8. W. 
zu wihlen ist. 

Die Zahlen M, N, P,---, schliessen mit 1 ab. Hitten naimlich 
alle Zahlen w, + 1 und r; + 1, den letzten in @ bez. @ auftretenden 
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Exponenten (vermehrt um Kins) eingerechnet, einen gemeinsamen 
Theiler 7 > 1, so kénnte man x und y in A? rational ausdriicken, 
und zwischen Curvenpunkt und Parameter finde kein eindeutiges Ent- 
sprechen statt, was (§ 1.) vorausgesetzt wird. Die in obiger Formel 
untereinander geschriebenen Zahlen, z. B. r,,— r und w, — w, kénnen 
einander gleich werden. Wenn dann noch der oben in (1) III) angegebene 
Coefficient von A’m—"+! Null ist, so tritt in dieser Formel eine héhere 
Potenz an Stelle des ersten Gliedes, welche aufzusuchen und deren 
Exponent, um 1 vermindert, alsdann in @ an die Stelle der Zahlen 
rm — 7, W, — w zu setzen ist. Ein solches Glied muss immer existiren, 
weil die Entwicklungen, die sich aus § = 0 und » = 0 ergeben, nicht 
vollig tibereinstimmen kénnen, wenn nicht beide Gleichungen einen 
gemeinsamen Factor besitzen sollen, der fiir unendlich viele Werth- 
systeme A, 4, verschwinden wiirde, was wieder darauf schliessen liesse, 
dass die Ausdriicke fiir « und y nicht in der einfachsten Form sind. — 
Die folgenden Glieder obiger Formel bleiben ungeindert, wenn fiir 
sie nicht der gleiche Fall eintritt. 

Der Formel (2) entsprechend lisst sich eine andere aufstellen fiir 
die Anzahl der Doppeltangenten und Wendepunkte, die in die singu- 
lire Tangente 4 = 0 unseres Punktes hereinriicken. Aus dem Princip 
der Dualitit, das schon Ofter angewendet wurde, ergiebt sich fiir sie 
unmittelbar der Ausdruck: 


2+ 2w = w(w+r+1)+ 4, 
wo # genau denselben Ausdruck wie oben darstellt, und eventuell die 
gleiche Modification zu erfahren hat, wie der obige. 
Fiir die betrachtete rational- ganze Curve erhilt man also, wenn 
mit d die Anzahl der in 4 = O entfallenden Doppelpunkte, mit ¢ die 
der Doppeltangenten bezeichnet wird: 


d= = r(r-+w—1)+ =, 


a 
t= Fw(r+w—1)+ +, 


wo # die oben angegebene Bedeutung hat. 
Bildet man die Differenz, so kommt die Relation : 


d—t= F(r—w) (r+w—1), 


welche Herr H, J. 8. Smith aus der Reihenentwicklung von y nach 
gebrochenen Potenzen von x entwickelt hat. Dies entspricht den An- 
nahmen A, = A, =---=0O und r, = 7, =---=0, in Folge deren 
in dem mehrdeutigen Ausdrucke # je die oberen Glieder wegfallen. 
Die Bezeichnung ,,kritische Exponenten‘‘, welche Herr Smith den 
Zahlen wz, w,,---, beilegt, verdienen in der obigen Darstellung je 
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die kleineren der Zahlen 7,,, Wu; Tn, Wy; ete. Fiir diese Zahlen, oder 
vielmehr fiir die Differenzen r,,—r (bez. w,—w), ta—r (bez. 
w, — w) finde ich folgende geometrische Deutung. 

Fasst man die Gleichungen §(44,) 0, 9(44,) =O selbst als 
Curvengleichungen mit den Coordinaten 4,4, auf, so besitzen beide 
Curven in 4 = A, = O einen vielfachen Punkt je mit getrennten 
Tangenten, die jedoch fiir beide theilweise oder alle dieselben sein 
kénnen. Ist M (der gemeinsame Theiler von r+ 1, --- w+1,---) eine 
ungerade Zahl, so haben M — 1 Zweige je dieselbe Tangente. Liings 
dieser findet eine Beriihrung der Curven statt, vermége deren eine 
gewisse Anzahl von Schnittpunkten auf sie entfallen, welche Doppel- 
punkten entsprechen, die in die Singularitét der urspriinglichen Curve 
hereingeriickt sind. Die Zahl der Letzteren ist indess nur halb so 
gross als die jener Schnittpunkte, weil jeder Tangente sich eine andere 


zuordnet, die dem reciproken Werth des Verhiltnisses “ entspricht. 


Es entfallen so auf M — N Zweige je rn — r (bez. wn — w) Schnitt- 
punkte, welche: 
ii 
ier) ee 
Doppelpunkten entsprechen, fiir die das Verhiltniss der Parameter 
eine M'e Wurzel der Kinheit ist, aber nicht zugleich eine N', auf 
N — P 4weige fallen ferner je r, — r (bez. w, — w), denen: 
1 t.— 
4 (WP) seal 
Doppelpunkte entsprechen u. s. w. Reell ist von diesen Doppel- 
punkten keiner, weil, abgesehen von 1 selbst, eine M'e Wurzel der 
Kinheit, wenn M ungerade, einen complexen Werth hat. 
Anders verhilt es sich, wenn M gerade ist. Alsdann tritt zu 
den EKinheiiswurzeln der erwihnten Art noch die in gewisser Hin- 
sicht ausgezeichnete « = — 1 hinzu, die sich selbst reciprok ist 
und also keiner anderen paarweise sich zuordnet. Ist dann in der 
Reihenfolge der Zahlen M, N,---, Q, R,S, +--+ etwa R die erste 
ungerade Zahl, so ist r, (bez. w,) eine gerade Zahl, (weil r, + 1 un- 
gerade) und es riicken in den Punkt 4, —4=—0 auf imagindren 
Zweigen M—N, N—P,---, Q—R—1, R—S, --+ Punkte 
herein, welchen im Ganzen halbsoviel, also: 


1 1 — r 
yo] 


imaginire Doppelpunkte entsprechen; die iibrigen 
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t.-? 


rut) +f, 


Schnittpunkte theilen sich in solche, welche durch den Schnitt ver- 
schiedener Zweige entstehen, es sind: 


r(r-+w—1) — (M—1); 
M—1 weitere liegen je auf einem der M—1 sich beriihrenden 


Wy — wW 


Zweige, von denen einer der reelle ist, Auf diesen fallen alle iibrigen, 


also im Ganzen (r, — r + 1) (bez. w, — w+ 1) Schnittpunkte. 
Die ihm entsprechenden Doppelpunkte kénnen nur entweder reell 
oder isolirt sein, je nachdem A, A, reelle oder rein imaginiire 
Gréssen sind, 


§ 9. 
Bestimmung der Aequivalenzzahlen aus der Parameterdarstellung. 


Nachdem im Vorstehenden gezeigt worden, dass sich fiir jede 
unicursale Singularitiit einer rational-ganzen Curve auch ohne vor- 
giingige Aufstellung der Reihenentwicklung von y nach Potenzen von 
x gewisse kritische Exponenten finden lassen, von denen die Zahlen 
d und ¢ der in die Singularitét entfallenen Doppelpunkte und 
Doppeltangenten abhiingen, wirft sich nun die Frage auf, ob diese 
Exponenten mit denen iibereinstimmen, welche man aus der Reihen- 
entwicklung von y nach Potenzen von « erhalten wiirde. 

Ich will allgemeiner die kritischen Exponenten derjenigen Reihen- 
entwicklung bestimmen, welche man erhilt, wenn man aus der Dar- 
stellung beider Coordinaten durch eine nach ganzen Potenzen eines 
Parameters 4 aufsteigende Reihe: 


(1) ee ae 

yt bAw +--+ dg +... 
die Grésse 4 eliminirt. Seien in diesen Gleichungen die Zahlen p,,, 
q in der Reihe der p, p,, +--+, bez. g, q,,--* (¢>p) die ersten, 
welche den gréssten gemeinsamen Theiler M, den p und q haben, 


nicht mehr besitzen. Setzt man dann die Reihe fiir x gleich x”, und 
zieht die p'® Wurzel, so wird in der Entwicklung: 
1 


x= A(1+a,4-? + he aa Cy APP)? 
== A(14-Starme fo. “egw? eo -) 


der niedrigste Exponent, welcher den Factor M nicht mehr besitzt, 
Pm—p sein. Kehrt man nun diese Entwicklung um und stellt 4 durch 
eine Reihe nach Potenzen von x dar, so wird in: 
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Ame (1 Apap Aye fof Ag Hin fo) 
der niedrigste Exponent P,,, welcher durch MW nicht theilbar ist, 
wieder gleich p,,—p, und der Coefficient dieses Gliedes: 

A den ak 

P 

sein miissen. Denn setzt man die Reihe fiir x in die Entwicklung 
fiir 4 ein, so erhailt man eine identische Gleichung, in welcher die 
Glieder niedrigster Ordnung, deren Exponent durch M nicht theil- 
bar ist, 


A, arm qm? — 0 
sich gegenseitig aufheben miissen. Setzt man die gefundene Ent- 


wicklung fiir 4 in die Gleichung fiir y ein, so erhilt man eine Dar- 
stellung von y nach Potenzen von x, namlich: 


a x= HP; 
y = wi (1fg Ayer --.—g “2 x? +...) 
(2) $ + b,xe(1+q,A,x%-+--- ) 
Hy 0 (Ls qu Aye - + - ) 





wo dann also, jenachdem g, < pm — p+ q, die erste oder die zweite 
dieser Zahlen der niedrigste durch M nicht theilbare Exponent der 
Entwicklung von y und also kritischer Exponent der Reihenentwicklung 
von y nach gebrochenen Potenzen von x ist. Nur wenn: 
"em —~F 
und zugleich der Coefficient von q,: 
b,, a, 
@) 1 ->)=* 
ist, héren jene Zahlen auf kritische Exponenten zu sein. 
Die Gleichungen (2) stellen, wenn man (§ 2.) die Entwicklung fiir 
y an einem endlichen Glied abbricht, eine rational-ganze Curve dar, 
auf welche die Betrachtungen und Formeln des § 8. Anwendung finden. 
Man erhilt so fiir die Anzahl r, w, d, ¢ der elementaren Singularititen 


der Curve (2) (und also auch der Curve (1)), die in die héhere Singu- 
laritat x — 0 bez. 4 = 0 entfallen, die Werthe: 


r=p—1; w=q—p—l, 
1 e 
(4) d = = (9—1) ¢—5) + =} 


1 \ a 
t= > (a—p—1) @—3) + >: 
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Hier ist: 


Pm—P Pr—P 

o—(M—w) {i +(w—P){* +.:-- 
P,—P 
+ (8-0 {eis 


(wo je die kleinere der untereinanderstehenden Differenzen zu nehmen 
ist), M bedeutet den gemeinsamen Theiler der Zahlen: p, p,--+, q, ,°°*} 
ferner Pn, Yu die ersten Zahlen dieser Reihen, die diesen Theiler nicht, 


_dagegen mit M den gréssten Theiler N gemeinsam haben, u. s. w. 


Der Ausdruck @ erfahrt nur dann eine Modification, wenn irgend zwei 
der untereinanderstehenden Differenzen gleich sind und dazu noch die 
entsprechende, der obigen (3) analoge, Coefficientenrelation erfillt ist, 
wo man dann statt der betreffenden Differenzen den niachsthéheren 
Exponenten der Entwicklung zu setzen hat, dessen Coefficient von 
Null verschieden ist. 

Die Forme] fiir # geht fiir rational- ganze Curven in die friher fiir 
diese entwickelte iiber. In der That ist zB. p,, — p in der Bezeich- 
nung des § 8. gleich 7, — v7, und g, —q gleich der kleineren der 
Zahlen r,, — r und w, — W, u. 8. W. 

Dieselben kritischen Exponenten, welche die Reihenentwicklung 
liefern wiirde, kénnen hiernach direct aus den Entwicklungen (1) der 
beiden Coordinaten einer Curve nach Potenzen eines Parameters 4 in 
der Nahe des Punktes 4 = 0 entnommen werden. Sind « und y durch 
Quotienten von Potenzentwicklungen dargestellt, so bringe man diese 
durch Ausfiihrung der Division auf die angegebene Form. Ich will 
hier nicht darauf eingehen zu zeigen, dass man auch diese Division 
umgehen kann, sondern wende mich zu einer Anwendung des vor- 
stehenden Verfahrens auf die Untersuchung rational-ganzer Curven 
in ihrem wnendlich weiten Punkt. Hat man eine solche Curve durch 
Gleichungen von der Form gegeben: 


eit AAt.-s, 
y= Alt Bawt..., 
Wo 


Q@>P ud P>P,>-:-+5 @O>Q>--: 
vorausgesetzt wird, und macht man diese Gleichungen homogen durch 


Kinfiihrung von S an Stelle von bez. « »¥, 4, so erhalt man, 


y 
’ Zz ’ 
wenn man noch 4 = J setzt: 


uP 


1 APA. 
ue 
1+ Bype% +... 





—— ’ 


& {ee & |e 
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In der Nihe des Parameterwerthes » =—0, der dem unendlich 
fernen Punkt der zu untersuchenden Curve entspricht, kann man diese 
Gleichungen durch folgende ersetzen: 

2 wh Awrh—..), 
z 


Ps = wu? (1— B,we-& ype @ ‘); 


auf welche sogleich die vorstehenden Formeln Anwendung finden. Man 
erhalt so die Aequivalenzzahlen d,,, tn, Wx, 72, welche der im Unend- 
lichen gelegenen unicursalen Singularitiit entsprechen. Besitzen die 
Zahlen P, Q, und also (in den Bezeichnungen der §§ 1. und 5.) R+ 1 
und W-+ 1 einen gemeinsamen Theiler, so wird der fiir die Glei- 
chungen A =0, M=0 in § 5. aufgestellte Grad eine Erniedrigung 
auf Kosten der ins Unendliche geriickten Lésungen erfahren. Die 
Grésse derselben wird durch die Zahl ©, die zu der im Unendlichen 
gelegenen Singularitiit gehért , angezeigt. Man findet fiir r., wo, dx, te 
genau die Ausdriicke (4), nach Vertauschung nur der p,q;% mit P; Q,0. 
Die Theiler M, N,---,S verhalten sich gegeniiber den Zahlen P, Q,:- 
ebenso, wie die dortigen M, N,---,S gegeniiber den p, q,---. 


§ 10. 


Die Aequivalenzzahlen einer zusammengesetzten Singularitat. 


In § 4. wurde gezeigt, dass man immer die Gleichung einer 
rational-ganzen Curve mit einer aus mehreren Zweigen bestehenden 
Singularitaét angeben kann, deren Reihenentwicklungen in beliebig 
vielen Gliedern mit denen einer vorliegenden iibereinstimmen. Man 
kann so die Bestimmung der Aequivalenzzahlen einer zusammengesetzten 
Singularitiit an derjenigen rational-ganzen Curve vornehmen, die durch 
die Gleichungen (2) des § 4. dargestellt ist. Der Beitrag, der den 
Zablen r und w aus einer solchen erwichst, besteht aus der Summe 
dieser Zablen fiir die einzelnen Zweige, wie man erkennt, wenn man 
fir jene Gleichungen die Ausdriicke 9 und @ bildet. Anders ist & 
mit den Zahlen d und ¢, zu welchen ausser den entsprechenden fiir 
die einzelnen Zweige noch die Werthepaare 4 =a, 4, =); 4=a, 
4, =c; ete., welche ebenfalls die Gleichungen §(44,) = 0, (44,) =0 
befriedigen, beitragen. Um die Zahl der Letzteren zu finden, sind die 
diese Zweige darstellenden Curven paarweise auf ihre Schnittpunkte 
zu untersuchen, weil vermége der a. a. O. vorgenommenen Coefficienten- 
bestimmung die Ausdriicke (4), y(4) sich in der Nihe z. B. von 
A=a auf die dem zugehérigen Zweig entsprechende Entwicklung 
reduciren. Es geniigt, die Schnittpunkte irgend zweier, etwa der den 
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lich 


jese 





Parameterwerthen 4 =a, 4, = 6 zugehérigen Zweige zu suchen, wo 
man noch 4—a dureh 2, 4, — b durch 4, ersetzen kann. Den be- 
trachteten Zweigen kénnen wir also je die Parameterdarstellung einer 
allgemeinen rational-ganzen Curve zu Grunde legen, und setzen fiir 
den ersten Zweig: 


O= A ARN oo, 
@ = BAv+ Byam +---s, 


Man 
ak (wo + und w auch Null sein kénnen). Dann werden die Coordi- 
die naten (§ 8.): 


+1 w= >) A, i’; * 


ilei- 

ung ~~ %S 4 Patty Y 9 %y-he 
ne 9 SD ete ABs — DD te Coed’, 
chen wo zur Abkiirzung: 

+ tp +1 =x; Ap(%+1)=— 4), 

) W+l=; B,(w,+1) = B,, 


iad 
A,B 
ee = 





gesetzt wurde. Die Gleichungen fiir den anderen Zweig seien analog, 
mit einem oberen Strich an den Buchstaben, gebildet, wobei noch 
4 mit 4, zu vertauschen ist. Man hat dann die Werthepaare 4, 4, 


inal zu bestimmen, welche den Gleichungen: 


nden ae er cae 1 gkptta a hye 9 Bp tt’ 
ebig y y =0= > Dd % O,.a" . fg Crg ay? **), 
Man “a—x=—0=— > (A, a"? — A,’ 4,""), 

tzten 


geniigen. Die Zahl derselben ist im Allgemeinen gleich der kleineren 


“a der beiden Zahlen: 
, parte Fe PE 
an. x (x0) = (r' +1) (r--w+2), 
ne “(x +u') = (r+1) (r +w'+2), 
‘ fir wie man erkennt, wenn man obige Summen durch ihre ersten Glieder 
- ersetzt und 4, eliminirt. Aber in besonderen Fallen kann diese Zahl 
ae: 0 grésser werden. Setzt man: 
1 die A, = Ay; 
nkte was immer durch Multiplication von 4, mit einer Constanten ermdg- 
nten- licht werden kann, und sucht das grésste gemeinsame Vielfache R 
von von x und ¢, so dass: 
clung R=9x=—@Qx, 


r den wo g und 9’ ganze Zahlen, so kann man in die obigen Gleichungen: 
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A. Brarrt. 


1 = Ee; A, = E.° ; 
einfiihren, wodurch sie die Form erhalten: 


La (2p Opq BP *0'% — sey’ Opg ,° P *#' 9) = 0, 
D> (Apkt*? — A,'6,°"*) = 0- 


Die Glieder niederster Dimension der ietzten Gleichung enthalten 
sowohl & wie &,, die der ersten ebenfalls, wenn: 
or=—oe 
ist. Alsdann wird die nach Elimination von &, aus beiden Gleichungen 
vor die Resultante tretende Potenz von & gleich dem Product jener 
Dimensionen , also gleich: 
99 x(x ++) 


sein. Die Anzahl d der gesuchten Schnittpunkte ist dann der go" 
Theil hiervon, weil jedem Werthepaare 4,4, @, o Werthepaare &, & 
entsprechen. Wenn aber neben der Gleichung A, = A, noch die: 
B, = By 

besteht, wodurch: 

x Coo = x Coo 
wird, so erhdht sich jene Potenz von &, sofern nur ox und gx einen 
gemeinsamen Theiler haben. Wir nehmen weiter an, dass fiir 


p=1,2,---,s—1, 
I pa 8 
die Gleichungen bestehen: 


OX =O Xp; Clg = Oy; 

A, = A,; B, = B,, 
woraus noch: 

%Cypqg = x’ Cog 

folgt. Dann kann man in jenen Gleichungen aus den Klammern noch 
die Coefficienten x,C,, bez. A, vorziehen, wodurch dieselben die Form 
der in § 8. betrachteten gewinnen. Nimmt man nun noch an, dass 
gx und ge einen gemeinsamen Theiler haben, so kommt die Aufgabe, 
die Potenz von &€ zu finden, welche Factor der Resultante dieser 
Gleichungen ist, auf die Bestimmung eines ebensolchen Ausdrucks 
% hinaus, wie er a. a. O. aufgestellt wurde. Nur der Umstand, 
dass mit § — &, hier nicht dividirt worden ist, bringt eine Modi- 
fication mit sich, Von den Zahlen M, N, P, ---, welche der 
Reihe nach grésste gemeinsame Theiler der Zahlen ox, ov sind, und 
die darum alle durch gg’ theilbar sind, ist nimlich die letzte, etwa 
S =o’, in dem zu bildenden Ausdruck nicht um 1 zu vermindern, so 
dass also # die Form gewinnt: 
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Mu i pa 4 (N—P) (",— "re 
ie ae (w,,— w)e@ (w,—w)e + 
(r, —r)e 

(r, —r)@ 

+8 (w, —w)@’ 

(wy —w) 9’ 


wo tiberall x, — x, u. s. w. durch r,—vr u. s. w. ersetzt ist. Man 
hat so als Gesammtzahl d der Schnittpunkte, welche beide Zweige mit 
einander gemeinsam haben: 


d= (r+1) (+0 +2) +—- 


Hieraus folgt sogleich fiir die Anzahl der. den beiden Zweigen 
gemeinsamen Tangenten: 


t= (w+) +w 42) + —%., 


woraus sich wieder ergiebt, dass die Differenz d — ¢ von @ unab- 
hingig wird. 


§ 11. 
Verhalten der adjungirten Curven in einem singuliren Punkt. 


Fir die eindeutige Transformation einer algebraischen Curve von 
Wichtigkeit sind bekanntlich die ,,adjungirten“ Curven, die zu ihr in 
der Beziehung stehen, dass sie, wenn die gegebene Curve nur elemen- 
tare Singularitiaten besitzt, durch alle (d) Doppel- und (r) Riickkehr- 
punkte derselben einfach hindurchgehen. Sie bilden eine Schaar mit: 


q= 7 eUt3)—d—r 


willkiirlichen Constanten (wenn u die Ordnung der adjungirten Curven ist), 
welche mit der gegebenen Curve n.Ordnung, deren Geschlecht = psei, noch: 
Q = un — 2(d+r) 
 bewegliche“ Schnittpunkte, d. h. Punkte gemeinsam haben, die sich 
mit jenen Constanten iindern. Diese Punkte sind, gewisse specielle 
Lagen abgerechnet, fiir w << m durch q, fir ~ > durch Q — p von 
ihnen bestimmt*). Wenn nun von hdheren Singularititen die Rede 
ist, wirft sich die Frage auf, was aus den adjungirten Curven wird, 


*) Die Theorie der eindeutigen Transformation lisst sich auf die Eigen- 
schaften von Punktgruppen griinden, die durch adjungirte Curven ausgeschnitten 
werden (Brill und Néther, d. Ann. Bd. VIL). Diese Gruppen hingen aber nur 
von zwei Zahlen ab, der Mannigfaltigkeit der Gruppe und der Anzahl der ihr 
angehérigen Punkte, welche durch die Zahlen Q und q, bez. Q—p, bestimmt sind. 
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wenn von den Doppel- und Riickkehrpunkten sich einige zu einer 
hdheren Singularitit vereinigen. Man hat erkannt, dass auch in 
diesem Falle noch ,,adjungirte‘ Curven existiren, fiir welche nimlich 
durch ihr Verhalten in den singuliiren Punkten ebensoviele Schnitt- 
punkte und Bestimmungsstiicke absorbirt werden, wie durch die iiqui- 
valente Anzahl von Doppel- und Rickkehrpuakten — und man findet 
in der Abhandlung tiber algebraische Functionen von Herrn Nother 
und mir (d. Ann. Bd. VII.) einen Weg angegeben, wie man ver- 
mége gewisser Transformationsprocesse zu einer Vorstellung von 
dem Verhalten der adjungirten Curve in einer gegebenen Singularitit 
gelangen kann. 

Ich will nun im Folgenden den allgemeinen Existenzbeweis der 
adjungirten Curven fiir Curven mit beliebigen Singularitiiten dadurch 
fiihren, dass ich ein Verfahren angebe, vermége dessen man auf dem 
Wege der Rechnung an der Hand leicht ausfiihrbarer Operationen, 
die nie versagen, diejenige Curve findet, die sich in einer gegebenen 
héheren Singularitit adjungirt, d. h. so verhilt, wie die adjungirte 
in der aufgelésten, und die zugleich die néthige Anzahl von verfiig- 
baren Coefficienten besitzt. Aus den friiher entwickelten Griinden ist 
es gleichgiiltig, auf welcher besonderen Gattung von Curven die Singu- 
laritait auftritt. Denn die Forderung des Adjungirtseins involvirt nur 
die Absorption einer gewissen Anzahl von Bestimmungsstiicken und 
Schnittpunkten durch den singuliren Punkt, zwei Zahlen, die sich aus 
einer endlichen Anzahl von Gliedern der Entwicklungen, durch welche 
die Singularitit definirt ist, also aus dem Vorkommen desselben auf 
einer rationalen Curve bestimmen lassen. Ich werde aus der Gleichung 
einer solchen Curve die der adjungirten Curve herstellen, ohne dass sich 
eine vorgingige Bestimmung der Lage und Eigenschaften ihrer Singu- 
larititen als nithig erweist. Das Verhalten dieser Curve in einer 
hdheren Singularitiit der rationalen ergiebt sich dann durch Unter- 
suchung der erhaltenen Gleichung auf ihre Singularitiiten. 

Fiir eine rationale nicht zerfallende Curve, deren Cartesische 
Coordinaten x, y als Functionen eines Parameters 4 dargestellt seien: 


a,a" +a," ' 4... 
@a*+-e,2°-! 4... ’ 
bya" +b, a") +--- 








y¥= 


CoA" c,4"-* +--+. 


und diesem eindeutig zugeordnet sind, werde derjenige Werth von 4 
bestimmt, welcher den Coordinaten 2, y irgend eines Curvenpunktes 
entspricht. Man bilde zu dem Zweck durch Elimination von 4 aus 
obigen Gleichungen die Resultante in der Bezout’schen Form einer 
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n-gliedrigen Determinante, indem man alle zweigliedrigen Determi- 
nanten aus den Coefficienten der Gleichungen: — 
A" (xe, — dy) + A" (we, — a,) + +++ = 0, 
A" (Yeo — by) + An - (ye, — b,) + 7< +: 0 
herstellt, und: 
dix = (we;— ai) (yr —bx) — (Cx — ay) (YX—D;) 


setzt. Dann ist die gesuchte Resultante*) : 


| 
| dy, dy» ae Coo Cor °° CO,n—1 
Ayy Ag+ dy +> | ee C19 Cig °° * Cy mt 
| Cn—1,0 Cn—1,1 *°* Cn—1,n—1 | 


wo zur Abkiirzung: 


onr= do, k-p1 ’ 
Cre = Ay nge + diag, 


Cin = do, papa + digests s+ + deg 

gesetzt ist. Die Wurzel 4 berechnet sich dann als Quotient zweier 
passend gewihlten Unterdeterminanten dieser n-gliedrigen Determinante, 
oder allgemeiner aus zwei aufeinanderfolgenden Gliedern der Proportion: 
A2m—2 s feeds. As Lyi yy t+ +t Pena? Yana, 
WO Yitx = pix die Unterdeterminante eines Elementes ¢;, bedeutet 
(also mehrfache Bedeutung hat). Die y sind ganze Functionen (n—1)* 
Ordnung der Variabeln x, y, wegen obiger Proportion linear von ein- 
ander unabhiingig, die auch fiir specielle Werthe der Coefficienten 
nicht identisch verschwinden kénnen, da 4 den Curvenpunkten nach 
Voraussetzung eindeutig zugeordnet ist. Vermége einer bekannten 
Eigenschaft der Gleichungssysteme, denen mehrere Lisungen gleich- 
zeitig geniigen, verschwinden die y nur fiir solche Werthe z, y, 
denen mehrere Parameterwerthe 4 entsprechen, also fiir singuliére Punkte 
der Curve. Die y repriisentiren also, gleich Null gesetzt, 2n— 1 
Curven (n— 1)'** Ordnung, die, wenn die gegebene Curve nur Doppel- 
und Riickkehrpunkte kesitzt, in diesen verschwinden, und sich also 
adjungirt verhalten. Dies ist dann aber auch mit der co?"-? Schaar 
von C,_, der Fall: 


*) Jacobi, Crelle J. Bd, 15. 
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Gy Po H+ OY, +--+ + Con—2Pen—2 = 0, 
wo die a Constante sind. Diese Curvenschaar ist die allgemeinste 
adjungirte Curve (n—1)'* Ordnung zu der gegebenen rationalen, denn 
die Zahl der Bestimmungsstiicke einer solchen ist nach Friherem: 


+ (w—1) (n+-2) — + (n—1) (n—2) = 2n— 2. 


Der Uebergang aber von einer rationalen Curve mit nur Doppel- 
und Riickkehrpunkten zu einer solchen mit beliebigen Singularitiiten 
aindert weder an der Zahl der beweglichen Schnittpunkte noch an der 
Mannigfaltigkeit der Schaar etwas. 

Man kann die Schaar durch eine solche (nm — 2)'* Ordnung er- 
setzen, wenn die Ausdriicke fiir 2 und y ganze Functionen von 4 sind, 
also z. B. bei rational-ganzen Curven, Wenn nimlich die Gréssen 

CoC Se = 1 = 
sind, so reduciren sich die Elemente ¢); = cjo fir i=0,1,---,n—2 
simmtlich auf Constante, die Unterdeterminanten ,, (fiir i=, 1,---n—1) 
sind in Folge davon Functionen von nur noch dem (nm —2)'" Grade, 
und demnach stellt die Gleichung: 


01 V1, n—1 Hy Yo, na On 1 Paani = O,~7 
(wo nun wieder y;,,1 die Unterdeterminante von ¢;,,-; bedeutet), eine 
adjungirte Curve (n—2)'*" Ordnung zu der rational-ganzen Curve dar. 


Dass sie die allgemeinste dieser Art ist, zeigt man durch eine Ab- 
zihlung wie oben. 


Miinchen, im December 1879. 





Berichtigung. 


Auf Seite 368 2. Zeile des Textes von unten: 
statt ka* lies 2ak2*, 
» bf ,, Sale. 
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Neue Satze tber das Logarithmische Potential. 


Von C. Neumann in Leipzig. 





Obwohl ich bereits seit mehreren Jahren im Besitz dieser Siitze 
mich befinde und dieselben bereits zu wiederholten Malen in ausfiihr- 
licher Weise nebst den erforderlichen Entwicklungen, Beweisen u. s. w. 
zu Papier gebracht habe (die letzte dieser Ausarbeitungen wurde vollendet 
am 19. Septbr. 1878); — so erscheint es mir dennoch angemessen, 
diese ausfiihrliche Arbeit einstweilen noch nicht zu publiciren, sondern 
mich vorliufig zu beschriinken auf einen kurzen Auszug. 

Ich werde also im vorliegenden Aufsatz mich der Hauptsache 
nach beschrinken auf die blosse Angabe der Siitze selber, die dabei 
erforderlichen Entwicklungen, Beweise u. s. w. aber einer spiiteren 
ausfiihrlichern Exposition vorbehalten. 


§ 1. 
Die anzuwendenden Bezeichnungen. 

In der Ebene sei eine geschlossene Curve 6 gezeichnet, deren innere 
Normale v, und deren Tangente t heissen mag. Und zwar mag die 
Richtung der Tangente t in solcher Weise gewahlt sein, dass t zu v 
ebenso liegt, wie die a2-Axe zur y-Axe. Um solches anzudeuten 
schreiben wir: 


(1) TivessTsy. 
Alsdann wird offenbar: 
(2) cos (tr, %) == cos(v,y), cos (t, y) = — cos (v, 2); 
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und hieraus ergeben sich fiir die Richtungscosinus a, 6 der Tangente rt, 
und fiir die Richtungscosinus A, B der innern Normale v folgende 
Formeln: 


3 a = cos (t, x) = cos #, A = cos (v, 2) = — sin @, 
(3) B = cos (t, y) = sin @, B = cos (v, y) = cos @, 

wo # das Azimuth der Tangente t gegen die x-Axe vorstellt (vgl. 
d. Figur). 

Wir werden im Allgemeinen einen variablen Punkt der gegebenen 
Curve mit s, und seine Bogenlinge mit o bezeichnen, und zwar in 
soleher Weise, dass 6 von einer festen Marke o aus gerechnet wird in 
der Richtung der Tangente t (vrgl. d. Figur). Sind o und 6 + de 
die Bogenliingen zweier aufeinanderfolgender Punkte, ferner # und 
® + d@ die Azimuthe der diesen Punkten entsprechenden Tangenten, 
so gilt bekanntlich fiir den Kriimmungsradius eg, den die Curve an 
dieser Stelle besitzt, die Formel: 


1 dt 
(4) screen 
wo ¢=-+ 1 oder = — 1 ist, jenachdem der Kriimmungsmittelpunkt 


auf der innern oder dussern Normale liegt. 

Die Gréssen #, e, «, B, A, B moégen simmtlich als Functionen 
der Bogenliinge 6 angesehen, und die Ableitungen dieser Functionen 
durch Accente bezeichnet werden. Also z. B. 





’ dt? , de ’ da 
‘ a dc ’ ° do ” ” “de? =, 
(5) ” as ” a oO ” a 
ee? ee Fe ae Oe 


Denkt man sich ferner die Curve mit einer einfachen Belegung von 
der Dichtigkeit q, oder auch mit einer sogenannten Doppel-Belegung 
vom Momente uw versehen, so mégen g und uw ebenfalls als Functionen 
von 6 angesehen, und die Ableitungen derselben wiederum durch Ac- 
cente bezeichnet werden. Also z. B.: 


, d , du 
joe, gute, 

(6) ” aq ” Cu 
q= —— hs = Te? . 


Bezeichnet f(¢) irgend eine beliebige Function der Bogenlinge, 
so nenne ich f(o) lings der gegebenen Curve abtheilungsweise 
stetig, wenn die Curve in eine endliche Anzahl Strecken zerlegbar 
ist, der Art, dass f(¢) lings jeder solchen Strecke stetig bleibt. 

Siimmtliche Punkte der Ebene mégen mit a, s oder i benannt 
werden, jenachdem sie ausserhalb, auf oder innerhalb der gegebenen 
Curve liegen. Und ist also F = F(z, y) eine beliebig gegebene Function 
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des variablen Punktes (x, y), so werden unter F,, F,, F; die Werthe 
diéser Function in jenen Punkten a, s, i zu verstehen sein. 

Mitunter werden bei einer solchen Function im Punkte s drei 
Werthe zu betrachten sein, nimlich erstens der daselbst direct vor- 
handene Werth F’,, ausserdem aber noch diejenigen beiden Grenz- 
werthe, gegen welche J’, und F; convergiren, sobald man die Punkte 
a@ und ¢ unendlich nahe an s heranriicken lisst. Diese Grenzwerthe 
mégen bezeichnet werden mit F,, und F;,. 


§ 2. 


Das Potential V einer auf der Curve ausgebreiteten einfachen Belegung, 
und das Potential W einer lings derselben ausgebreiteten Doppelbelegung. 


In diesem Paragraphen handelt es sich nur um die Recapitulation 
schon bekannter Satze; dieselben mégen bezeichnet werden mit Va. 
und Wa.*) 


Satz Va. — Denkt man sich die Curve versehen mit einer ein- 
fachen Belegung von der Dichtigkeit q¢, und macht man (was die Be- 
schaffenheit der Curve und dieser Belegung betrifft) die Voraussetzung, 
dass 
(7) ® und q lings der Curve abtheilungsweise stetig 
sind, so wird das von der Belegung auf den Punkt (a, y) ausgeiibte 
Potential 

V= f Tqde 
in der ganzen Ebene allenthalben stetig sein, mit etwaiger Ausnahme 
der unendlich fernen Punkte*). 


Hier ist 7 = log (+ ), falls nimlich r die iii at des variablen 


Punktes (x, y) vom Curvenelement do vorstellt. Ausserdem bezeichnet 
# den in (3) genannten Winkel. Und die Curve kann also, weil nach 
unserer Voraussetzung # abtheilungsweise stetig sein soll, eine end- 
liche Zahl von Ecken haben, muss aber, abgesehen von diesen Ecken, 
tiberall von stetiger Biegung sein. 

Satz Wa.— Denkt man sich die Curve versehen mit einer Doppel- 
belegung g vom Momente u, und macht man die Voraussetzung, dass 


*) Durch allerhand Ausstellungen, die man hin und wieder an meinen 
Arbeiten gemacht hat, sehe ich mich veranlasst, zu bemerken, dass alle von mir 
aufgestellten Sitze so zu verstehen sind, wie ich sie ausgesprochen habe. So z. B. 
enthilt der vorliegende Satz offenbar nur die Behauptung, dass die Erfiillung der 
Bedingungen (7) ausreichend sei zur Stetigkeit des Potentials. Und es wiirde 
also villig ungerechtfertigt sein, wenn man mir etwa vorwerfen wollte, durch 
diesen Satz behauptet zu haben, dass jene Bedingungen (7) nothwendig wiiren 
zur Stetigkeit des Potentials. 


27* 





412 C. Neumann. 


(8) ® und uw léngs der Curve stetig 


sind, so wird das von dieser Belegung auf den variablen Punkt (x, y) 
ausgetibte Potential 


- 


T 
W= | ude 


in der Ebene iiberall stetig sein, mit Ausnahme der gegebenen Curve. 
Es bilden niimlich die W, inclusive der W,, ein iiberall endliches 
und stetiges Werthsystem; und die W, inclusive der W;, bilden ein 
eweites solches System. Diese beiden Systeme aber stossen in der Curve 
in unstetiger Weise zusammen, entsprechend der Formel: 
Was — Wi; <= 27 Us, 

wo p; den Werth des gegebenen Momentes u im Punkte s vorstellt. 
Auch mag bemerkt sein, dass die Grenzwerthe W., und W;, zu dem 
im Punkte s vorhandenen directen Werthe W, in der Beziehung 
stehen: 

W..= WwW, — Hus, 

W; = W, se TE ls. 

Nach der bei diesem Satze*) gemachten Voraussetzung soll # 


iiberall stetig, also die Curve selber ohne Ecken und iiberall von 
stetiger Biegung sein. 


§ 3. 
Die ersten Ableitungen der Potentiale V und W. 


Endlich gelangen wir nun zu den mitzutheilenden neuen Siatzen. 
Dieselben mégen bezeichnet werden mit VB., WB., Vy., Wy., ferner 
mit Vf., Wf., Wg. und Wh. Der erste von diesen Sitzen sagt im 


Wesentlichen aus, dass die Ableitungen a . a - des Potentiales 
V (Seite 411) in die Form versetzt werden kénnen: 

oV m 

Ox = Dd “bh W, 

oV sa 7 

oe VW + W’, 


wo ¥,¥ die Potentiale gewisser auf der Curve ausgebreiteter ein- 
facher Belegungen, und 8, YW die Potentiale gewisser lings derselben 
ausgebreiteter Doppelbelegungen vorstellen. Genauer ausgedriickt lautet 
der Satz folgendermassen : 





*) Man findet den Beweis dieses Satzes in meinen Untersuchungen «iber das 
Logarithmische und Newton’ sche Potential (Leipzig bei Teubner, 1877), daselbst 
Seite 189 und 149. 
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Satz VB. — Nimmt man an, dass 
(9) ®, q lings der Curve stetig, und 
oq abtheilungsweise stetig 
sind, so lassen sich die ersten Ableitungen des Potentials 
(A) V={Tqdo 
in die Form versetzen: 


OV , T 
BY a f7(g0) do + for —gA) de, 


(B) 
T' (—qB) de, 





wo 2. B. (qay = qa’ + aq’ sein soll. y 

Nachdem in dieser Weise die Ableitungen =, in die Form 
B+ W versetzt sind, kann die Stetigkeit resp. Unstetigkeit dieser Ab- 
leitungen unmittelbar beurtheilt werden durch die Saitze Va. und Wa. 
Mit Hilfe dieser Siitze ergiebt sich z. B., dass fiir jeden Punkt s der 
gegebenen Curve die Formel stattfindet: 


(C) (— -) — (45 r). = 27q,A, = 224, cos (v5, 2); 
und hieraus ergeben sich weiter, falls man die x-Axe einmal mit der 
Tangente t, das andere Mal mit der Normale v zusammenfallen lisst*), 
die speciellern Formeln: 
aV aV 

D ( Ot )..- Gs ),,.= 0 

(0) ey... Vv) 22 

Ov fas av is “ee qs 


Ferner ergiebt sich aus (B) mittelst der Sitze Va. und Wa., dass 


(E) (SS as ? (2e as und Or or)» (25 is 


vier Functionen des Punktes s ar", von denen jede lings der 
gegebenen Curve stetig ist. 


Satz WB. — Dieser Satz sagt aus, dass die Ableitungen —— 5 8 


da’ Oy 
des Potentiales W im Allgemeinen ebenfalls auf die Form B8 + YW ge- 
bracht werden kinnen. Macht man némlich (um genauer auf die Sache 
einzugehen) die Voraussetzung, dass 


(10) 


sind, so lassen sich die ersten Ableitungen des Potentiales 


2, w, w lings der Curve stetig, und 
ow abtheilungsweise stetig 


*) Die vom Punkte s ausgehenden Richtungen rt und » werden von mir 
bald schlechtweg mit t, », bald genauer mit r,, v, bezeichnet. 
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(A) w— {2 or 


in folgender Weise darstellen: 


(B) we | twayas ‘g fz aT wade, 


ow 


W = {rweyac + fe was, 
wo 2. B. (wAyY = vw’ A+ WA’ ist. 
Hieraus ergiebt sich mittelst der Siitze Va. und Wa. die Relation: 


©) é a) (2 Ww) = — 2uy,a, = — 2xp;, cos(r,, 2); 


und hieraus ergeben sich weiter, falls man die x-Axe einmal mit der 
Tangente rt, das andere Mal mit der Normale v zusammenfallen lisst, 
die specielleren Relationen: 


(o “) — (aw ), = — 2xu,, 
(F).- GP), 
Ferner folgt aus (B), mit Hiilfe der Siitze Va. und Wa., dass 


am), ‘(44 ae ood 
as’ is’ is 


as 


(D) 





vier Functionen des Punktes s vorstellen, von denen jede lings der 
gegebenen Curve stetig ist. 

Bemerkung. — Obwohl ich, wie schon im Voraus bemerkt wurde, 
auf den Beweis der Siaitze VB. und W8. mich hier nicht niher ein- 
lassen will, so mag doch darauf aufmerksam gemacht werden, dass 
diese beiden Sitze untereinander in einem sehr engen Zusammenhange 
stehen. In der That kann man den Satz Wf. aus dem Satze VB. ab- 
leiten mittelst folgenden (auch an und fiir sich interessanten) Hiilfs- 
satzes: 


Hiilfssatz. — Nimmt man an, dass 


®, uw lings der Curve stetig, und 
®, w abtheilungsweise stetig 


sind, und versteht man unter V und W folgende auf den variablen 
Punkt (x, y) ausgeiibten Potentiale 


v—{ ‘wd, w= fi, ‘or udo, 


so ist V+ iW eine monogene Function von x + iy. 
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§ 4. 


Ueber die héheren Ableitungen der Potentiale V und W. 
Bezeichnet P eines der Potentiale V, W, so ist (nach den Satzen 
Va., Wa.): rn 
(11)  =8+B, 
mithin P : ' 
4 B BW 
oa — Ga t Ga” 
Nun ist aber (zufolge der Siitze VB. und W£.): 
CRS , , 
Ox =% + W ’ 


Pst} ” ” 
ta BY"+ W", 
Somit folgt: 


Far (8 +B’) + W +B, 


oder kiirzer geschrieben: 





eP 


Hier sollen selbstverstiindlich ¥ , B’, B”, » die Potentiale irgend welcher 
auf der Curve ausgebreiteter einfacher Belegungen, und WY, W’, W", w 
die Potentiale irgend welcher daselbst ausgebreiteter Doppelbelegungen 
vorstellen. 

Ebenso, wie man mittelst der Siitze V6., WB., von (11) zu (12) 
gelangt, ebenso wird man mittelst derselben Siitze von (12) aus zu 
folgender Formel gelangen: 


eP 





(13) PE =v + W; 
dann von dieser aus zu folgender 

oP ” ” 
(14) ia ™ »y +w; 


u. Ss. Ww. u.s. w. — Man iibersieht bereits, dass sich in solcher oder 
ihnlicher Weise schliesslich folgendes Resultat herausstellt: 

Allgemeiner Satz. — Benutet man P als Collectivbezeichnung fiir 
die beiden Potentiale V, W, so kann im Allgemeinen jede Ableitung 
von P in die Form & + WY versetzt werden; sodass man also (falls 1, 
m beliebige ganze Zahlen vorstellen) schreiben kann: 
(15) Ln a eet 

x Oy 


Dabei ist unter B das Potential einer auf der Curve ausgebreiteten ein- 
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fachen Belegung, andererseits unter Y8 das Potential einer daselbst 
ausgebreiteten Doppelbelegung zu verstehen. 

Will man indessen diesen Satz nicht im Allgemeinen, sondern mit 
wirklicher Genauigkeit angeben, so muss man allmialig von Stufe zu 
Stufe emporsteigen, und also von den im vorhergehenden Paragraph 
behandelten ersten Ableitungen zuniichst tibergehen zu den zweiten 
Ableitungen. Hiebei ergeben sich die beiden folgenden Sitze Vy. und Wy.: 

Satz Vy. — Nimmt man an, dass 


(17) 9, %, % q ldings der Curve stetig, und 
o,q¢° abtheilungsweise stetig 
sind, so kann man die zweiten Ableitungen des Potentials 
(A) V=fTqdo 
in die Form & + YW versetzen, niimlich in folgender Weise darstellen: 


a -| T (q (a? — A*) + gq (2aA))' do 





di & (q (2aA) — q9 (a? — A2)) do, 
(B) 2Y = [1 (¢ (6 — BY) + 49°26)’ do 
at =. (q (268) — q# (6? — B*)) do, 
e. -{r (q (@B — AB) + 9® (@B+BA))' do 


oe or (q' («B + BA) — q® («@B — AB)) do, 


wo die Accente durchweg: Differentiationen nach der Bogenliinge 6 an- 
deuten. 


Hieraus ergeben sich mittelst der Siitze Va. und Wa. die Re- 
lationen: 
eV 2V P , laa 
(C) aa » (Fe |, = 2a(q (2aA) — gH (a? — A?)),. 





(era (GF), = 22 (eB + BA) — 49" — AB), 
Und hieraus entspringen weiter die specielleren Relationen: 
ore Ge), — 22 (*£), 
(0) (F),— (FP) + 2=(24),, 
om). )= + 2xq,, 


wo 9, € die in (4) angegebene Bedeutung haben. 
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sind. 


in d 


(B) 


(C) 


so 
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bst Satz Wy. Nimmt man an, dass 
; (18) &, #, uw, w’, uw” léngs der Curve stetig, und 
nit , a", u” abtheilungsweise stetig , 
* sind, so kann man die zweiten Ableitungen des Potentials 
en (A) W= | ude 
y.3 
in die Form B + Y versetzen, foal folgendermassen darstellen: 
" J T (u” (2aA) — w'9'(a2—A2)) do 
8? t.0¢08 te 
+ 3% (wea) + w'(2aA)) do, 
(B) = {rw (26B) — wo (6? —B))' de 
“er ” ” 9 * a’ (< 
on: +f SF (w’(—B) + w (288) do, 
°W ‘eine to , 
EE = fiw (eB + BA) — wo (@B — AB) do 
T ” , ’ 
c* (uw («B — AB) + w'8(@B + BA)) do. 
Hieraus ergeben sich mittelst der Siitze Va., Wa. die Relationen: 
ew 2W ¢ ee * o/6 
> or )— Sa a ), = — 2 (u" (a? —A2) + p'P' 2aA)),, 
pa (ew ” to’ i 
OX OY Sus (Sa55 —— 22(@ (a6 —AB) + # &(«B-+BA)),; 
6 so wie auch die eatin Relationen : 
we 
aw aow 
m- Ont )- (- or -)= =i 2 fhe 4 
Ww 2W 
ma (D) (BS — (Eas )= + 2xu,", 


Fae uc Gran). — 22CF), 


wo 9, € die in (4) angegebenen Bedeutungen haben. 


§ 5. 
Die normalen, tangentialen und peripherischen Ableitungen der 
Potentiale V und W. 


Der Satz VB. handelte tiber das Potential V = f'Tqdo, unter der 
Voraussetzung, dass @, q stetig, und 9’, q’ abtheilungsweise stetig sind. 
Und hiebei ergab sich, dass die Functionen 


=). und (= 
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unter den eben genannten Voraussetzungen lings der Curve stetig 
sind. Auch lasst sich zeigen, dass der Charakter dieser Functionen 
ein wesentlich anderer wird, sobald man jene Voraussetzungen ganz 
oder theilweise fallen lisst. Nimmt man z. B. an, dass nur @, # jenen 
Voraussetzungen entsprechen, dass hingegen q nicht stetig, sondern 
nur abtheilungsweise stetig sei, so werden die Functionen 


ov av 
Ge). md (3), 
ebenfalls nicht mehr stetig, sondern nur noch abtheilungsweise stetig 
sein. In der That gilt folgender Satz: 


Satz Vf. — Nimmt man an, dass 
(19) ® lings der Curve stetig, und 


&,q abtheilungsweise stetig 
sind, und setzt man: 


(A) V=fTqdo, 
so sind 
(B) (<= a ™% und (=) + Xs 


zwei vom Punkte s abhiingende Functionen, deren jede liings der Curve 
stetig ist. Hieraus folgt sofort, dass 

av av 
(©) tru md (3), 
ldngs der Curve abtheilungsweise stetig sind, und zwar in genau 
denselben Abtheilungen wie q. 

In ahnlicher Weise, wie dieser Satz Vf. dem Satze VB. zur Seite 
gestellt werden kann, in ahnlicher Weise kann dem Satze WA. ein 
gewisser Satz Wf. zugeordnet werden, der folgendermassen lautet: 

Satz Wf. Nimmt man an, dass 


‘ ®, w lings der Curve stetig, und 
(20) yt ' 

®,u abtheilungsweise stetig 
sind, und setzt man: 


"aT 

(A) w= | oT ude, 

so werden die vom Punkte s abhiingenden Functionen 
ow , ow ’ 

(B) eo 7 ths und ae )+ 7 ls 


lings der Curve stetig sein. U.s. w. 

Ohne mich auf die wirkliche Ableitung der Sitze Vf. und We. 
hier niher einzulassen, will ich nur bemerken, dass dieselbe von der- 
jenigen der Sitze VB. und W8. wesentlich verschieden und mit mehr 
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Miihe verbunden ist. Uebrigens kann man vom Satze Wf. aus 
gewissermassen noch eine Stufe héher emporsteigen, und gelangt als- 
dann zu folgendem Resultat: 
Satz Wg. — Nimmt man an, dass 
(21) ®, ®, u, uw’ langs der Curve stetig, und 
®’,u’ abtheilungsweise stetig 
sind, und setet man: 





(A) w= {2 uae, 
so werden aie a 
(Se),+ =m, (S2),- 
(B) (Se) tan’, (25) — ow, 
ae ee 


sechs vom Punkte s abhdingende Functionen sein, deren jede léngs der 
Curve stetig. ist. 

Die drei Zeilen in (B) enthalten lauter zweite Ableitungen. 
Sie- enthalten niimlich der Reihe nach die zweite peripherische, die 
eweite tangentiale und die zweite normale Ableitung. Dabei ist alsdann 
unter der peripherischen Ableitung die nach der Bogenlinge 6 
genommene zu verstehen. In Betreff dieser Ableitungen mégen hier 
folgende Bemerkungen ihren Platz finden. 

Ist F = F(a, y) eine beliebige Function des variablen Punktes 
(vw, y), so ist mit Riicksicht auf die in (1), (2), (3) eingefiihrten 
Bezeichnungen: 





() = ek rats 

() me +e ey 

(n) a wa an r p oF 

mithin = = s. Diese nailineaial zwischen der periphe- 


rischen und tangentialen Ableitung hért aber auf, sobald man zu den 
zweiten Ableitungen tibergeht. Denn man erhilt: 


or er a oF y OF 
(S) —_-" a? oa? + 2ap tay t + oe +a On + 6 Oy? 
(T) a a? cf 4+ 208 Fr + pr ¢ Fr 








oF = oy’ 
oF = oe p PF. 
(N) av A ‘+ 2AB iy + oy? 


Es liegt in der Natur des Differentialquotienten, dass man den- 
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selben nicht direct fiir einen einzelnen Punkt, sondern immer nur mit 
Riicksicht auf seine Nachbarpunkte bilden kann. Hiermit hingt zu- 
sammen, dass man in den vorstehenden sechs Formeln allerdings die 
Werthe von a, B, a’, 8, A,B direct fiir jeden Punkt s der gegebenen 
Curve anzugeben vermag, nicht aber die Werthe von 
@) oF OF OF OF BF, 
dz’ Oy’ dat’ dudy’ dy* 

Vielmehr ist man bei Bildung dieser Gréssen (Q) gezwungen, einen 
gewissen indirecten Weg einzuschlagen, nimlich dieselben zuerst fiir 
irgend einen freibeweglichen dussern Punkt a, respective innern Punkt 
i zu bilden, sodann aber diesen Punkt @ oder? nach s zu verschieben. 

Ist die Function F’ zu beiden Seiten der Curve von verschiedenem 
Charakter, so werden sich im Allgemeinen bei der eben genannten 
Procedur, je nach Benutzung des Punktes a oder i, verschiedene Werthe 
ergeben; sodass man in diesem Fall z. B., was die Formel (n) betrifft, 


ie F ; ; , ; 
fiir jy swee verschiedene Werthe zu notiren hat, welche anzudeuten 
sein werden, der eine durch: 


(um A (FE).+ 8 SF). 


oF or or 
Cr . A Ox ),,+ B iyo’ 
Analoges gilt fiir die iibrigen Formeln (s), (t) und (8), (T), (N). 





der andere durch: 


§ 6. 
Potentiale von Doppelbelegungen, deren Moment abtheilungsweise 
stetig ist. . 
Beispiel des Kreises. — Es sei gegeben ein Kreis vom Radius 9. 
Ferner seien 
(a) PEO, oy meres, F< ¢) 
n= 0 sin @, ly =r sin u, 


zwei Punkte, von denen der erstere (€,) auf der Peripherie, der 
letztere (x, y) im Innern des Kreises liegt. Fiir den Logarithmus 7 


der reciproken Entfernung dieser beiden Punkte ergiebt sich alsdann 
der Werth: 


(b) T= — + log ((n—8)* + (y—n)"), 
— 5 log [r?-+ 0? —2re cos (u—a@)]|, 
= log ; ao 2 - (Y cos n (w—@); 
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woraus folgt: 


(c) ae =— ; — P ; (“y cos n (u—@). 


=) 
Das Bogenelement do des Kreises ist — odo. Bezeichnet also v 
(wie allgemein festgesetzt wurde) die innere Normale, so wird: 


ra—@®D 


oT 7 n 
(d) s; dé = [1 + D9) cos ” (u—o)| da. 
Solches vorausgeschickt, wollen wir nun das Potential 
“Or 
(e) w— {or ude 


einer auf dem Kreise ausgebreiteten Doppelbelegung vom Momente u 
wirklich berechnen, indem wir dabei annehmen, dass dieses w lings 
des Kreises abtheilungsweise stetig, also entwickelbar sei in eine 
Fourier’sche Reihe: 
(f) fb = be = A, + a (A, cos n@ + B, sin nw).*) 

n=1 
Substituiren wir die Werthe (f) und (d) in die Formel (e), so erhalten 
wir fiir das Potential W im Punkte ¢(r, w) folgenden Ausdruck: 

=e _— ; 
(g) Wi=22A,+2 “a (*) (A, cos nu + B, sin nu). 
Lassen wir nun den Punkt i (r, w) unendlich nahe an den peripheri- 
schen Punkt 6 (g, @) heranriicken, mithin r in @ und wu in @ iiber- 
gehen, so ergiebt sich: 


(h) Wa =22A,+ "> (A, cos nw + B, sin no). 

sa=1 
Nun ist nach dem Satze Wa.: 
(i We = Wie — tte, 
also wenn man rechts die Werthe (h), (f) substituirt: 
(k) Wo =2A,. 
Und wir gelangen daher zu folgendem merkwiirdigen Resultat: 
(22)... Ist liings einer Kreisperipherie eine Doppelbelegung ausgebreitet, 
deren Moment stetig oder auch nur abtheilungsweise stetig ist, 
so wird das Potential dieser Belegung in allen Punkten der Peripherie 
ein und denselben constanten Werth haben. 


*) Wir bezeichnen hier den peripherischen Punkt (9, a) kurzweg mit o, und 
den daselbst vorhandenen Werth des Momentes uw mit pu,. 
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Es diirfte nicht ohne Interesse sein, wenn wir uns in diesen Satz 
noch von einer etwas andern Seite her Kinsicht zu verschaffen suchen. 
Zu diesem Zwecke wolien wir die Kreisperipherie durch zwei Punkte 
A, B in einen obern Bogen A1B und einen wntern Bogen A3B zer- 
legen, und annehmen, die abtheilungsweise stetige Function u sei lings 
des obern Bogens = 0, und liings des wntern =1. Das Potential 
dieser Belegung hat alsdann in irgend einem Punkte («, y) den Werth: 


r ‘or 
() Ween = 32 ao, 
A3B 
die Integration hinerstreckt iiber den untern Bogen A3B. Hieraus 
aber folgt sofort: *) 


(m) Wear = | (do)e 
ASB 
wo (d6),.,» die mit ¢ multiplicirte scheinbare Grésse des Elementes do 
fiir einen in (x,y) befindlichen Beobachter bezeichnet. Dabei ist 
é=-+ 1 oder = — 1, je nachdem dieser Beobachter die innere oder 
diussere Seite des Elementes do vor Augen hat. 
Nimmt man also fiir («, y) einen peripherischen Punkt, und zwar 





—— 4 ms L = Fs 
eo 
/ . ay 
/ hs a 
a | \ 
| - 4 
at | | 
, A “id 
a /\ 
Bi V/ Bae <4 
I~ B 
kk : Wf 
. s A / 


der Reihe nach den Punkt 1, sodann den mit B identischen Punkt 2, 
und endlich den Punkt 3, so ergiebt sich aus der Formel (m): 


(n) W,=4%, W,=v, W,=w, 


*) Vergl. meine schon citirten Untersuchungen tiber das Logarithmische wnd 
Newton’sche Potential, Seite 122. 
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wo u,v, w die in der nebenstehenden Figur angegebenen Winkel vor- 
stellen. Nach dem Satz iiber die Peripheriewinkel des Kreises ist 
aber uw = v = w, und folglich: 


(0) W,= W,= W;; 
was im Kinklange ist mit unserm Satze (22) Seite 421. Man erkennt 
hieraus, dass jener Satz (22) in gewissem Sinne bezeichnet werden kann 
als eine Verallgemeinerung des Satzes iiber die Peripheriewinkel des 
Kreises. 

Beispiel der Ellipse. — Es seien ¢ und @ beliebig gegebene 
positive Constanten, und es sei gegeben eine Ellipse von der Brenn- 
punktdistanz 2c und der Fadenlinge c(e? + e-*). Ferner seien: 


| — = > c(e? + e-) cos @, 
(A) : 
y => (ce? — e~*) sin @, 
und 

t= > c(e + e-*) cos u, 
(a) , 

y = -5 e(¢ — e*) sin w, 


(¢< 4) 


zwei Punkte, von denen der erstere (€, 4) auf der Peripherie, der 
letztere (~, y) im Innern der Ellipse liegt. 

In der That erhilt man aus den Formeln (A) alle peri- 
pherischen Punkte der Ellipse, wenn man @ von 6 bis 2a” wachsen 
lisst. Und andererseits erhalt man aus den Formeln (A’) alle 
innern Punkte der Ellipse, wenn man w von 0 bis 2” und ¢ von 
0 bis # variiren lisst. @ selber ist eine gegebene positive Constante, 
welche etwa als der Parameter der Ellipse bezeichnet werden kann. 

Zieht man, vom peripherischen Punkte (#, @) aus, ein Linien- 
element do zum Punkte (@, @-+- do), und ein Linienelement dN zum 
Punkte (@ + d@, @), so wird 


dé =yvdo 
(B) 
dN = ydé, 
wo 
wy? = ($c)? (e?% + e—?9 — 2 cos 2a). 

Offenbar ist do ein Bogenelement der Ellipse, und dN ein Element 
ihrer diussern Normale. 

Mit Bezug auf diese Formeln (B) sei noch Folgendes bemerkt. 
Ist f eine beliebige Function der Bogenliinge o, oder (was dasselbe) 
eine beliebige Function der Variablen w, so wird: 
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Sf, Sf 1 
de do yw’ 
af af 1 df csin2o 





©) “tet = dot WF do aw? 
<M I A hk 
de dw yw d w* 245 de yp? pe wy? 


Fiir den Logarithmus 7’ der reciproken Entfernung des Punktes 
(E&,) oder (#,@) vom Punkte (x, y) oder (¢, uw) ergiebt sich der 
Werth: 


fm — ; log ((7—§)? + (y—y)*], 


D a=——@ 
(D) —— * (C+ #) + Pa - e—"* [(en* + e—"*) cos nu cos N@ 


+ (e"*—e—**) sin nu sin no], 


wo C= log (4 c). Ferner ist nach (B): 


do da sy. aT aT 
IN as? mithin an 4° = ap @; 


oder falls man statt der fiussern Normale N die innere Normale vy ein- 
fiihrt: 
aT 


- dé = 


dT 


‘ry da, 


oder falls man hier fiir 7 seine Entwicklung (D) substituirt: 


(E) +e d6= {1 + > e—"> [(e"* + e—™*) cos nu Cos N@ 
n=1 


+ (e"* —e-™*) sin nw sin na} da. 


Diese Formeln vorangeschickt, wollen wir nun das Potential 


T 


einer auf der Ellipse ausgebreiteten Doppelbelegung vom Momente u 
zu berechnen versuchen, unter der Voraussetzwng, dass pw liings der 
Ellipse abtheilungsweise stetig, mithin entwickelbar sei in eine 
Fourier’sche Reihe: 


rz=—@2 


(G) b= to = Ay + > (An cos na + B, sin na). *) 


*) Wir bezeichnen den peripherischen Punkt (@, w) mit o, und den daselbst 
vorhandenen Werth des Momentes w mit p,. 
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Substituiren wir in (F) die Werthe (G), (E), so erhalten wir fiir das 
Potential W im Punkte i(¢, «) den Ausdrack: 
(H) W,;=2xA,+2 4 e—"9 [(en* + e-™*) A, cos nu 

a=1 

+ (e™* — e—™*) B, sin nu). 

Und hieraus folgt, falls wir den Punkt i(¢, #) unendlich nahe an den 
peripherischen Punkt 6 (#, @) heranriicken, mithin ¢ in #, und wu in 
@ tibergehen lassen: 


r2=@ 


(1) Wig = 22 A, + x > [(A, cos nwo + B, sin no) 


n=1 


+ e—2"9 (A, cos no — B, sin no)}. 


Nach dem Satze Wa. gilt aber fiir jeden peripherischen Punkt o die 
Relation : 


(K) We = Wis — Tle} 
und hieraus folgt durch Substitution der Werthe (G), (I): 


(L) We=2A,+2 - e-2"9 (A, cos nwo — B, sin na). 
n=1 


Hieraus endlich folgt durch Differentiation: 


r—=—D 








aW, , 
= = 2 he ne-*"? (— A, sinna — B, cos na), 
uy = 
aw, ~e] : 
] = >) ntem2n9 (— A, cos no + B, sin na), 
na=1 


ete. ete. ete. 


Nach unserer Voraussetzung ist mw lings der Ellipsenperipherie 
abtheilungsweise stetig, also die Reihe (G) convergent fiir jedwedes a. 
Solches iibertriigt sich auf die Reihen (L),(M). Ja noch mehr! Diese 
Reihen (L), (M) sind nicht nur convergent, sondern werden auch, in 
Folge der in ihnen enthaltenen iichten Briiche e—?"%, Werthe besitzen, 
die lings der Ellipsenperipherie allenthalben stetig sind. 

Diese Stetigkeit der Functionen 


aw, aw, 








(P) Wa, =e dat» ete. ete. 
iibertrigt sich auf die unctionen 

, dW, & W, 
(Q) Wi, is ? = ’ ete. etc. ; 


wie man solches aus den Formeln (C) sofort erkennt, da das dort 
vorhandene wy [zufolge seiner in (B) gegebenen Definition] niemals 


Mathematische Annalen. XVI. 28 








426 C. Neumann. 


Null werden kann. Wir gelangen somit, indem wir die Functionen 
(Q) mit W,, W.', Wa’, etc., ete. bezeichnen, zu folgendem Resultat: 

Denkt man sich auf der Ellipse eine Doppelbelegung angebracht, 
deren Moment u abtheilungsweise stetig ist, wnd bezeichnet man 
das von dieser Doppelbelegung auf irgend einen peripherischen Punkt s 
ausgeiibte Potential mit 


(23) Ww, = J of ude, 
so werden 


Wa Wer Wes Me, OO oe. 

(die Ableitangen gebildet gedacht nach der Bogenliinge des Punktes 
8) Funetionen sein, welche liings der Ellipse allenthalben stetig sind. 

Diese fiir Kreis und Ellipse geltenden Siitze (22) und (23) lassen 
sich nun ausdehnen auf beliebige Curven. Es gilt nimlich folgender 
wichtige Satz: 

Satz Wh. —- Denkt man sich eine geschlossene Curve gegeben, fiir 
welche 

o, #, ® stetig sind, *) 

und auf dieser Curve eine Doppelbelegung ausgebreitet, deren Moment 
uw abtheilungsweise stetig ist, und bezeichnet man das von dieser 
Belegung auf einen peripherischen Punkt s ausgeiibte Potential mit 


(24) W.= | o* ude, 


so werden 
W,, Ws; und W,” 


(die Ableitungen gebildet gedacht nach der Bogenliinge des Punktes s) 
Functionen sein, welche liings der Curve iiberall stetig sind. 

Ohne auf den Beweis dieses Satzes hier niiher einzugehen, will 
ich nur bemerken, dass derselbe deswegen nicht ganz einfach ist, weil 
das Integral (24) eine Differentiation nach der Bogenlinge s unter 
dem Integralzeichen nicht vertrigt**). 


*) &, #, @” sollen die anf Seite 410 angegebenen Bedeutungen haben. 

**) Das in (24) enthaltene 7 bezieht sich auf zwei peripherische Punkte « 
und s, falls man nimlich unter 6 den Ort des Elementes do versteht. Gleich- 
zeitig repriisentirt » die im Punkt o auf der Curve errichtete innere Normale. 
Differenzirt man nun aber den von diesen beiden Punkten 6 und gs abhiingenden 


Ausdruck ar nach der Bogenliinge s des Punktes s, so zeigt sich leicht, dass 


2 
der so entstehende Differentialquotient <e unendlich gross. wird, sobald man 


jene beiden Punkte o und s einander unendlich nahe riicken lisst. Somit ist also 
eine Differentiation des Integrals (24) nach der Bogenliinge s wnter dem Integral- 
zeichen in der That wnzulidssig. 
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‘ § 7. 
Einige Satze tiber Potentialfunctionen. 


Um fiir unsere Untersuchungen — wenn auch vielleicht auf Kosten 
einer zu starken Specialisirung — eine feste und wohldefinirte Basis 
zu erhalten, wollen wir annehmen, dass die gegebene geschlossene 
Curve zweiten Ranges ist, und @, &, &” stetig sind. Langs dieser 
Curve kann, wie aus meiner Methode des Arithmetischen Mittels her- 
vorgeht (vgl. d. Math. Ann. XIII., Seite 287), die gegebene Masse Kins 
in soleher Weise vertheilt werden, dass ihr Potential auf alle innern 
Punkte constant ist. Auch wird sich (vgl. d. Math, Ann. XIII., 8. 287) 
eine solche Vertheilung nur auf einerlei Art bewerkstelligen lassen. 
Bezeichnet man also die Dichtigkeit dieser Massenvertheilung mit y», 
und den constanten Werth ihres innern Potentials mit [, so ist y 
eine der Curve 6 eigenthiimliche Function, und [ ein ihr zugehdriger 
constanter Parameter. 

Je nach Beschaffenheit der Curve 6 wird der Parameter [ positiv, 
null, oder negativ sein; wobei zu bemerken, dass der Fall [ = Null 
einen Ausnahmefall constituirt, fiir welchen manche der sonst statt- 
findenden allgemeinen Siitze ihre Giiltigkeit verlieren. Um die hieraus 
erwachsenden Schwierigkeiten resp. Weitliufigkeiten zu vermeiden, 
wollen wir jenen singuliren Fall ganz ausschliessen, also festsetzen, 

die Curve solle geschlossen und zweiten Ranges sein, ferner 
solle jede der Funetionen 
(25) a, a, 
stetig sein, und iiberdies solle endlich die Curve von solcher Beschaffen- 
heit sein, dass thr Parameter T einen von Null verschiedenen 
Werth hat. 

Durch diese gegebene Curve wird die unendliche Ebene in zwei 
Gebiete zerlegt, das iiussere und das innere. Und wie tblich wollen 
wir unter einer Potentialfunction des dussern Gebietes das Potential 
irgend welcher Massen verstehen, welche theils innerhalb der Curve, 
theils auf derselben sich befinden. Ebenso wollen wir andererseits 
unter einer Potentialfunction des inneren Gebietes das Potential irgend 
welcher Massen verstehen, die theils ausserhalb der Curve, theils auf 
derselben ausgebreitet sind. Alsdann gilt zuniichst folgender Satz: 
(26) Satz I. — Ist léings der gegebenen Curve (25) irgend eine stetige 
Function f vorgeschrieben, so existirt immer eine, und nur eine einzige, 
Potentialfunction des inneren Gebietes, welche auf der Curve mit f 
identisch ist. 

NB. Fiir das éussere Gebiet gilt der analoge Satz. 

Man findet den Beweis dieser Siitze in meinen Untersuchungen 
28* 
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iiber das Logarithmische und Newton’sche Potential (Leipzig 1877), 
namentlich aber auch in den Math. Annalen, Bd. XIII., Seite 288 — 290. 

Zu diesem schon bekannten Satze I. sind wir aber, gestiitzt auf 
die in den vorhergehenden Paragraphen mitgetheilten Ergebnisse, noch 
einige neue Siitze hinzuzufiigen im Stande. Wir wollen diese Sitze 
der Reihe nach auffiihren, und jedesmal den Beweis folyen lassen. 
(27) Satz 11. — Ist eine Potentialfunction des innern Gebietes 
sammt ihrer peripherischen Ableitung lings der Curve stetig [und ihre 
zweite peripherische Ableitung abtheilungsweise stetig|*), so wird ihre 
normale Ableitung ebenfalls lings der Curve stetig sein. 

NB. Fiir das éussere Gebiet gilt der analoge Satz. 

Bezeichnen wir, um auf den Beweis dieses Satzes niiher einzu- 
gehen, die betrachtete Potentialfunction des innern Gebietes mit Q, 
und die Werthe von Q auf der Grenze dieses Gebietes d. i. auf der 
gegebenen Curve mit f, ferner die Ableitungen von f nach der Bogen- 
linge mit f’, f’, f’”, ---, so sind nach der gemachten Voraussetzung 
(28) f und r stelig, : 

und f” abtheilungsweise stetig. 
Denken wir uns diese peripherischen Werthe f wirklich gegeben, 
so kann die Function Q berechnet werden mittelst der Methode des 
arithmetischen Mittels, also dargestellt werden als das Potential einer 
gewissen auf der Curve ausgebreiteten Doppelbelegung; so dass wir 
also, indem wir das Moment dieser Doppelbelegung mit w bezeichnen, 
zu folgender Formel gelangen: 


(29) an J oF ude. 


Gleichzeitig ergiebt sich aus jener Methode des arithmetischen Mittels**), 
dass das Moment 
(30) uw lings der Curve stetig 


*) Bezeichnet man also die Randwerthe der in Rede stehenden Potential- 
function mit f, und die Ableitungen von f nach der Bogenlinge mit /’, f’, f’’,---, 
so soll vorausgesetzt werden, dass 
(a) f und f’ stetig sind, 

(B) und dass f” abtheilungsweise stetig sei. 


Im vorstehenden Satz (27) habe ich die Bedingung (a) vorzugsweise betont, hin- 
gegen die Bedingung (8), welche, wenn (qa) erfiillt ist, in den meisten Fallen 
schon von selber erfiillt sein wird, nur in Parenthese beigefiigt. Und in ihn- 
licher Weise werde ich auch in den folgenden Siitzen verfahren, um auf diese 
Weise die eigentliche Hauptsache deutlicher hervortreten zu lassen. 

**) Vergleiche meine Untersuchungen tiber das Logarithmische und Newton'- 
sche Potential (Leipzig 1877), Seite 201. 
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ist. Markiren wir nun auf der gegebenen Curve einen beliebigen 
Punkt s, so ist nach Satz Wa. (Seite 411): . 


(31) HU, = Q;, — Q,, 
oder weil Q;, (nach der Definition von f) identisch mit f, ist: 
(32) Hus =f, — Q,. 


Gestiitzt auf die Thatsachen (25) und (30), kénnen wir nun aber auf 
das Potential Q den Satz Wh. (Seite 426) anwenden, und erkennen 
alsdann sofort, dass 

(33) Q,, Q', Q." lings der Curve stetig 

sind. Mit Riicksicht auf (28) und (33) folgt jetzt aus der Formel (32) 
sofort, dass 

Us, Us stetig sind, 

(34) und u,” abtheilungsweise stetig. 


Und hieraus endlich folgt, mittelst des Satzes WA. (Seite 413), dass 
OQ » (AQ 
Oe? d. 1. (=), 
ebenfalls lings der Curve stetig ist. Q. e. d. 
In ahnlicher (nicht ganz in derselben) Weise kann man den ana- 
logen Satz fiir das dussere Gebiet beweisen. 


(35) Satz Im. -— Ist eine Potentialfunction des innern Gebietes 
sammt ihrer peripherischen Ableitung ldangs der Curve stetig [und ihre 
zweite peripherische Ableitung abtheilungsweise stetig], so wird die- 
selbe immer darstellbar sein als das Potential einer auf der Curve aus- 
gebreiteten einfachen Belegung. Und zwar wird die Dichtigheit dieser 
Belegung liings der Curve stetig*) sein. 

NB. Fiir das éussere Gebiet gilt der analoge Satz. Denkt man 
sich ferner zwei Potentialfunctionen respective des innern und dussern 
Gebietes, welche den in Rede stehenden Bedingungen entsprechen, und 
tiberdies lings der Curve identisch sind, so werden beide dar- 
stellbar sein als Potentiale ein und derselben Belegung. 





Beweis. — Die in diesem Satze gemachten Voraussetzungen sind 
identisch mit denen des vorhergehenden Satzes. Ist also U die diesen 
Voraussetzungen entsprechende Potentialfunction des innern, und V 
diejenige des aiussern Gebietes, so werden 

oU av 
(v die innere und N die dussere Normale der Curve) 
lings der Curve stetig sein (zufolge des vorhergehenden Satzes). Gleiches 
gilt von U und V selber. Machen wir ferner, um uns unsere Auf- 


*) Dies das punctum saliens. 
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gabe zu erleichtern, die Annahme, dass U und V lings der Curve 
gleichwerthig sind, so ist 
(37) Us = Va,*) 
wo 6 einen beliebigen Punkt der Curve vorstellt. 

Sind nun i und a zwei beliebige Punkte innerhalb und ausserhalb 
der gegebenen Curve, und 7% und 7% die Logarithmen der reciproken 


Werthe der Entfernungen (i6) und (a6), so gelten die bekannten 
Green’schen Formeln**): 


“(7 aT ou 
(s) 22 U; = {(v# ' _ fio °) a6 do, (do das beim Punkte 6 
: wr gelegene Element der 
(4) =| te 7 ar) do,  gegebenen Curve) 
‘ r tm V 
(E) 2a Vim f( ye — moe) ae, 


wo unter den Integralzeichen der Kiirze wegen U, V, J‘, T* fir 
Us, Vo, Tg‘, Ta* gesetzt sind. Diese Formeln (8), (&), (A), (E) sind 
im vorliegenden Fall villig correct, weil die Grissen (36), (37) léngs 
der Curve stetig sind. 

Durch Addition von (¢), (A) ergiebt sich mit Riicksicht auf (37): 


(38) 22U; = —f a ha ot ar) do; 


und ebenso ergiebt sich aus (0), (E): 


(39) on V,= — J qe (20 4 oF) do. 
Setzt man also zur Abkiirzung 

1 oU , aV 
(40) a= — ae (e+ SR): 


so erhilt man: : 
U; =f Tiqdo, 
Va =f Tqdo. 


*) Durch diese Annahme wird die Allgemeinheit unseres Beweises nicht be- 
eintrachtigt. Denn ist z. B. U irgend eine beliebige, den Voraussetzungen unseres 
Satzes entsprechende Potentialfunction des innern Gebietes, so kénnen wir uns 
[nach Satz I.] jederzeit eine Potentialfunction V des dussern Gebietes construirt 
denken, welche mit U lings der Curve o gleichwerthig ist. Und der Beweis, den 
wir zu geben im Begriff sind, zeigt alsdann, dass unser Satz richtig ist fiir jene 
beliebige Potentialfunction U. 


**) Vergl. meine Unt. wiber das L. u. N. Potential (Leipzig 1877), Seite 19 
(41. d, e) und Seite 21 (42. @, 2). 
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Diese Formeln aber zeigen, dass U; und V, angesehen werden kénnen 
als die Potentiale einer gewissen auf der Curve ausgebreiteten ein- 
fachen Belegung. Die Dichtigkeit q dieser Belegung hat den in (40) 
angegebenen Werth, und ist also, ebenso wie die Gréssen (36), lings 
der Curve stetig. Q. e. d. 

(42) Satz IV. — Liings der Curve (25) sei irgend eine Function f 
gegeben; und zwar sei diese Function sammt ihrer peripherischen Ab- 
leitung stetig [und ihre zweite peripherische Ableitung abtheilungs- 
weise stetig]. Ferner bezeichne f, den Werth dieser Function in einem 
variablen Punkte s der gegebenen Curve. Alsdann wird stets eine ge- 
wisse einfache Belegung der Curve existiren, deren Potential auf 
den Punkt s gleich f, ist. Und zwar wird die Dichtigkeit dieser Be- 
legung lings der Curve stetig sein. 

Beweis. Um den Beweis zu fiihren, brauchen wir uns nur die- 
jenige Potentialfunction U; vorzustellen, welche liings der Curve mit 
f gleichwerthig ist. (Dass eine solche Potentialfunction U; wirklich 
existirt, erhellet aus dem Satze I.) Fiir dieses U; ergiebt sich alsdann 
(nach dem Satze III.) folgende Darstellung: 


U; = f Tiqde, 
oder ausfiihrlicher geschrieben: 
(43) U;= {Ts qde, 
WO qo lings der Curve stetig ist (wie wiederum aus Satz III. hervor- 


geht). Aus dieser Tormel (43) folgt aber, wenn man den Punkt 7 
nach der peripherischen Stelle s hinriicken lisst: 


(44) U, =f Ts qado, 
oder weil (nach der Definition von U) U, =f, ist: 
(45) f=fTeqsd6. Qe d. 


Bemerkung. Der Uebergang von (43) zu (44) unterliegt keinem 
Bedenken. Denn die Formel (43) gilt fiir jedwede Lage des Punktes 
i, wie nahe derselbe an den peripherischen Punkt s auch heranriicken 
mag. Und gleichzeitig unterliegt es keinem Zweifel, dass, bei einer 
solechen Anniherung von ¢ gegen s, sowohl die linke als auch die 
rechte Seite jener Formel gegen bestimmte endliche Werthe conver- 
giren*). Folglich miissen diese Werthe einander gleich sein. 


*) Bei der rechten Seite der Formel ergiebt sich solches aus dem Umstande, 
dass q, lings der Curve stetig ist. 











Neue Satze tiber das Newton’sche Potential. 


Von C. Neumann in Leipzig. 


Ich werde im Folgenden die im vorhergehenden Aufsatz iiber das 
Logarithmische Potential angestellten Untersuchungen zu iibertragen 
suchen auf die Theorie des Newton’schen Potentials. Doch mag es 
mir dabei gestattet sein die zur Giltigkeit der einzelnen Sitze erforder- 
lichen Stetigkeitsbedingungen weniger ausfiihrlich (und also auch weniger 
strenge) anzugeben, als solches im vorhergehenden Aufsatz geschehen ist. 


§ 1. 
Festsetzungen und Bezeichnungen. 


Kine geschlossene Fléche sei dargestellt durch die simultanen 
Gleichungen: 


E= (u,v), 
(1) 7=v(u,»), 
f= x(u, v), 


wo &,, € die rechtwinkligen Coordinaten, und w, v beliebige Variable 
vorstellen. Bezeichnet d4 das vom Punkte (uw, v) zum Punkte 
(wu + du, v + dv) gehende Linienelement, so wird: 

(2) d#? = Edw? + 2Fdudv + Gdv’. 

Denkt man sich ferner im Punkte (u,v) in der Richtung des Linien- 
elementes dA einen Normalschnitt der gegebenen Fliiche construirt, 
und den Kriimmungsradius dieses Schnittes im Punkte (w,v) mit r 
bezeichnet, so ist bekanntlich: 


(3) 1 edu? + 2f dudv + gdv? 


7 £Ldw+2Fdude+ Gde on 
In diesen Formeln (2), (3) haben E, F, G und e, f, g die Werthe: 
E= &? + n°? + &?, e=AE, + By, +h, 
(4) G= §, + 9,” + &?, 9 = Abn + Bry + FE», 
F = 5,8. + mM + bb, f= Ab. + Bay +h, 








*) In (2), (3) sind Z, F, G die Gauss’schen Bezeichnungen. Hingegen 
> ¥ F 
H’ H° ZT 


findet man fiir e, f, g bei Gauss die Bezeichnungen 
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wo die Indices 1 und 2 partielle Ableitungen respective nach und v 
andeuten, und wo A, B, F die Richtungscosinus der im Punkte (wu, v) 
auf der Flache errichteten innern Normale vorstellen. 

Wir wollen nun der Einfachheit willen annehmen, die Parameter 
u, v seien so gewahlt, dass die Curven 
(5) u = Const., und v = Const. 
die Kriimmungscurven sind. Alsdann sind bekanntlich F und f iden- 
tisch = 0; so dass die Formeln (2), (3) die einfachere Gestalt an- 
nehmen: 
(6) di? = Edw? + Gdv’, 
(7) 1 edu®+gdv? | 


+ Edw+Gdv? 
woraus hervorgeht, dass die Hauptkriimmungsradien R und S im Punkte 
(u,v) die Werthe haben: 


2. 1. 6 » ee 
(3) 7... =. 2 

Fiir das Flichenelement do, d. i. fir das von vier Kriimmungs- 
curven begrenzte unendlich kleine Rechteck ergiebt sich der Ausdruck: 


(9) ‘dé=Hdudv, wo H?= EG ist. 


Und unter Anwendung ebenderselben Grosse H ergeben sich fiir die 
Richtungscosinus A, B, f der in (u,v) errichteten innern Flichen- 
normale, so wie fiir die Richtungscosinus «,, B,, y, und «,, B,, 72 der 


im Punkte (w, v) construirten Kriimmungscurventangenten folgende 
Werthe: 





iin iit Safe Sele , a, = , et, = 2 
oo b1b2 — && _——7. —— 
(10) C= ae » i= VE’ B, = VG , 


c= bm — bm : 4 . ae 
wo (ebenso wie vorhin) &,, 4,, & und &, m., § die partiellen Ab- 
leitungen von &, 7, € resp. nach w und v vorstellen. 
Meistentheils sollen iibrigens die Kriimmungscurventangenten 
(a,, B,, y,) und (a, B,, y.) kurzweg mit rt, und t,, desgleichen die 
innere Normale (A, B, [) mit » bezeichnet werden. Endlich mag unter 
t eine Tangente von beliebiger Richtung verstanden werden. Auch 
mag der Punkt (w,v), von welchem alle diese Linien v, t,, t, und t 
ihren Ausgang nehmen, kurzweg mit s bezeichnet werden. 
Ueberhaupt sollen die Indices s, a, i und as, is in analogem 
Sinne gebraucht werden, wie im vorbergehenden Aufsatz (vergl. 
Seite 410 und 411). 
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§ 2. 
Das Potential V einer auf der Fliche ausgebreiteten einfachen Belegung, 
und das Potential W einer daselbst ausgebreiteten Doppelbelegung. 
Es handelt sich in diesem Paragraphen um die Recapitulation 
einiger schon bekannter Sitze. 
Satz Va. — Denkt man sich die Fliiche versehen mit einer ein- 


fachen Belegung von der Dichtigkeit q, und macht man die Voraus- 
setzungen , 


dass die Fliiche, abgesehen von einzelnen Kanten und Ecken, 
von stetiger Biegung sei, 

und dass andererseits die Dichtigkeit q auf der Fliche ab- 
theilungsweise stetig sei, 


(11) 


so wird das von dieser Belegung auf den Punkt (x,y, 2) causgeiibte 
Potential 
V = {Tqde 


im ganzen Raume allenthalben stetig sein. 
Selbstverstindlich soll hier T= + sein, -wo r der Abstand des 


Punktes (x, y, 2) vom Flichenelement do vorstellt. 

Satz Wa.— Denkt man sich die Fliche verschen mit einer Doppel- 
belegung vom Momente uw, und macht man die Voraussetzung , 

dass die Fliche von stetiger Biegung sei, 

(12) [ dass ferner das Moment wu auf der Fléche iiberall 

stetig se, 
so wird das von dieser Belegung auf den Punkt (x,y, 2) ausgeiibte 
Potential 


(A) W— {2% ude 


im Raume iiberall stetig sein, mit Ausnahme der gegebenen Fliche. Es 
bilden néiimlich die W, inclusive der W,, ein iiberall endliches und 
stetiges Werthsystem; und die W; inclusive der W;, bilden ein zweites 
solches System. Diese beiden Systeme aber stossen in der Fliiche in un- 
stetiger Weise zusammen, entsprechend der Formel: 
(B) Was a Wis ae 4mu,, 
wo mu, den Werth von w im Punkte s vorstellt.*) 

Auch mag bemerkt sein, dass die Grenzwerthe W,, und W;, zu 


dem im Punkte s vorhandenen directen Werthe W, inj der Beziehung 
stehen: 


*) Man findet den Beweis dieses Satzes in meinen ,,Unters. tib. d, Log. u. 
Newt. Potential“ (Leipzig 1877), Seite 139 und 149. 
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(6) W., = W,— 22p,, 
: Wi, = W,-+ 2xu,. 

Man kann iibrigens diesen Satz leicht auch auf den Fall ausdehnen, 
dass die Fliche nicht iiberall von stetiger Biegung, sondern mit ein- 
zelnen Ecken und Kanten behaftet ist. In diesem Fall treten in den 
Relationen (B), (C) noch gewisse Glieder hinzu.*) 


§ 3. 
Die ersten Ableitungen der Potentiale V und W. 


Die neuen Sitze, welche ich in diesem Paragraphen, ohne weitere 
Begriindung, mittheilen werde, mégen, ebenso wie die analogen Siitze 
iiber das Logarithmische Potential, mit VB. und W8. bezeichnet 
werden. 

Satz VB. — Macht man die Voraussetzung, 

po die Fiche von stetiger Biegung sei, 
(13) und dass andererseits q auf der Fiche iiberall stetig 
| Sei, 
so lassen sich die ersten Ableitungen des Potentials 
(A) V =fTqdo 
in die Form & -+- YW versetzen, wo B das Potential einer gewissen auf 
der Fliche ausgebreiteten einfachen Belegung, und %8 das Potential 
einer gewissen daselbst ausgebreiteten Doppelbelegung vorstellt. So 2. B. 


‘ 


kann die Ableitung ev folgendermassen ausgedriickt werden: 


(By Mim fr (Cath) + (Fe) \ oe 4 BF (_gayas, 


wo die Indices 1 und 2 partielle Ableitungen resp. nach u und v an- 
deuten. 

Aus (B) ergiebt sich mittelst der Sitze Va. und Wa., dass fiir 
jeden Punkt s der Fliiche die Relation stattfindet: 


© 20) — (Bm tan em (on 2) 


und hieraus ergiebt sich weiter, falls man die v-Axe einmal mit der 
(beliebig gerichteten) Tangente +, das andere Mal mit der innern 
Normale v zusammenfallen lisst: 


Gs )— G),=9, 
Sea (Fem 404 


(D) 


*) 1. c. Seite 139 und 149. 
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Satz Wf. — Macht man die Vorausseteung, 


dass die Fliiche von peal ree Sei , 
ou 


(14) und dass ferner uw, Fu? oe auf der Fléche stetig 
sind, 

so lassen sich die ersten Ableitungen des Potentials 

(A) W= — {3 - pede, 


in die Form 8+ % versetzen. So kann 2. B. die Ableitung ow 
Fenn ausgedriickt werden: 


(B) % Ww (7 { (73 Bag) + (43"),} a+ as = (Pfs rt wet do, 


wo co Indices 1 und 2 peu Ableitungen resp. nach u und v an- 
deuten. 


Aus (B) ergiebt sich mittelst der Siitze Va. und Wa.: 


O  M-@n---(+9), 
oder was dasselbe ist: 
(CC) (=). — (= ~). =—4a (3 cos (p, z)). 


Was die hier auftretende Richtung p betrifft, so denke man sich 
vom Punkte s aus eine Parallele zur x-Axe gezogen; alsdann repri- 
sentirt p die senkrechte Projection dieser Parallele auf die Tangential- 
ebene 1, 7). 

Nimmt man zur «- Axe eine (beliebig gerichtete) Tangente t, so 
wird offenbar p identisch mit t, also (p, x) = 0, und cos(p, x) = 1. 
Nimmt man andererseits zur «-Axe eine Richtung, die von der Rich- 
tung der Normale v nur unendlich wenig verschieden ist, so wird 
(p, x) sehr nahezu = 90°, also cos(p,#) sehr nahezu = 0. Somit 


ergiebt sich: 
(F.- GO —4=G),> 
+3 oe (5 o 


§ 4. 
Ueber die héheren Ableitungen der Potentiale V und W. 


Allgemeiner Satz. — Dient P als Collectivbezeichnung fiir die Po- 
tentiale V, W, so kann im Allgemeinen jede Ableitung 
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in die Form & + QW versetet werden. Vgl. die analogen eet 
des vorhergehenden Aufsatzes, Seite 415. 
Will man aber diesen Satz nicht im Allgemeinen, sondern mit 
wirklicher Genauigkeit hinstellen, so sind die Fille 
(16) t+m+n=—1,2,3,4,- 
einzeln zu untersuchen. Der Fall 1 + m+ n= 1 ist bereits im vor- 
hergehenden Paragraphen absolvirt. Was den niichstfolgenden Fall 
1+ m-+ n= 2 betrifft, so gelangt man zu folgendem Resultat. 
Satz Vy. — Macht man die Voraussetzwhg, 


dass die Fliche von stetiger Biegung und Kriimmung 


(17) sei, 





ag ; 30 auf der Fliche stetig sind, 


so lassen sich die zweiten Ableitungen des auf den Punkt (x,y, 2) aus- 
geiibten Potentials 


und dass ferner q, 








(A) V = f[Tqdo 
in die Form & +- YW versetzen, nimlich in folgender Weise darstellen: 
(B) a ={73 do+ f¥ mde, 
(C) deep JT IA + fF mde, 
wo z. B. m und m die Werthe haben: 
! 4 1 1 ¢ 
(0) m= — 2A( Se + BS) + a(F+9—-G+a)4), 
— __ (Abi + Bay) aA ie EB oe 
Ot — ig + ey 


+(e vf Saf —G+-4) AB). 
Aus (B), (b) folgt mittelst der Sitze Va. und Wa. die Relation: 
av av qe Ge & 
©) (Gar) (Gar) = 884 Ge + Ve) 
1 1 
—40q(G+9-Gt+H)4), 
Dabei sei erinnert, dass R, S die Hauptkriimmungsradien der Fiche 
im Punkte s vorstellen, und dass A, a@,, a, die Bedeutungen haben: 
A = cos (v, 2), a, = cos (t,, 2), G, = COS (T,, 2), 


wo t, und t, die im Punkte s construirten Tangenten der Haupt- 
kriimmungscurven repriisentiren. Die Formel (D) gewinnt eine beson- 
ders einfache Gestalt, wenn man zur w-Axe eine der Richtungen 
T),T),v wahlt. Denn man erhilt in diesem Fall: 
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Fa — Fanum — “Ft 
or? Or? R? 
(E) (Fs) — (2). aoe a, 


av 1 1 
(F)., —- Gs = + 4x¢ (x + 3): 
Nimmt man ferner zur x- Axe eine im Punkte s construirte Tangente 
t von beliebiger Richtung, so ergiebt sich aus (D) 


®) (4) — (Brat 4g (Se 4 ee), 


ot 





In thnlicher Weise kénnen andererseits auch die Formeln (C), (c) 
benutzt werden zur Ableitung gewisser speciellerer Formeln. 


§ 5. 
Beilaufige Bemerkung. 


In meinen mehrfach citirten Untersuchungen iiber das Logarith- 
mische und Newton’sche Potential (Leipzig 1877) bespreche ich auf 
Seite 153 die sogenannte vierte Eigenschaft des Potentiales W, d. i 
den durch die Formel: 

OW as oW,, 

“Op ~—sop 
ausgedriickten Satz; und hebe dabei ausdriicklich hervor, dass ich fiir 
diesen Satz nach einem Beweise von hinliinglicher Strenge vergeblich 
gesucht hiitte, dass aber der Satz gliicklicherweise von keiner besondern 
Bedeutung sei fiir die dort verfolgten Zwecke. 

Dieses Misstrauen, mit dem ich schon damals jenen Satz (jene 
vierte Eigenschaft des Potentiales W) betrachtete, war nur zu wohl 
gerechtfertigt. In der That wird jener Satz, wie aus meinen gegen- 
wartigen Untersuchungen (vgl. namentlich die Sitze WB. Seite 413 u. 
436) hervorgeht, nur dann giiltig sein, wenn die Richtung p normal 
steht zur gegebenen Curve oder Fiche. 
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A. Cayiey of Cambridge. 


By 





Correction to the Paper ,,On the finite Groups of linear 
Transformations of a Variable ‘“‘*). 


The Table of the Groups of 12 and 24 should be as follows: 




















a B Y 8 
1 | 1 0 0 1 ly 
| =e “0 0 1  |ab-ed 
3 | 0 Pm 1 0  |\ae-bd 
4 | 0 —1 1 0 jad-be 
5 «4 “2 1 1 =| abe 
6 —1 a | 1 a acb 
7 1 —?t 1 + ade 
8 —7 —1 | 1 —1 acd 
9 i i | 1 <a adb- 
10 1 a | 1 —i abd 
11 —1 =e 1 —§ bed 
12 i a | 1 i bde 
13 i ea 0 1 \adbe 
14 —i 0 0 1 acbhd 
15 0 i 1 0 ed 
16 0 i —1 0 ab 
17 1 —1 1 1 acdb 
18 —i —1 1 a bd 
19 a 1 1 a abcd 
20 1 1 1 —1 be 
21 —1 —1 1 —1 abde 
22 a —1 1 —t ac 
23 —i | 1 1 -- 7 adcb 
24 —1 1 | 1 1 ad 





*) Siehe pag. 260 dieses Bandes 
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viz. the last 12 symbols adbc, ---, ad, should be substituted for those 
of the original Table. I erroneously assumed that the symbol adcb 
could be taken as corresponding to the linear transformation iz, but 
this was obviously wrong, for it gave bd as corresponding to the 
transformation — iz, and these are not of the same order, but of 
the orders 4 and 2 respectively: the proper symbol is adbec, as 
mentioned above, and the remaining eleven symbols are then at once 
obtained. 


Cambridge, 17. Febr. 1880. 

















Theorie der Transformationsgruppen I. 
Von 


Sopnus Liz in Christiania. 


In einer Reihe Abhandlungen, unter denen die nachstehende die 
erste ist, beabsichtige ich eine neue Theorie, die ich die Theorie der 
Transformationsgruppen nenne, zu entwickeln. Die betreffenden Unter- 
suchungen, mit denen ich mich seit 1873 eifrig beschiiftige *), haben, 
wie der Leser bemerken wird, viele Beriihrungspunkte mit mehreren 
mathematischen Disciplinen, insbesondere mit der Substitutionstheorie ; 
mit der Geometrie und der modernen Mannigfaltigkeitslehre; und end- 
lich auch mit der Theorie der Differentialgleichungen. Am Schlusse 
dieser Arbeit fiihre ich alle friiheren mir bekannten Untersuchungen 
auf, die mit meiner Theorie der Transformationsgruppen mehr oder 
weniger verwandt sind. 

Diese erste Abhandlung zerfillt in zwei Abschnitte, von denen 
der erste die Bestimmung aller Transformationsgruppen einer einfach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit liefert, wihrend der zweite alle Gruppen 
einer gweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit bestimmt. Spiitere Ab- 
handlungen werden einerseits die allgemeine Theorie einer n-fach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit behandeln, andererseits im Anschlusse an 
die dargestellten Theorien neue Gesichtspunkte fiir die allgemeine 
Theorie der Differentialgleichungen entwickeln. 


Abschnitt L. 


Bestimmung aller Transformationsgruppen einer einfach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit. 


In diesem ersten Abschnitte erledige ich ein allgemeines Problem, 
das ich folgendermassen formulire. 





*) Gdttinger Nachrichten Nr. 22. 1874; Archiv for Mathematik og Naturvi- 
denskab, Bd. I., III., 1V., Christiania 1876, 1878, 1879. In der zuerst citirten Note 
findet sich bereits ein Resumé aller Resultate dieser Abhandlung. 


Mathematische Annalen. XVI 29 
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Problem. Man soll die allgemeinste Function f von x wnd r Pa- 
rametern a,, @, +--+ a, bestimmen, die eine Bedingungsgleichung von 
der Form 
(1) ff (@ ay ++ ae) dy ++ By) =f (we + +r) 
erfiillt, wobei vorausgesetet wird, dass die c; nur von den a und b ab- 
héingen. - 

Dieses Problem kann vielleicht iibersichtlicher formulirt werden, 
wenn man den Begriff Transformationsgruppe, den wir sogleich defi- 
niren, anwendet. 

Definition. Eine Schaar von Transformationen: 

v =f (wa,---+a,) 
wo x die urspriingliche, x die neue Variable, und die a; Parameter 
bezeichnen, bilden eine Transformationsgruppe, wenn die Succession 
zweier Transformationen der Schaar mit einer einzigen Transformation 
derselben Schaar dquivalent ist, wenn also aus den Gleichungen 

a =f (w a+ a) 

a” =f (x b, --+b,) 
hervorgeht 

a =f (%C,++- er), 
wo die c; blosse Functionen der a und b sind. 

Wir denken uns wie gewdhnlich die unbekannte Function 
f (x a,---+a@,) als eine nach ganzen Potenzen der Gréssen # und a; 
fortschreitende Reihenentwicklung, die innerhalb gewisser Bereiche 
dieser Gréssen convergirt. In Folge dessen ist f eine eindeutige und 
differentiirbare Function ihrer Argumente. Wegen der Form der Be- 
dingungsgleichung (1) tritt eo ipso die Forderung hinzu, dass die 
Gréssen 2, @,---a, derart gewahlt werden kénnen, dass der Werth 
der Grosse f(a a,---a,) nicht ausserhalb des Bereiches der Grosse 
x fallt. 

Befriedigt die Grésse f (x a, +--+ a,) eine oder mehrere Relationen 


von der Form 
é 
> (a, - + + Gy) ie =0, 


so kann die Zahl der Parameter erniedrigt werden. Sind niimlich 
a,-+-@,, unabhingige Functionen der a;, die die letzte partielle 
Differentialgleichung befriedigen, so kann f die Form 


f (@ a, +++ Op) = w (wa + + + @ 4) 
erhalten. 
Definition. Eine Gruppe mit r Parametern 
a =f (x a,---+4a,) 


heisst r-gliedrig, wenn die Zahl der Parameter nicht erniedrigt wer- 
den kann. 
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Mit Anwendung der eingefiihrten Terminologie kann unser Problem 
auch folgendermassen formulirt werden. 


Man sollalle r-gliedrigen Transformationsgruppen einer 
einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit bestimmen. 

Ist eine beliebige r-gliedrige Gruppe 2 —/f(xa,---a,) vor- 
gelegt, so findet man leicht neue r-gliedrige Gruppen. Sind in der 
That m und ® zwei beliebige inverse Functionen, so bestimmt die 
Gleichung 

a = © [f (9 (x) a,---a,)]) = F(a a,---a,), 
wie man unmittelbar verificirt, wiederum eine r-gliedrige Gruppe. 
Dabei ist zu bemerken, dass die vorgelegte Gruppe die Form 
a = 9 [F (® (2) a,+--a,)] 
erhalten kann, so dass die Beziehung zwischen den beiden Gruppen 
eine gegenseitige ist. 
Definition. Zwei Gruppen 
v=f (wa,---a,) 
uv =F (a a,---+ a,) 
heissen ihnlich, wenn die zweite Gruppe die Form 
a = ([f (p(x) a,---a,)), 
wo pm und ® inverse Functionen sind, annehmen kann, und also auch 
die erste Gruppe die Form 
v= 9 [F (®(2) a +++ a,)] 
erhalten kann. 

Aus dieser Definition folgt sogleich, dass zwei Gruppen, die mit 
derselben dritten Gruppe ihnlich sind, selbst ihnlich sind. Aehnliche 
Gruppen kann .man, wenn man will, als identisch auffassen. 


§ 1. 
Die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe. 


1. Das einfachste Beispiel einer Gruppe ist die sogenannte lineare 
Gruppe, die durch die Gleichung 





(1) f= StS 


~~ Ggt +a, 
definirt wird. Dass diese Gleichung eine Gruppe bestimmt, verificirt 
man, indem man die zweite Gleichung 


x” ayy a ay 
Oy XL aa Qs 


hinzufiigt, und darnach x” als Function von 2: 
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a 1+ aa, 
2 + Os Gy a+ Oy Ay + Oy Ay 
1 -+ a; dy 1 + a a 
berechnet; hierdurch ergiebt sich nimlich, dass auch x” eine linear- 
gebrochene Function von z ist. 
Setzt man 


a+ Stee 








a, ag 1 


a Qa,>=>>- —_— - Qa. = 
1 Gs? 2 ae 


? 


so kommt x’ =z. Hiermit erkennen wir, dass die successive Aus- 
fiihrung der beiden linearen Transformationen 


a Ag 1 
(4, @ 4s) und eer et = 
mit der identischen Transformation 2” = x fquivalent ist. Zwei 
solehe Transformationen, die sich gegenseitig aufheben, nennen wir 
inverse Transformationen. 
Setzt man in (1) 
a,=0, a, = 0, a,= 1, 
so erhilt man die identische Transformation « =z, die somit der 
linearen Gruppe angehért. Setzt man andererseits 
a= &,; Ga = a5 a,—1+¢8 
und betrachtet dabei ¢,, €,, &, also unabhiingigé infinitesimale Gréssen, 
so erhilt man durch Wegwerfung von inf. Gréssen zweiter Ordnung 
die infinitesimale Transformation 
, ia : 2 
&=2+ & — & «4 — & x. 
Insbesondere erhilt man durch passende Wahl der Gréssen ¢; die drei 
infinitesimalen Transformationen 


“£=2+A,, oder 0x = 4,, 7 
“=a2+A,zo, dx =A,2, 
“=—2-+ 4,2’, 02 = 1,27, 


aus denen sich alle weiteren infinitesimalen Transformationen der 
Gruppe linear zusammensetzen lassen. 


Die lineare Gruppe (1) enthéilt somit eine identische Transformation 
und drei unabhingige infinitesimale Transformationen. Die endlichen 
Transformationen der Gruppe ordnen sich paarweise als inverse Trans- 
formationen zusammen. 


2. In der Substitutionstheorie beweist man bekanntlich, dass die 
Substitutionen einer Gruppe sich paarweise als inverse Subsitutionen 
zusammenordnen lassen. Da nun der Unterschied zwischen einer Sub- 
stitutionsgruppe und einer Transformationsgruppe nur darin_besteht, 
dass die erste eine endliche Zahl, die letzte eine unendliche Zahl von 
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Operationen enthilt, so liegt es nahe, zu vermuthen, dass auch die 
Transformationen einer Transformationsgruppe sich paarweise als in- 
verse Transformationen zusammenordnen lassen. In friiheren Arbeiten 
kam ich zu dem Schlusse, dass dies wirklich der Fall sei. Da indess 
bei meinen betreffenden Untersuchungen implicite gewisse Voraus- 
setzungen iiber die Beschaffenheit der auftretenden Functionen gemacht 
wurden, so halte ich es fiir nothwendig, meiner Definition des Be- 
griffs Transformationsgruppe ausdriicklich die Forderung hineuzufiigen, 
dass die Transformationen der Gruppe sich paarweise als inverse Trans- 
formationen zusammenordnen lassen. Ich vermuthe allerdings, dass 
diese Forderung eine nothwendige Consequenz meiner urspriinglichen 
Definition des Begriffs Transformationsgruppe ist. Es ist mir aber, 
wie gesagt, unmdéglich gewesen, dies allgemein zu beweisen. 
Wir beschriinken uns also auf Gruppen 


a =f (ra, een ay), 


die die EKigenschaft besitzen, dass jedem Werthsystem a, --- a, ein 
solches Werthsystem a, --- a, entspricht, dass die Gleichung 


f(f (Ga, +++ Gr) @ +++ Oy) =a 
identisch besteht. 

Hieraus folgt nun zuniichst, dass diejenigen Gruppen, die wir 
betrachten, immer eine identische Transformation enthalten. Wir werden 
zeigen, dass sie zugleich infinitesimale Transformationen enthalten. 
Seien in der That a, --- a, und a, +--+ @, die Parameter zweier in- 
versen Transformationen einer Gruppe, und seien @, +--+ @, unab- 
hingige infinitesimale Gréssen. Alsdann kann der Ausdruck 


f (flea, +: Gy) Oy + @, +++ & + @,), 


indem inf. Gréssen zweiter Ordnung weggeworfen werden, die Form 


ai Of (f(wa, ++ a,) By +++ B, 
f oii *) + 2 es eS 1am 2 


erhalten. Und also enthalt unsere Gruppe die Transformation 


_—" Zz as [-Aee ea 


op, (84=0,,)? 
die eo ipso eine infinitesimale Transformation ist. Giebt man den 
unabhiingigen inf. Gréssen ; successiv verschiedene Werthe, so erhiilt 
man oo’—' verschiedene infinitesimale Transformationen, die aus den r 
infinitesimalen Transformationen 

Of (f (wa, +--a,) By- +> B,) 
éz = a, | ———_, —__—_ 

OB, a ae 

(k = 1; 2, +++ 9) 
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linear zusammengesetzt sind. Wir werden zeigen, dass diese r inf. 


Transformationen in dem Sinne unabhingig sind, dass keine lineare 
Relation der Form 


at ftom en) Ba- Be) 
> vel > a) a8, a, 


stattfindet. Fasst man nimlich die Gréssen f, a, --- @, als unab- 
hiingige Variabeln auf, so naihme eine solche Relation die Form an: 


Of (fa: - + @,) 
as Ui(a,---a,) = 0, 


woraus folgen wiirde, dass die Zahl der Parameter unserer Gruppe 
erniedrigt werden kénnte. 


Hiermit erhalten wir den folgenden wichtigen Satz 


Satz 1. Kénnen die Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe 
paarweise als inverse Transformationen zusammengeordnet werden, so 
enthdlt die Gruppe eine identische Transformation und r unabhingige 
infinitesimale Transformationen. 

Da die Ausdriicke unserer inf. Transformationen nicht allein z 
sondern auch a, --- a, enthalten, so scheint es zunichst denkbar, 
dass eine r-gliedrige Gruppe mehr als » unabhingige inf. Trans- 
formationen enthielte. Dann aber hiitte die Gruppe jedenfalls oo” 
verschiedene infinitesimale Transformationen, und das ist unméglich, 
da die Gruppe nur oo” Transformationen, die im Allgemeinen end- 
lich sein sollen, enthalten soll. 


Im Allgemeinen ist es vortheilhaft den r inf. Transformationen 
eine solche Form 





da = X(x)dt 
zu geben, dass X(x) nicht von a, --- a, sondern nur von « abhingt. 


§ 2. 
Beziehungen zwischen den infinitesimalen Transformationen 
einer Gruppe. 


Seien 
da = X, (x) dt, Ou = X,(x)dt----- Ox = X,(x)dt 
r unabhingige inf. Transformationen einer Gruppe 
a! = flea, ++ ++ a,); 
wir werden zeigen, dass die r Gréssen X,--- X,, die ge- 


wisse Functionen von x sind, paarweise durch einfache 
Differentialrelationen verbunden sind. 


3. Wir fiihren zuerst die endliche Transformation 


ua =f(za, +--+ ar), 
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sodann eine infinitesimale Transformation 


dal = (a, X,(a’) +: +--+ +2,X,(a’)) dt 


aus. Diese Aufeinanderfolge 
a” = f(a, +++ dp) + dt 2 Ap Xi (2’) 


soll nach der Definition einer Transformationsgruppe einer Trans- 
formation der Form 


xv’ =f(xa,+da, ---- a,+da,) 
aiquivalent sein. Dies giebt die Gleichung 


fw a, +a, +++) = f(way -++ ap) + dt > aXil(f) 
k 


oder durch Ausfiihrung und Wegwerfung von infinitesimalen Gréssen 
zweiter Ordnung 


ate da, = dt 4 4 X(f) - 
Kine solche Gleichung besteht, welche Werthe auch die Parameter 4, 
haben mégen, vorausgesetzt dass die Differentiale da, passende ent- 
d 
sprechende Werthe erhalten. Und da die Verhiiltnisse a nur von 


den Gréssen 4; und a;, dagegen nicht von x abhiingen, so bestehen 
insbesondere r ee der Form: 


X,(f)=A aes +A, ~ +.. ‘+4, = ie ’ 
X,(f) =B 2 + Rig +" ‘+B, xl, 








é 
X(f)= Ly fo + ly Go +-- +L, A, 
wo die Gréssen A;, B;,--- LZ; nur von a,,a,-++a, abhiingen. Hier 


darf die Determinante 
(A, B, atk L,) 


nicht verschwinden; denn dann bestiinde eine Relation der Form 


9, (4,-++ Gr) Xi(f) + +++ +O, (a,--- a) %(f) =9, 
und das ist unmdéglich, indem die r inf. Transformationen unabhiingig 
sind. Also erhilt man durch Auflésung r Gleichungen der Form 


AE oe M,X,(f) + ++» +X(f), 
@) Laman - + NX, ( 9, 





at R, xf) +- -+ RX,(f, 





























448 S. Lre. 


wo die Gréssen M; N; --- R; nur von a, a, --- a, abhingen. Die 
rechten Seiten dieser Gleichungen miissen paarweise den bekannten 
Integrabilititsbedingungen geniigen. In dieser Weise erhalten wir 


a aere Relationen, unter denen wir die erste 
0 Y 
“ 4 MX) = Zo, MXM) 


entwickeln werden. Dabei erinnern wir, dass die X; nur von dem 
einzigen an 2) f abhiingen. Also hommt 


0 = ( (Su GP) (> mx) - (> ™ ; “) (3 ann) 


om, ON, 
+ Ze Ody is am) X:, 
woraus 


dx, aN, aM, ) 
DZ won(% Gx WD (Ge -TE) ms, 
wo die Indices k und i alle Werthe 1,2 --- r durchlaufen sollen. In 

der Doppelsumme links kommt das Glied 
aX, aX, 
Xi de Xi ae 7 


zweimal vor, einmal mit dem Coefficient M,N;, ein ander mal mit 
dem Coefficient — M;N,. Daher kann die gefundene Bedingungs- 
gleichung auch folgendermassen ae werden: 


aN, ams) 
D> (MN. -M;N;) (a af a s.. af 7) = => (Fi-Ga Xi. 





k 
In Allem erhilt man neh solche at ae deren linke 
dX, 
Seiten hinsichtlich der ~7— = Gréssen X; fF — X, =f linear sind. 


Wir werden zeigen , pal diese Gleichungen sich hinsichtlich der be- 


r(r— 


1) . . . 
sprochenen —;—— Gréssen auflésen lassen. Dies folgt aus dem 
bekannten Satze: 


Ist die Determinante (a,' a,” ---a,”) = A von Null verschieden, 
so ist dasselbe der Fall mit derjenigen Determinante, deren Elemente 


die [ze5"]" Groéssen (aia, — aa) sind. Die neue Determinante 
ist gleich einer Potenz von A. 

Da niimlich die Determinante (M,N, --- R,) nach dem Voran- 
gehenden von Null verschieden ist, so muss dasselbe der Fall sein mit 
derjenigen Determinante , deren Elemente die Gréssen (M,N, — M,N) 
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u.s. w. sind. Und also findet man durch Auflésung der friher 


‘hes r(r—1 ‘ 
ree ( oe neue Relationen von 





gefundenen )) jinearen Gleichun gen 


der Form: 


» ae — X a = Cjn1 X, + Cina X_ +--+ + Cer Xr. 

Hier sind die Cx, Functionen von a,---a,. Und da die X, wie 
auch die Ausdriicke links nur von f abhiingen, und dabei die Gréssen 
fa, +++ a, als unabhingig betrachtet werden kénnen, so miissen die 
Cixs absolute Constanten sein. Hiermit ist der folgende fundamentale 
Satz gewonnen: 

Satz 2. Sind du = X,(x)dt ----du— X,(x)dt r unabhidngige 
infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe, so befriedigen 
die X paarweise Relationen der Form 


, aX, dX; 
Xj —_ X; —e Cini Xy + + + + Cir Xe, 





wo die cx; Constanten sind. 

Dieser Satz zusammen mit den Formeln (2) geniigt zur Bestimmung 
aller Transformationsgruppen einer einfach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit. 


§ 3. 
Infinitesimale Transformationen verschiedener Ordnung. 


Wir werden zeigen, dass die Zahl r der Parameter nicht 
grésser als drei sein kann. 

4. Seien wiederum 
(3) Ox = X,(x)dt--- dx = X,(ax)dt 
r unabhiingige inf. Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe. Wir 
denken uns die X;(xz) nach den Potenzen von (x — a) entwickelt 

> an 1 (@X, ‘ 
Xi(0) = Xi() + (Get) @—m) + 4 (GS) @- ay t+ 
und bilden die allgemeine infinitesimale Transformation 

02 = dt x a; X; 
der Gruppe. Dabei wird eo ipso der Ausdruck 2 4;X; nach den Po- 
tenzen von x — a, entwickelt. Und zwar ist es méglich, die Para- 
meter 4; derart zu wihlen, dass 2 A; X; die Form 
= A, X; —_— Ar (aw — sy"* “bp A, (x — LX)" ao eS 


erhilt. Dabei muss A,_; von Null verschieden sein, indem die Deter- 
minante 
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(G9) 
| 


a’"X,\ | 
a(S), es) 
wegen der Unabhingigkeit der infinitesimalen Transformationen (3) 
nur fiir specielle Werthe von x, verschwinden darf. 


Hieraus folgt nun sogleich, dass man immer r unabhingige infini- 
tesimale Transformationen in der Gruppe wihlen kann, die die Form 


Ou = (a,+ a,(v—a) + a,(v—a,)*? +--+ + ani(@—a,)"" + -+-) dt, 


62 = — (e— aa) + | % — ao) cv: Shh Saas a F " dt, 
oz = ae 2— — 4 “i re -- ay) + iy at, 
éz = (k,1 (v@— 2)" x --) dt 


besitzen, Wir sagen zuweilen, dass die letzte inf. Transformation von 
der (r—1)'** Ordnung in der Umgebung des Punkts 7 = 2, ist; dass 
die niachstletzte von der (r—2)'*" Ordnung ist u. s. w., und endlich 
dass die erste Transformation von nullter Ordnung ist. 

Sind nun die infinitesimalen Transformationen 


Ou = Y;(x) dt 
und 
beziiglich von der Ordnung ¢ und k, so ist der Ausdruck 
aY, ay, 
Yim — hae 


von der Ordnung (¢-++-%—1); und da dieser Ausdruck (Satz 2) die Form 
OYtaYy+:---+e5uYn4 
besitzen soll, so kénnen wir, wenn 
i+tk—1>r—-1 

ist, schliessen, dass alle ¢ gleich Null sind. Nun aber darf 

ay, ay, 
Vite da - aes “da 
nicht verschwinden, denn dann kiime Y; = Const. Y;, und das ist 
unmoglich, da die beiden inf. Transformationen unabhiingig sein sollen. 
Also erkennen wir, dass die Zahl (i-+4—1) nicht grosser als r — 1 
sein kann. Setzen wir daher, wie wir kénnen 


i=r—l, k=r—2, 
so kommt 


2r—4er—l1, 
woraus folgt, dass r héchstens gleich 3 sein kann. 
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5. Das Problem, alle Gruppen zu bestimmen, zerlegt sich also 
in’ die drei folgenden Probleme, 1. alle eingliedrigen Gruppen 
zu bestimmen, 2. alle zweigliedrigen Gruppen zu bestim- 
men, 3. alle dreigliedrigen Gruppen zu bestimmen. 

Ist 0x = X(x) dt die infinitesimale Transformation einer beliebigen 
eingliedrigen Gruppe x’ = /f(xa), so besteht, wie wir in § 2. sahen, 
eine Relation von der Form: 


d 
f — A(a)-X(f), 
woraus durch Integration 
ry d ‘ . 
xy =f A@ da, 


9 (f) = v(a) + Const. 
Zur Bestimmung der Integrationsconstante erinnern wir daran, dass 
die Grésse a einen solchen Werth a, erhalten kann, dass f(%a)) = x 
wird. Dies giebt 


oder 


p(x) = v(a,) + Const., 
9(f) — 92) = ¥(a) — Wa) = x(a), 


und durch Auflésung, wenn wir die inverse Function von g mit ® 
bezeichnen, 


woraus 


{(wa) = (p(x) + x(a). 
Jede eingliedrige Gruppe besitzt somit die Form 
a’ = O(p(x) + x(a)), 
und andererseits ist klar, dass diese Gleichung immer eine eingliedrige 
Gruppe bestimmt, was auch die Functionen » und x sein mégen. Dies 
giebt (siehe die Einleitung p. 443) den Satz 


Satz 3. Jede eingliedrige Gruppe einer einfach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit ist der linearen Gruppe x’ = x + a dhmlich. 


§ 4. 
Erledigung des aufgestellten Problems. 
6. Sind dv = X,(x) dt und dx = X,(x) dt die infinitesimalen 
Transformationen einer zweigliedrigen Gruppe 2 = f(xa,a,), 80 be- 
stehen nach dem Vorangehenden Relationen der Form 


JE — A(aya,) X(f) + B(a,a,) X2(P); 
(4) or. ((a,a,) X,(f) + D(a,a,) X,(f), 


OM, 


dX, dX 
xX, = — X, = = ¢, X, + ¢, X. 
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Dabei kénnen die Constanten ¢c, und ¢, nicht gleichzeitig gleich Null 
sein, indem sonst eine Relation der Form Const. X, + Const. X, = 0 
stattfiinde. Wir kénnen daher annehmen, dass z. B. die Grosse ¢, 
von Null verschieden ist. Wir setzen 


eX, + ¢,X, = X,’, 
1 , 
G X, = XY; 


alsdann kommt 


xX,’ Se. X,’ oo c¢, X, + X, = XY. 


dx dz 
Wir kénnen daher ohne Beschrinkung c, = 1, c, = 0 und also 
GX, aX, 
1 dz dx 
setzen. Betrachten wir hier X, als bekannt, X, als unbekannt, so 
finden wir durch Integration 


x,—x,/ =, 


und durch Einsetzung in die beiden ersten Gleichungen (4) 


ar ; t+ 
ja AXA +B: xf Xf)’ 


ar ‘ si a 2 
Hm e-X(H+D-xinf xi 
Fiihren wir hier die Grésse 
* df ( 
J X,(f) — 9 (f) 


als unbekannte Function ein, so erhalten wir die Gleichungen: 


— X, 47 = &, 


09 B 
= A+ Bg, 
Cp ' 

: aoe C+ Do, 


deren allgemeines Integral die Form 


9 (f) = U4 (a @) + Ky, (a; a) 


besitzt. Um die Integrationsconstante K, die von a, a, unabhiingig, 
dagegen von x abhingig ist, zu bestimmen, erinnern wir daran, dass 
die Gréssen a, und a, solche Werthe a,° und a,° erbalten kénnen, 


dass f(x a,°a,°) gleich # wird. Also kommt 
9 (x) = ¥,(a,°a,") + Ky, (a,° a,°), 
und durch Elimination von K 


9(f) = b g(x) + by, 
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wo b, und b, gewisse Functionen von a, und a, sind. Bezeichnen 
wir die inverse Function von » wie friiher mit ®, so kommt 


f(€ a, a.) = Ob, (a) + b,), 
so dass jede zweigliedrige Gruppe die Form 
a = 0(b, (0) + by) 

besitzt. Auf der anderen Seite ist klar, dass diese Gleichung immer 
eine zweigliedrige Gruppe bestimmt, die mit der linearen Gruppe 
“v =a,x + a, thnlich ist. Dies giebt 

Satz 4. Jede zweigliedrige Gruppe ist der linearen Gruppe 
a =a,x2-+ a, dhnlich. 

7. Um die allgemeinste dreigliedrige Gruppe x2 = f(x a, a, a3) zu 
bestimmen, wihlen wir drei unabhingige inf. Transformationen der 


Gruppe : 
dxa=—X,0t, dx—X,0t, dxu=— X, dt, 


die die Form 
X, = 1+ a;(t—2)*? + a,(w@—%)*+---, 
(w—ay) + b,(@—a)® +--+, 
XxX; = (t@—%)? ++:-, 
besftzen. Bilden wir nun die drei Bedingungsgleichungen 
X, Xj) — X; X= a, X, + a, X, + a, X,, 
X, X, — X, X;'—= 6, X, + B,X, + B,X;, 
XX — X, X= 7, X, + v7, X, + 73 Xz, 


so ergeben sich bereits folgende Werthe fiir unsere Constanten 


he 
l 


m%=a,=0, a=—1, 6B=—0, B,=—2, 4=—1, », =. 
Um die Constanten niiher zu bestimmen, setzen wir 
X;Xy — X, Xi = |X; Xi] 
und bemerken, dass die Gleichung*) 
[(X, X,] X,] + [[X, X,] X,] + [[X, X,] X,] = 0 
identisch besteht. Setzen wir hier die obenstehenden Werthe der 
Gréssen [X; X;] zweimal ein, so kommt eine Relation der Form 
L,X, + L, X, + L,X, = 0, 
*) Diese Gleichung folgt als Corollar aus der bekannten Jacobi’schen 
Identitit i 
((4B) C) + ((BO) A) + ((C.4) B) =0, 
d 


rie 
x, dx H, 


wenn man 


setzt, und darnach die Gleichung 


((H, He) Hy) + ((H_ Hs) H,) + ((HyH,) Hy) = 0 
bildet. 
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welche zeigt, dass 6, gleich Null ist. Also wird 


[X,X3] = X;, [X,X,] = —2X,, [X,X,] = — X,+7,X 
Fiihren wir endlich X,— ts X, als neve X, ein, so kommt 
[X,X,) = X,, [X,XJ—=—2X,, [XX] = — X,. 


Hier betrachten wir nun X, als gegeben und suchen die Gréssen 
X, und X, zu bestimmen. Die Gleichung 


[X, X;] — X, _ X, X;’ a X; X,’ 
» > “da 
X, Ps x, | a 
ist. Die Gleichung 


Ex’ — 2,2; = — 92, —2x, | fe 


zeigt, dass 


liisst sich auch folgendermassen schreiben: * 
4 (2%) u2 3 * dx 
Ee Malate Be 
. ( dx )) i 
= x, + Const. , 


wo die Integrationsconstante wegen der Gleichung [X, X,] = —X 
gleich Null sein muss. Die gefundenen Werthe 


1 Us 
X,=-—X,/%, x,=X, (fy 
substituiren wir in die drei Bedingungsgleichungen 


of — A,X,(f) + BX,(f) + GX,(f), 


0a; 


und giebt daher 


und finden dadurch drei Gleichungen der Form: 


ge = A (PE) = Be [3 + OK, 


wo die Gréssen A;, B; und C; Functionen von a, a, a, sind. Um die 
Formeln zu vereinfachen, fiihren wir die Grésse 


n= df 

X;(f) 

als Unbekannte statt fein, und erhalten hierdurch die drei Gleichungen 
é 
a, = Aig’? + Bo + C,, 


deren allgemeines Integral die Form 





»)__ Wy (Gy yy) + K apg (ay gy) 
e(f= 1+ Kw; (ayaqa3) 


besitzt. Zur Bestimmung der Integrationsconstante K, die von a, a, dy 
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unabhingig, dagegen von # abhiingig ist, erinnern wir daran, dass 
die Gréssen a, a, a, solche Werthe a,° a,° a, erhalten kénnen, dass 
f(a a,° a,° a,°) gleich 2 wird. Also wird 
(44° Ag g°) + K apo (ay? g® ag) 
nal ae 1+ K ws(a,2 aya?) 
und durch Elimination von K kommt 





o(f)—= ate, 
wo b,,b,,b, gewisse Functionen von a,, a, a, sind. Hiermit ist 
der folgende Satz gefunden: 
Satz 5. dJede dreigliedrige Gruppe einer einfach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit besitet die Form 
y a, p(x) + 4 
of i Oat 
wo p und ® beliebige inverse Functionen sind. Jede solche Gruppe ist 
daher der allgemeinen linearen Gruppe 2° = aete dihnlich. 
Hiermit ist das in diesem Abschnitte gestellte Problem erledigt, 
denn durch Zusammenfassung der friiher gefundenen Resultate ergiebt 
sich der Satz 


Satz 6. Jede Transformationsgruppe einer einfach ausgedehnten 
Manniofaltigkeit ist einer linearen Gruppe dhnlich und enthilt somit 
hichstens drei Parameter. 


Abschnitt I. 


Bestimmung aller Transformationsgruppen einer zweifach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit. 


Indem wir uns jetzt zu den Transformationsgruppen einer zwei- 
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit wenden, schicken wir zuniichst 
einige allgemeine Betrachtungen iiber Transformationsgruppen einer 
n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit voraus. 


° . . 
Fasst man in den » Gleichungen 

Li = fi(X, +++ Un, ++ Gr), (¢=1,2---n) 
die Gréssen x,’ ---+ 2,’ als urspriingliche Variable, 7, ---, als neue 
Variable, und a,---a, als Parameter auf, so definiren diese Glei- 
chungen r-fach unendlich viele Transformationen. Ich sage, dass 
eine solehe Schaar von Transformationen eine Gruppe bilden, wenn 
die Succession zweier Transformationen der Schaar mit einer einzigen 
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Transformation derselben Schaar fquivalent ist; wenn also aus den 
Gleichungen 

ai = filtty ++ tin y+ + + dr) = fila), 

ari” = fi(ay- + + dn’ d, + + + bp) 
folgt 

arf" = f(a, +++ tne + ++ Cy); 
wo die Gréssen ¢,---¢, nur von den a und b, dagegen weder von 
den x noch von der Zahl ¢ abhingen. Anders ausgesprochen: wir 
verlangen das Stattfinden der Gleichungen 


fi(fi (@) + > - fala)b, - + + by) = f(a +++ ty Cy ++ + C,). 

Wie in dem vorangehenden Abschnitte beschriinken wir uns aus- 
driicklich auf Gruppen, deren Transformationen sich paarweise als 
inverse Transformationen zusammenordnen lassen, wobei wir jedoch 
die Vermuthung aussprechen, dass diese Kigenschaft einer jeden Gruppe 
zukommt, 

Wir denken uns die unbekannten Functionen /, ---/, als nach 
den ganzen Potenzen der Gréssen 2 und a fortschreitende Reihen- 
entwicklungen, die binnen gewisser Bereiche dieser Gréssen con- 
vergent sind. In Folge dessen sind die /; eindeutige und differentiir- 
bare Functionen ihrer Argumente. _Wegen der Form der Bedingungs- 
gleichungen tritt eo ipso die weitere Forderung hinzu, dass die Gréssen 
Hy+ ++ Wn, A+++ a, derart gewihlt werden kénnen, dass der Werth 
einer jeden Grosse f;(” a) innerhalb des Bereiches der Grosse a; fiillt. 

Fiihrt man in die Gleichungen einer Transformationsgruppe 

xi = fi(a, oe oe : dr) 
statt a,---a, gewisse Functionen dieser Gréssen etwa a, --- a, als 
neue Parameter ein, so bestimmen die hierdurch erhaltenen Gleichungen 
Ui = i (4, +++ Xn +--+ a) 
eo ipso wiederum eine Transformationsgruppe, die als mit der urspriing- 
lichen fquivalent aufzufassen ist. Hierbei kann es gelegentlich ein- 
treffen, dass die neuen Gleichungen eine geringere Anzahl Parameter 
als die alten enthalten. Eine solche Erniedrigung in der Zahl der 
Parameter kann eintreten, wenn /,---/,, aufgefasst als Functionen 
von a, --- a, gemeinsame Lésungen einer linearen partiellen Differential- 


gleichung der Form 
YY of 
2 Ue(a, +++ Gr) ba, =0 


sind. Befriedigen in der That alle f diese Gleichung, so ist es, wenn 
wir mit @,---a,, ein System Loésungen bezeichnen, die nur von 
a,-+-+a, abhiingen, immer mdglich die /; auf die Form 


i (x, or a Se @,—1) 
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zu bringen. Fiir jede Gruppe existirt eine gewisse Minimumszahl der 
Parameter. Ist diese Zahl gleich r, sagen wir, dass die Gruppe 
r-gliedrig ist. Diese Definition liisst sich auch folgendermassen aus- 
sprechen : 

Definition. Eine Gruppe heisst r-gliedrig, wenn sie oo” ver- 
schiedene Transformationen enthiilt. 

Bestimmen die Gleichungen 

x = f(x, +++ Ln Aye dy) 
eine ‘Transformationsgruppe, und fiihrt man statt a, --- a, neue 
Variable y, -- -y, vermége der Gleichungen 
Te = On(Y, ++ + Yn) = Oy 
ein, so ist leicht zu erkennen, dass auch die Gleichungen 
Ox(yy' +++ yh’) = FiO, ++ Ox a ++ a) 

eine Transformationsgruppe bestimmen. Dies beruht darauf, dass die 
neuen und die alten Gleichungen identisch dieselben Transformationen 
zwischen den x bestimmen. Zwei solche Gruppen mdgen dhnlich heissen. 

Definition. Zwei r-gliedrige Gruppen zwischen n Variabeln 
heissen dihnlich, wenn die eine Gruppe in die andere durch Einfiihrung 
neuer Variabeln tibergefiihrt werden kann. 

Meine Untersuchungen tber Transformationsgruppen beabsichtigen 
zuniichst die allgemeine Erledigung des folgenden Problems: 

Problem. Man soll alle r-gliedrigen Transformations- 
gruppen einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit be- 
stimmen. 

Bei der Behandlung dieses Problems ist es erlaubt, und zugleich 
zweckmiissig, iihnliche Gruppen als identisch zu betrachten. 


§ 5. 
Die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe. 

Im Folgenden werden wir nachweisen, dass jede r-gliedrige 
Gruppe, deren Transformationen sich paarweise als in- 
verse Transformationen zusammenordnen lassen, oo’! in- 
finitesimale Transformationen enthilt, die fiir die Gruppe 
charakteristisch sind. Die einzige oder jedenfalls die einfachste 
Methode zur Bestimmung aller Transformationsgruppen beruht darauf, 
dass man die infinitesimalen Transformationen derselben zum Unter- 
suchungsgegenstand auswihlt. 

8. Eine Transformation heisst infinitesimal, wenn sie die Form 

Li = 4; + X;(a, +++ a) Ot 
erhalten kann, und dabei d¢ eine infinitesimale Grésse bezeichnet. 
Wir schreiben im Allgemeinen solche Gleichungen folgendermassen: 
Ox; = X; (a, +++ X,) Ot. 
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Fiihrt man statt z,--- x, neue Variablen etwa y, ---y, ein, so 
erhalt unsere infinitesimale Transformation die Form 


by — ot > a, Ov; X,. 


Fiihren wir andererseits dieselbe Variabelniinderung in dem Aus- 
drucke 





AUP) ae XE, SE 4... 4 fe 


10a, 
aus, so kommt 


Ss oF + Our oF OYn r 
A(F) =, a Ga Tle te os oh oe 4 on, Xt 


Wir sehen also, dass die Gleichungen der infinitesimalen Transfor- 
mation und der Ausdruck A(#’) sich in ganz entsprechender Weise 
transformiren. In Folge dessen ist es analytisch erlaubt, den <Aus- 
druck A(F’) als Symbol unserer infinitesimalen Transformation aufzu- 
fassen. 

Nehmen wir an, dass eine Transformationsgruppe die beiden in- 
finitesimalen Transformationen 

02; = X; ot und Ox; => Y; Or 


enthilt. Alsdann soll sie zugleich die mit der Aufeinanderfolge dieser 
beiden Transformationen iquivalente Transformation 


dx, = X,0t + Y;, dr 





enthalten. Giebt man hier dem Verhiltnisse ; successiv alle mégliche 


Werthe, so erhilt man einfach unendlich viele verschiedene Transfor- 
mationen, die somit der Gruppe angehéren. Dies giebt den Satz: 


Satz 7. Enthdlt eine Gruppe die beiden inf. Transformationen, 
deren Symbole bez. sind 


A(F) = X55 +--+ Xs Ge 


1 Ox * 02, 


1 Ox 


BF) =¥, 3 4+--4+ V2, 
so enthilt sie gzugleich die einfach unendlich vielen Transformationen, 
> durch das Symbol 4A(F’) + wB(F) mit der arbitriéren Constante 
— x dargestellt werden. 


Wir sagen, dass r inf. Transformationen 


A,(F), A,(F) - — A,(f) 
unabhingig sind, wenn sie durch keine lineare Relation mit con- 
stanten Coefficienten 
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4,4,\(F) +---+ 4,4,(F) =0, 
verbunden sind. Enthilt eine Gruppe die r inf. Transformationen 
A,(F), ---, A,(¥), so enthilt sie nach dem Vorangehenden zugleich 
die co’”—' inf. Transformationen, die durch das Symbol 

| a ACP) +--+ 4,4,(F) 
mit den arbitriren Parametern A, -- - 4, dargestellt werden. 

9. Jeder Transformation a, --- a, der r-gliedrigen Gruppe 
Xi = fi(@, +++ 2nd) +++ Gy) 

entspricht nach unserer Voraussetzung die inverse Transformation, die 
ebenso der Gruppe angehort. Seien a, - - - «, die Parameter der letzten 


Transformation, wobei die Gréssen « gewisse Functionen der a sind. 
Ks bestehen also die » Gleichungen 


filf; (wa)+-- fn (xa) G27? «,-) == 7;. 
Dieses vorausgesetzt werden wir die Transformation 
Xj = fi(f, (a) -+ +f, (a) a, +a, oon a,-+- @,) , 
die der Gruppe angehiért, betrachten. Wir lassen die  infinitesimale 


Gréssen bezeichnen und kénnen daher unsere T'ransformationsgleichungen 
folgendermassen schreiben: 


ai = fi(f,(@) - + - fa(a) wi &,.) 
of, (fi(@) ++ f, (a) By + B,) 
+a [Magee 


Die hierdurch bestimmte Transformation 


—, [2 ‘(fi (a) fie sa) 


k 





ist infinitesimal, und hiingt dabei von den r arbitriren inf. Gréssen 
@,--+-@, ab. Ich behaupte, dass die hierdurch bestimmten co”—' inf. 
Transformationen simmtlich verschieden sind. Gesetzt nimlich es be- 
stiinde fiir jedes ¢ eine lineare Relation der Form 


Of; (f(a) «++ f, (4) Bi ++ B, 
Brits ony A eh) 


PR=4r) 
wobei die g, von der Zahl i unabhiingig wiiren. Alsdann erhielte 
man, indem man die Gréssen /,(a) - - - f, (a) @, +--+ @, als unabhiingige 


Variabeln anstatt 7, -- +2, a, +--+ d, einfihrte, 2 Relationen der Form 
OF (fi fy ee) 
Da es RO eater 


sodass die Zahl der Parameter der vorgelegten Gruppe sich ernied- 
rigen liesse. . 


30* 
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Hiermit erhalten wir den Satz: 

Satz 8. Jede r-gliedrige Gruppe enthdlt eine identische Trans- 
formation und r unabhingige inf. Transformationen. 

Dass eine r-gliedrige Gruppe nicht mehr als r unabhiingige inf. 
Transformationen enthalten kann, liegt darin, dass sie sonst jeden- 
falls oo” verschiedene infinitesimale Transformationen enthielte, und 
das ist unméglich, da die Gruppe nur oo’, im Allgemeinen endliche 
Transformationen enthalten soll. 


§ 6. 
Beziehungen zwischen den infinitesimalen Transformationen einer Gruppe. 
Seien A, (I), A,(#’) --- A,(#) r unabhiingige infinitesimale 
‘Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe 
wi = fi(@, +--+ Xn a, +++ Ar); 
wir werden zeigen, dass jeder Ausdrack A;(A,(I’)) — A,(A;(P’)) 
sich als Summe der A;(f’) multiplicirt mit gewissen Con- 
stanten ausdriickt. 
10. Ich fiihre zuerst die endliche Transformation 
af = fila, +++ Bm O, + ** Gr), 
sodann eine inf. Transformation derselben Gruppe 
Ox; = X;(x,' +--+ x,') dt 
aus. Diese Aufeinanderfolge 
Bi" = fi(@, +++ Hy Ay +++ dy) + Ot X; (a, - + + ay’) 
soll mit einer Transformation der Gruppe, etwa mit 
vj = fi(%, +++ L, a, + 0a,---a,+ Aa,), 
iiquivalent sein. Dies giebt fiir jedes 7 eine Relation der Form 


Bt Xf, fa) — ye oy, 


0a, 








wo die infinitesimalen Gréssen @a, von der Zahl i unabhiingig sind. 
Daher ergeben sich durch Division mit d¢ Relationen von der Form 
. — Of; (@, +++, ay-++a,) 
Muth f= 2; Bie,-- +) “oo , 
wo wiederum die B, von der Zahl 7 und ebenso von den Grossen 
“,-++- 2, unabhingig sind. 
Sind nun A,(F’)---A,(F’) wo 
oF oF 
A, (FP) = Xu B+ + Xan a, 
r unabhingige inf. Transformationen unserer Gruppe, so bestehen also 
fiir jedes q m Relationen der Form 








en 


fh 


un 


od 









ns- 
inf. 


ind 
che 


ppe. 


1ale 


F)) 


on- 


sind. 
‘orm 


ssen 


also 





Transformationsgruppen. 






Of; (x eee a,::-@,) 


Xuilh s+ +h) = “4 Box (a, + « Gr) 1 = 








wo die B,, von der Zahl ¢ unabhiingig, dagegen von der Zahl gq ab- 
hiingig sind. Ich behaupte, dass die Determinante der B,, von Null 
verschieden sein muss; sonst niimlich bestinde fiir jedes i eine Relation 
Dyq (a, ++ + Gr) Xqi (fy ++ + fp) = 9, 
wo die y von der Zahl i unabhiingig waren, und das ist unmdglich, 
da unsere + inf. Transformationen nach Voraussetzung unabhingig 
sind. Hiermit ist gezeigt, dass die Determinante der B,, von Null 
verschieden ist, und also finden wir durch Auflésung Relationen von 
der Form 


OF; (a1 +++ @, Gy+++ @,) 
LAGS ie 1 “2 Duy (ay +++ dr) Xgil(fy ++ fa), 


wo wiederum die Gréssen L,, von der Zahl i unabhingig sind. Die 
Determinante der L,, ist eo ipso von Null verschieden. 
11. Die rechten Seiten dieser letzten Gleichungen re yinesed die 


= 


bekannten Integrabilitiitsbedingungen. Dies giebt ) Relationen, 


unter denen wir die erste 


é é 7 om 
Ga, (Sau X,) bay (> ta Xi) mie 
q? J 


entwickeln. Dabei erinnern wir, dass die X nur von den Argumenten 
f,--:+f, abhingen. Also kommt 


N“X) eX, ; Of 6 a 
— Dh; Of, Ode oe Ls; et aa 
61,, eL,, 

+> Xu (Fat — Gat) =% 


q 


Of, Q 
und durch Einsetzung der Werthe der Gréssen ra und 
2 


> ly Xi YD In X ja LDF af, > & 
? — 


Di ol,, OL, 
+2'x X,.( — )=0, 


0M, 


.) 0X, ; oX;; 
Be > 2 Ty, L,; > (X05 aT, — Xa ar, ) 
> aL, 
+ Xoi (3 Fa, ss xt) on, 


a 
i 





oder 
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oder endlich 


> > Las Las (4; (Xps) — Ay( Xo) 
q j 


o1,, ely, ) 
ka DX ( Oa, Oy a 


In dieser Gleichung kommt das Glied A;(X,;) — A,(X;,;) zweimal vor, 
einmal multiplicirt mit Z;, Z2;, ein andermal multiplicirt mit — L,; L2,. 
Daher kann unsere Gleichung die Form 


ep (Liq Loy — Lj Da) ((Ay(Xqi) — Ag(Xj)) 
. 


aL,, aL,, ) 
as 2 Xu ( Oa ay 


erhalten, wobei die linke Seite -” 


enthiilt. 


© =". Gréssen A;(X,;) — A,(Xji) 


In entsprechender Weise erhalt man in Allen fe ms Gleichungen, 


die simmtlich hinsichtlich der ““—" Grissen A, (Xj:) — “Ay (X)) 
linear sind. Und da die Determinante der Lg von Null verschieden ist, 
und in Folge dessen auch die Determinante, deren Elemente die zwei- 
gliedrigen Unterdeterminanten der soeben besprochenen Determinante 
sind, von Null verschieden ist, so findet man durch Auflésung der 


: , (r — 1) 
gefundenen linearen Gleichungen — Relationen der Form 





Aj(Xyi) — Ag(Xje) = >? wigelay «+ + ar) Kei, 


wobei die g;,, von der Zahl i unabhingig sind. Nun aber sind die 
linken Seiten wie auch die X,; Functionen allein von f, ---/f,, wiah- 
rend sie von a, --- a, unabhiingig sind; also schliessen wir, dass die 
@j,s Constanten sind. Dies giebt den folgenden fundamentalen Satz: 
/ Satz 9. Sind A,(F)---A,(F), wo 


oF oF 
A,(F) = Xo “Oa, +--+ + Ze 0a, 
ist, r unabhdngige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen 
Gruppe, so bestehen fiir jedes i tea" Relationen von der Form 


A;(X,i) —_ A,(X;ji) = » 4 Ciqs Xsi ° 


8 


Dabei sind die ¢;,, absolute Constanten, die von der Zahl i unabhéngig 
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sind. Diese Bedingungsgleichungen lassen sich in die r(r~1) Relationen 


1-2 


Aj(Aq(F)) — Ay(4;(F)) = >) eqs A(F) 





zusammenfassen. 

Bei einer spiiteren Gelegenheit werden wir umgekehrt zeigen, dass 
r Ausdriicke A,(2’)---A,(F'), die in solcher gegenseitigen Beziehung 
stehen, dass jedes A;(A,(F’)) — A,(A;(F)) sich als Summe der A,(F) 
multiplicirt mit Constanten ausdriickt, die inf. Transformationen einer 
r-gliedrigen Gruppe sind*), Dass diese Behauptung jedenfalls fiir den 
Kall » = 2 richtig ist, wird a posteriori aus den Entwickelungen dieser 
Abhandlung hervorgehen. 

Vermége des Satzes 9, bestimmen wir in dieser Abhandlung die 
infinitesimalen Transformationen einer jeden Gruppe einer zweifach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit. Wie man sodann die zugehdrigen 
endlichen Transformationen bestimmt, zeigen die Entwickelungen des 
nichsten Paragraphen. 


§ 7. 
Eine Gruppe ist bestimmt durch ihre infinitesimalen Transformationen. 


Wenn die + unabhiingigen infinitesimalen Transformationen 
A,(F) +++ A,(F) 
einer -gliedrigen Gruppe 
Li = fi(X, +++ Xn +++ ar) 

angehdren, so kénnen sie nicht zugleich einer anderen 
r-gliedrigen Gruppe angehoren. Dies soll im gegenwartigen 
Paragraphen gezeigt werden. 

12. Ich zeige zunichst, dass man, wenn-*eine infinitesimale 
Transformation : 

Ou; = X;(a, +--+ 2) Ot 

einer beliebigen Gruppe bekannt ist, immer einfach unendlich viele 
‘Transformationen dieser Gruppe angeben kann. 

Friither fanden wir die » Relationen 


age ah; ' 
a 2 ja, te = Afi, 


in denen die da, von der Zahl i unabhingig waren, und dabei ein 
gewisses simultanes System 


SEE BS day = Ue (a, ove a;) dt 
*) KEinen Beweis dieses Satzes gab ich im dritten Bande, pag. 94 des Archiv 
for Math. og Naturv., Christiania. 
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befriedigten. Seien 
Wilf; ee fat) = Wilf: . “fo t) 
die Integralgleichungen des simultanen Systems df; = X;(f, - - +f.) d¢; 
und seien andererseits 
Qe (a, + - + apt) = Qy(a™- - + a) H) 
die Integralgleichungen des Systems da, = y;(a, --- a,-) dt. Die 
Anfangswerthe /\ und a médgen durch die Gleichungen 
f= fila, +++ ty a - - - a) 
verbunden sein und ich wihle die a derart, dass die Gleichungen 
fe (aX, Se al) “oe a) = X 
bestehen. Alsdann findet man die » Gleichungen 
Wilf; —- + fat) a Wi (ay oe Xn t) , 
die durch Auflésung 
fi(@y ++ + By Ay + + + a) = D(H, ++ + Z) (E— by) 
geben. Hier ist ¢ eine arbitrare Grésse, wihrend die a, bekannte 
Functionen der bestimmten Gréssen a‘ und des Parameters ¢ sind. 
Hiermit ist nachgewiesen , dass die einfach unendlich vielen Trans- 
formationen 
re = D,( 2, oc* De t) 
der Gruppe angehdren. 
13. Sind nun A,(/’)--- A,(F’), wo 
’ or oF 
A,(F) = Xi Dar 4.-.+4 X,, = 


ist, y unabhingige inf. Transformationen einer Gruppe, so findet man 
folgendermassen oo' endliche Transformationen dieser Gruppe. Man 
bildet die allgemeinste infinitesimale Transformation 
4,A\(F)+---+4,4-(F), 
die in der Gruppe enthalten ist, und integrirt sodann das simultane 
System 
di 
am iat a ap lastabide : vy = 0t, 
2a, Xp 2A Xen 
wobei man die A, als Constanten betrachtet. Sind die Gréssen 
W, (a, +++ Dn, At, sey A,t), WwW, -++ W, 
unabhingige Lésungen dieses Systems, so lést man die Gleichungen 
W(x, +--+ an’, At, -- +, Apt) = Wi(a,-++ Hn, Ayla, -- +, Ante) 
hinsichtlich der x, auf; die durch die hervorgehenden Gleichungen 


a = f(a, ++ +d Ay(~-—t)+>> ,.(t — t))) 
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bestimmten T'ransformationen gehédren nach den Entwickelungen des 
vorangehenden Paragraphen der Gruppe an; sie hingen iiberdies von 
yr Parametern 4,(¢— ) --- 4;(¢—%) ab; kénnen wir daher nach- 
weisen, dass die Zahl dieser Parameter nicht erniedrigt werden kann, 
so ist eo ipso erwiesen, dass ihr Inbegriff alle Transformationen der 
Gruppe liefert. 
Die x; lassen sich nach den Potenzen von (¢ — ¢,) entwickeln: 
aj = Hj + (t — ty) 2 a Xei(@, +++ Be) + -+-. 
Bestiinde daher fiir jedes i eine Relation 
Ou; 


Dy V(hit—W) ss Alt) gareeaay =O 


so erhielte man, indem man die linke Seite nach den Potenzen von 
(¢ — 4) entwickelte und sodann den Coefficient der Grosse (¢ — t,)° 
gleich Null setzte, eine Relation der Form 


= i » Xyi(@ +++ %) =O, 
q 


wo die v Constanten und dabei von der Zabl ¢ unabhingig waren. 
Dann aber waren unsere inf. Transformationen nicht unabhingig, wie 
vorausgesetzt wurde.*) 

Also bestimmen unsere Reihenentwickelungen oo” verschiedene 
endliche Transformationen, die mit dem Inbegriffe aller Transformationen 
der vorgelegten Gruppe identisch sein miissen. Hiermit erhalten wir 
den folgenden fundamentalen Satz: 

Satz 10. Die inf. Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe 
konnen nicht stimmtlich einer anderen r-gledrigen Gruppe angehoren. 


§ 8. 
Transformation der Linienelemente. 

14. Indem ich mich jetzt zu den Transformationsgruppen. einer 
zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit « y wende, interpretire ich 
x und y als die Cartesischen Coordinaten einer Ebene. Die infini- 
tesimale Punkttransformation 

dx =E(xy) dt, dy = xn(axy) dt 
bezeichne ich mit dem Symbole 

F of of 
‘RE A(f) =& de +4, 

*) Im Texte ist stillschweigend vorausgesetzt worden, dass die Gréssen V, 


nicht simmtlich bei der Substitution ¢ = ¢) verschwinden, Tritt dieser Ausnahme- 
fall ein, so miissen die Entwickelungen des Textes ein wenig modificirt werden. 
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oder indem ich eo =p, $i = = q setze, mit 


Af = Ep+ 4. 
Und ich betrachte diese Transformation als eine Operation, die jeden 
Punkt zy in die benachbarte Lage 2 + Edt, y + d¢ iiberfiihrt. 
Gleichzeitig erhalten die Linienelemente der Ebene, deren Bestimmungs- 


stiicke die Gréssen 2, y und sy =y' sind, gewisse benachbarte Lagen, 


zu deren Bestimmung es geniigt die Grésse dy’ zu berechnen. Es ist 





_ O(dy) 8 (dx) : oF 2 Ou 
by a dy _ da it —dy «fem du-d iid d at 
to 8t dx ~ @at i dx 

— 4edn—dyde _ on 9 0& 
— ttagtoth st ey (S28) — 9 dh. 


Wiinschen wir ausdriicklich A ac dass die Transformation 
A(f) = &p + nq nicht allein die Punkte x y, sondern auch die Linien- 
elemente xyy der Ebene in neue Lagen iiberfiihrt, so bezeichnen wir 
unsere Transformation mit dem Symbole 


os of an /7 on ag ro OF | Of 
Bf) = FE +n GE 4 [3h + v (FF) — v2 HE] 
15. Seien A,(f); A,(f) eee A,(f), wo 
A(f)=&p+uq (¢@=—1,2---7r) 


ist, r unabhingige infinitesimale Transformationen (einer Gruppe), die 
(somit) paarweise Relationen von der Form 


(5) Ai(Ax(f)) — 4x(Af)) = >? cies A(1) 








erfiillen. Setze ich sodann 


On; On; 0g; fe 06; of 
Bi(f) = & Zot nu get +|> +y (GF - On —y x] 2h, 





oder he 
Bit) = &P + 19+ & Gy 
so behaupte ich, dass die B;(f) durch die analogen Relationen 
B,(Bx(f)) — Be(Bif)) = > cas Bf) 


verbunden sind; oder was auf dasselbe hinauskommt, dass die Glei- 


chungen 


Bi(&) ne Bi(&) = oe Ciks és 


stattfinden. 
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Durch directe Berechnung findet man : 
Bi(&) — Bb) = L+ My + Ny?, 


Ong On; On; (On, 0&, 
b= A( 5 t)- A (5 + a (He ~¥) 
On \oy is ? 


, ee (> t ly we (en _ = A - mas 
oy Ox oy Ox 


wo 


+25 Se da’ 


On =) 06; 
+ (ap — aa) ap 


ist. Nun aber ist (5): 





= Ong On, On; On; a . 
(6) §; = Da + 7: - ay — & in Nk oy -2 Ciks Ns 
und also kommt durch Differentiation hinsichtlich x 
On, On 0&; On, , On; Om OF On; On, On; 
As (5B) — 40 (GE) +5552 +e ay te ae ae 


= Put. 
L= pe . 


8 


oder 


Dementsprechend findet man durch Differentiation der Relation 


0&, 0&, 0é; 0g; 
(7) §i oa + Noy 1am Sty as Me Gye ci 


N=— Dom er 


ist. Differentiirt man endlich die Gleichungen (6) und (7) beziiglich 
hinsichtlich y und x, und subtrahirt die hervorgehenden Relationen, 
so erkennt man, dass 


u= > ae Ge On, 


hinsichtlich y, dass 





ist. Folglich ist 
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, ‘ On, , ({ én, 0&, ry 96, 
L-+ My + Ny?= > cis & +y (Su - =) — mI 


8. Lie. 


oder 


Bik — B, = i Ciks Ss 


8 


wie behauptet wurde. 

16, Nehmen wir nun an, dass die Gréssen £; ; bei der Sub- 
stitution = x), y= y, simmtlich verschwinden; geometrisch aus- 
gesprochen, dass simmtliche infinitesimalen Traneformationen (der 
vorgelegten Gruppe) den Punkt x,y, invariant lassen: Alsdann werden 
die durch diesen Punkt hindurchgehenden Linienelemente transformirt 
durch die infinitesimalen Transformationen 

On; (a, 7] , 
@) ay —[“GR™ +9 (GE — aa) — 9 ay] ee eee 


die nach ihrer Form lineare Transformationen der Grosse y’ sind (§ 1.). 


Und da die Gleichung 
Be — Bo = es Ciks §s 


8 


bei der Substitution « = x, y = y, die Form 


0) 
o) 4 ey Qo 3% - _ ra 
ci dy ik Cik 3f 


annimmt, so bilden die linearen teibidtatialn Transformationen (8) 
immer einer Gruppe. Hiermit ist der folgende allgemeine Satz 
erwiesen : 

Satz 11. Wenn die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe 
einen Punkt der Ebene invariant lassen, so transformiren sie die hin- 
durchgehenden oo' Linienelemente durch eine lineare Gruppe. 

17. Dieser Satz kann folgendermassen auf beliebige ‘l'rans- 
formationsgruppen der Ebene ausgedehnt werden. Nehmen wir an, 
dass die infinitesimalen Transformationen A;(/) - - - A,(f) einer beliebi- 
gen r-gliedrigen Gruppe nicht simmtlich den Punkt x,y) invariant 
lassen. Alsdann kann man in dem Ausdrucke 


4, Ay(f) +--+ +4,-4-(f) =p > hes +9 “a dam 


immer die Constanten 4, derart waihlen, dass die Gréssen XY A,é, und 
LD Agyx bei der Substitution «= 2, y= yy gleich Null werden. In 
dieser Weise findet man in der Gruppe jedenfalls » — 2 und unter 
Umstinden r — 1 infinitesimale Transformationen 


Bf), B.(f), ++ Belf), 


die den Punkt x,y, invariant lassen. Es ist dabei klar, dass die 
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’ 


B,(f), als infinitesimale Transformationen der Gruppe, paarweise Re- 
lationen der Form 


B, (Bi (f)) — Br(Bilf)) = >) dens Af 


erfiillen. Und da die linke und in Folge dessen auch die rechte Seite 
bei der Substitution «= 2,, y= y, identisch verschwindet, so kann 
die letzte Gleichung die Form 


B; (Bu(f)) — Br (Bf) = > aes BA) 
erhalten. Dann aber kénnen wir ganz wie in der vorangehenden 
Nummer schliessen, dass die inf. Transformationen B,(f) die durch 
den invarianten Punkt hindurchgehenden Linienelemente durch eine 
lineare Gruppe transformiren. Dies giebt den folgenden Satz: 

Satz 12. Diejenigen inf. Transformationen einer Gruppe, die einen 
Punkt der Ebene invariant lassen, transformiren die hindurchgehenden 
Linienelemente durch eine lineare Gruppe. 

Hierbei kénnen vier wesentlich verschiedene Fille eintreten, in- 
dem die soeben besprochene lineare Gruppe drei, zwei, einen oder 
keinen Parameter enthalten kann. Und dem entsprechend giebt es 
vier verschiedene Arten Transformationsgruppen einer Ebene. Wir 
kommen spiiter auf dieses Classificationsprincip wieder zuriick. 


g 9. 


Infinitesimale Transformationen verschiedener Ordnung. 
18. Ist da = & (xy) Ot, dy = y (xy) Ot oder A(f) = Ep + nq 


das Symbol einer infinitesimalen Transformation, so kénnen die Gros- 
sen § und y immer nach den Potenzen von « — % und y — y ent- 
wickelt werden: 


E = ay + a (C—aXq) + By (yY— Yq) + Gy (U—Xy)? + by (@—Xp) (Y—Y) 
+ €,(y—Y)* ++ - 

9 = Gy + & (C—Xy) + By (Y—Yo) + & (U—2y)* + By (%—2X) (Y — Yo) 
+ ¥2(¥y—%) + «> 


Ist entweder a, oder a oder auch sind beide Gréssen von Null ver- 
schieden, so sagen wir, dass unsere inf. Transformation in der Um- 
gebung des Punktes 2,y, von der nullten Ordnung ist. Sind dagegen 
a und «, gleich Null, wihrend jedenfalls eine der Gréssen a,,b,, a,, B, 
von Null verschieden ist, so sagen wir, dass die Transformation von 
der ersten Ordnung ist. Dem entsprechend sagen wir iiberhaupt, dass 
eime inf. Transformation —p + nq in der Umgebung von xy) von der 
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8. Lis. 


. 


s' Ordnung ist, wenn in den Reihenentwickelungen der Grissen — und 
y nach den Potenzen von x — x, und y —y, alle Glieder nullter, 
erster, --- (s—1) Ordnung fehlen, wiihrend jedenfalls ein Glied s‘r 
Ordnung vorkommt. 

Bei Untersuchungen iiber inf. Transformationen geniigt es sehr 
hiufig in den Reihenentwickelungen der Gréssen — und » nur die 
Glieder der héchsten avuftretenden Ordnung zu beriicksichtigen. In 
den betreffenden Rechnungen kénnen die iibrigen Glieder ganz einfach 
weggelassen werden. Wenn ich im Folgenden z. B. von einer in- 
finitesimalen ‘Transformation 

(t—%)qQ+--- 
spreche, so verstehe ich darunter eine inf. Transformation —p + y4q, 
deren § von zweiter oder héherer Ordnung hinsichtlich (« — x,) und 
(y — yo) ist, wiihrend y ein Glied erster Ordnung, niimlich (2 — a), 
enthalt. 

19. Bei der Transformation p+ mq erhalten die Coordinaten 
ZyYq eines beliebigen Punktes die Incremente &(%,y,)d¢ und (x,y) dt, 
wobei §(%%) 4(% Yo) die Glieder nullter Ordnung in den Reihen- 
entwickelungen von § und y nach (a — 2) und y — y, sind. 

Ist daher eine vorgelegte inf. Transformation in der Umgebung des 
Punktes x,y, von erster oder hiherer Ordnung, so dndert sie nicht die 
Lage dieses Punktes. 

Wiinschen wir zu untersuchen, wie eine solche Transformation 
die durch x,y, hindurchgehenden Linienelemente transformirt, so be- 
nutzen wir die Formel (8) 


+i’ — | 2 (@o%e) (On _ Ob) are ate | 
dy =| a +9 my e8 | at, 
die jetzt die Form 


dy’ = |a, + (8, — a) y¥ — b,y?) dt 
annimmt. Ist die Transformation von zweiter oder hiherer Ordnung, 
so behalten offenbar alle durch x,y. gehenden Linienelemente thre Lage. 
Dasselbe tritt ein, wenn die Transformation von der ersten Ordnung 
ist, vorausgesetat dass sie die Form 
(c—a%)p+y—yat::: 

besitet. Ist dagegen 6, 2a,, so werden die durch x,y, gehenden 
Linienelemente linear transformirt. Dabei giebt es jedenfalls ein Ele- 
ment und im Allgemeinen zwei Elemente, welche die Gleichung 


O= a, + (8, — 4) ¥ — by? 
erfiillen, und welche in Folge dessen ihre Lage ungeiindert behalten. 
20. Sind A,(f) A,(/)--- A,(f) r+ wunabhiingige inf. Trans- 
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formationen einer r-gliedrigen Gruppe, deren allgemeinste inf. Trans- 
formation somit die Form 


4, A, (f) + 4, A, (f) + aaa + 1,A,(f) 
besitzt, so ist es, wenn r grésser als 2 ist, immer méglich den Con- 
stanten 4, solche Werthe zu geben, dass 2 4,A,(f) in der Umgebung 
des Punktes x,y, von der ersten Ordnung wird. Man findet so jedenfalls 
r — 2 Transformationen erster Ordnung. Ist r grésser als 6, so kénnen 
die 4, solche Werthe erhalten, dass © 4,A,(f) in der Umgebung des 
Punktes xy) von der zweiten Ordnung wird. Es giebt also jedenfalls r —6 
Transformationen zweiter Ordnung. In entsprechender Weise findet 
man jedenfalls + — 12 inf. Transformationen dritter Ordnung u. s. w. 

Wir sagen zuweilen, dass g Transformationen erster Ordnung 
B,(f) B,(f) «++ Be(f) unabhdngige Transformationen erster Ordnung 
sind, wenn keine Transformation der Form v,B,(f) + --- + 1 Bo(f) 
von zweiter oder noch héherer Ordnung ist. 

Eine Gruppe enthilt daher héchstens vier unabhingige Trans- 
formationen erster Ordnung. 

21. Es ist leicht nachzuweisen, dass die unabhingigen inf. Trans- 
formationen erster Ordnung einer Gruppe gewisse bestimmte Formen 
haben miissen, je nachdem ihre Anzahl gleich 4, 3, 2, 1 oder Null 
ist. Es ist zuniichst denkbar, dass die Gruppe vier unabhingige 
Transformationen erster Ordnung enthilt. Dann kénnen dieselben 
offenbar die Form 


(c—%)p+:-: 
(y—%)Pt+::: 
(w@ — %)q+ 3 


(y¥—w)d + °°: 
erhalten. Hat die Gruppe nur drei unabhiingige Transformationen 


erster Ordnung, so sind zwei wesentlich verschiedene Fille méglich, 
je nachdem es eine Transformation der Form 


+ @—H)pt+ty—nat::-=—To+::: 


giebt oder nicht giebt. Im letzten Falle haben die 3 inf. Trans- 
formationen die Form 


(t§—m)q+aU+---=B(f)+--: 
(«7 —%)p—(y—%) d+ BU+ --- = B(f)+-:- 
@-—gHetrl+ ---- Ss --- 


Nun aber ist 


B,(B;(f)) — B,(B,(f)) = (@& — %) p — (¥ — H) 4, 
und da B,(B,(f)) — B,(B,(f)) + --+- das Symbol einer inf. Trans- 
formation der Gruppe sein soll (Satz 9.); so erkennen wir, dass 6B =0 
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sein muss. In entsprechender Weise ergiebt sich durch Bildung der 
Ausdriicke B, (B,(f)) — B, (B,(f)), B; (B, (f)) — B, (B,(f)), dass 
duch @ und y gleich Null sein miissen. So folgt 

Satz 13. Hat eine Gruppe drei unabhingige Transformationen 
erster Ordnung, und findet sich unter ihnen keine der Form (x — x) p 
+ (y¥—y)a+ ---, so haben dieselben die Form 


(Y—%)qQ+--+, (*—-%)p—(YY—Mat::: (y—-W)Pt+-::: 


Nehmen wir jetzt an, dass die Gruppe drei unabhiingige ‘T'rans- 
formationen erster Ordnung enthilt, unter denen eine die Form 


U=(«@—%)p+(y—m)at--: 


besitzt. Die beiden anderen kénnen dann die Form 


a, (*#—%)q+ B[e@—%)p—YyY—H) a +nY—MPt+:: 


=C,(f) + eas 
a, (x —%)q + B, [(e@—%) pv — (y—y)a+trY—wHWypt-:: 


erhalten. Und dabei sind die Ausdriicke erster Ordnung C,(f) und 
C,(f) durch eine Relation der Form 


Cy (€,(f)) — €,(G,(f)) = 4,- Of) + 4, - (A) 


verbunden. Hier diirfen die Constanten A, und A, nicht gleichzeitig 
verschwinden, indem sonst die drei Ausdriicke 


a, B, — &B,, By 72 — B27 » Yp %q — Ha 

gleich Null wiren, was durch die Unabhingigkeit der Ausdriicke (,(f) 
und C,(f) ausgeschlossen ist. In Folge dessen kénnen die inf. Trans- 
formationen C,(f) + ---, C,(f) +--+ ohne wesentliche Beschrinkung 
derart gewihlt werden, dass A, —1, A, =O wird. Dies giebt eine 
Anzahl] Relationen zwischen den sechs Constanten «, 8,7, «8,7», ver- 
modge deren sie leicht in allgemeinster Weise bestimmt werden kénnen. 
Hierauf werde ich indess nicht niher eingehen. 


* 


§ 10. 
Gruppen, die eine Curvenschaar » (ay) = Const. invariant lassen. 


22. Die infinitesimale Transformation 


A(f) = &p + 09 
fiihrt im Allgemeinen eine vorgelegte Curvenschaar (ay) = « = Const. 
in eine neue Schaar 


g (xy) + (52 + Sn) dt— a 


iiber. Soll die neue Schaar mit der vorgelegten identisch sein, so ist 
hierzu nothwendig und hinreichend, dass der Ausdruck 
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A(g) = $2 §+ 2 


selbst eine Function von g ist. Man denke sich jetzt, dass mp =a 
das allgemeine Integral der Differentialgleichung 


a xs 
Bf) =X 5, +Y¥3, = 0 
ist. Setzt man sodann in der identischen aa 
A(B(f)) — BCA(f) = (AX — Be) FE 4 (AY — By) 


insbesondere f gleich g, so kommt, da sowohl B(g) wie saiiniel unter 
den gemachten Voraussetzungen gleich Null sind, 


a ]) 
O = (AX — BE) 5% + (AY — Bn) ._- 
Also ist p gleichzeitig das allgemeine Integral der beiden Gleichungen 
(AX— Be) 4 — — Bn) or - 
x#py% oo, 
die somit identisch sein miissen. ae daher die durch die Gleichung 
x#f iy oe = 0 bestimmte Curvenschaar (xy) = a die inf. 


Transformation Af = & - ae = n? F gestatten so ist hierzu nothwendig 
und hinreichend , dass die “Gleichuny 
r—B Y— 
(9) AX—B§E _ AY—Bn 
identisch stattfindet. 
Setzen wir endlich voraus, dass die Curvenschaar (xy) =a 
durch eine Differentialgleichung der impliciten Form 
v(zyy) = 0 
bestimmt wird. Wiinschen wir zu entscheiden, ob die Schaar m = a 


die inf. Transformation —~p + nq = A(f) gestattet, so setzen wir 
(Nr. 14.) 


nme tates [249 Gy - W)—v ] 


und verlangen, dass die oe 


Ox oy a 


mit » = 0 identisch sein soll. a diese Bs tit was tf bred 
hinauskommt, dass die durch Elimination von y’ zwischen y — 0 und 
B(w) =0 hervorgehende Gleichung identisch stattfindet, dann und 
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nur dann gestattet die Differentialgleichung » = die inf. Trans- 
formation A(f). Die hierdurch gefundene Bedingungsgleichung redu- 
cirt sich selbstverstindlicherweise, wenn ~ die Form Xy' — Y besitzt, 
auf die Gleichung (9). 

23. Zu einer vorgelegten inf. Transformation A(f) gehdren un- 
besehrinkt viele Curvenschaaren m =a, die die Transformation ge- 
statten. Man findet dieselben, wenn man in der Gleichung 


0 0p __ 
g oe 4 4 2% 9) 


die Function Q beliebig wihlt, und sodann eine beliebige Lisung » 
dieser Gleichung gleich der Constante a setzt. 
Auch zu einer jeden zweigliedrigen Gruppe A,(f), A,(f), wo 


(10) A, (A, (f)) — A,(A,(f)) = ¢, A, (f) + © A,(f) 


ist, gehiren unbeschriinkt viele invariante Curvenschaaren. Wir be- 
schrinken uns darauf eine solche anzugeben. Nehmen wir zuniichst 
an, dass c, und ¢,- beide gleich Null sind. Ist q@ eine beliebige 
Lésung von A,(f) = 0, so kommt (10) 


A,(A,(v)) = 0, 
woraus folgt, dass auch A,(~) eine Lésung von A,(f/) =O ist, und 
dass folglich eine Relation der Form 

A,(¥) = QW) 
stattfindet. Hiermit ist gezeigt, dass die Curvenschaar » = a = Const. 
sowohl die Transformation A,(f/) wie die Transformation A,(f) ge- 
stattet. — Sind andererseits die Constanten c, und c, nicht beide gleich 
Null, so kénnen wir immer ohne wesentliche Beschrinkung c, = 1, 
¢, = 0 und also 


A, (A, (f)) = A,(A, (f)) i A, (f) 


setzen. Bezeichnet man sodanun eine Lésung von A,(f) =0 mit 4, 
so kommt wiederum 
A, (A, (W)) = 0, 

was wie friiher heisst, dass die Curvenschaar » =a die beiden in- 
finitesimalen Transformationen gestattet. 

24. Zu einer dreigliedrigen Gruppe A,(f), A.(f), A,(f) gehort 
immer eine, und im Allgemeinen nur eine invariante Curvenschaar, 
wie jetzt gezeigt werden soll. 


Ich setze 
A;(f) = &p + nq, (i= 1, 2,3) 
bilde sodann die Determinante 
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EM, an +y oh — 2) y? oes a 
nm a a 

En Go ty (BB) & 





und behaupte, dass die Gleichung A =O eine bei der Gruppe in- 

variante Differentialgleichung darstellt, dabei vorausgesetzt, dass diese 

Gleichung nicht fir jedes Werthsystem xyy' identisch stattfindet. 
Setze ich 


Ctl + [ty (Ge SH) — 9 SE] 2 = Bin, 


so kommt meine Behauptung nach den Entwickelungen am Schlusse 
der vorangehenden Nummer darauf hinaus, dass die drei Gleichungen 
B,(4) =0 vermige A =O identisch bestehen. Setzen wir z. B. 
q = 2 und 











On; On, 
si +0 (SE et ah 
80 ist 
| B,§, Bin, Bf, | 5, vi gi | & m & 
BA=| & tM & |+ BLE, Bin, Blg)+ |; & tm 
| & M3 ~ & g; Ns 3 | B,&, Bin, B,&; 








Nun aber bestehen (Satz 9.) Relationen der Form 


BLE, = Bye, + 4 & + ¢,8 + 6 &, 
Bin, = Byny + ey + C2 Ne + 65 05 5 
Bio, = Bio, + 1b + Cob + C38, 


B,&; — Bg, + dy, + d,&> + d&, 
By, = Byn, + dyn, + dy. + dss, 
Bf, = B,f, + d,6 + 4,6 + ds &3 


wo die Gréssen.¢ und d Constanten sind. Durch Einfiihrung dieser 
Werthe kommt 


| Bye, Bin, Bo | | & "1 'F 
B(A)= (4 +d )O+) b mm b | +) Bb Bm, Bob, 
| &s Ns f& | i 8 Ns fi 
Fi TT i | 
+} & Ne S| 


BE, Bin, Bb | 
Jetzt ist 
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Bie, = Aig’,, Bn, = Aj, , 
Bi = A, + (G2 — $8 — 2y 3%) g, 
und also wird 


B,(A) = (4 + &) & + (Ge — Se — ay SB) a 
A,&, Ay, A,&, Fi " om Fi "1 fi 
+| & Ne f& |+ | 4,8 A, Af, he b. Ne b 
gs Ns £3 5 Ns gs | A;§, Asn, As&, 














Um die Summe der drei letzten Determinanten zu bestimmen, ent- 
wickeln wir jede Determinante nach den Gréssen A;§, A;y,, Aif,, 
und fassen sodann diejenigen Glieder, die beziiglich den Factor 


cba 5, om, a, ote oder a enthalten, zusammen. Hierdurch 


erhalten die beiden Gréssen cts und om den gemeinsamen Coefficient 


CE ON» 0% Ofe 
Oy’? Ow’? Ox?” Oy 
lich verschwinden. Schliesslich kommt somit 


B,(A) = (4, +4, +2 4 om — 2y’ Se) 4, 


sodass B,(A) wirklich gleichzeitig - A verschwindet. Hiermit ist 
nachgewiesen, dass die Differentialgleichung A = 0 die inf. Trans- 
formation B,(f) gestattet, und in entsprechender Weise erkennt man, 
dass sie zugleich die Transformationen B,(f) und B,(f) gestattet. 

Nehmen wir jetzt an, dass die Determinante A fiir jedes Werth- 
system xyy identisch verschwindet. Alsdann besteht entweder eine 
oder vielleicht auch zwei Gleichungen von der Form 


> vilevy) [be Ze +m gy +h gy] == D we Bill). 





saimmit- 





A; wihrend die Coefficienten der Gréssen 


Es ist aber leicht zu erkennen, dass zwei solche Gleichungen nicht 
stattfinden kénnen. Denn durch Elimination von B,(/) erhielte man 
dann eine Gleichung 


Bf) + %B,(f) = 
die sich in die drei folgenden zerlegte 


Pb; + Prb& = 0, 
Pit + P.% = 9, 
9:8; + %2.o = 0; 
und da die Gréssen &,y, wie auch die Gréssen § 7, nicht gleichzeitig 
verschwinden diirfen, und dabei nur von x und y abhingen, kénnen 
wir immer annehmen, dass g, und g, nur von «x und y abhingen. 
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Wir kénnen sogar ohne wesentliche Beschrinkung z. B. y, gleich — 1 
setzen. Dann aber kommt 


= (tyis, m=P-m, 
oo. +y' (4 a oh) y? ch 1 | e+ y( St ad ch) _ y? a 
y y 


woraus folgt 


a 7) 
vr oe = 9 n) ie —% 2 t=0, E, oy = 93 


und da &, und », nicht gleichzeitig verschwinden dirfen, erkennen 
wir, dass @ jedenfalls eine Constante sein miisste, was indess durch 
die Unabhingigkeit der Transformationen B,(f) und B,(f) aus- 
geschlossen ist. Hiermit ist nachgewiesen, dass nie mehr als eine 
Relation der Form 2 g,B,(f) = 0 stattfinden kann. — Besteht eine 
soleche Gleichung, so bilden die beiden linearen partiellen Differential- 


gleichungen * 
B(f)=0 Bf) =0 


ein vollstindiges System, dem auch die Gleichung B,(f) =O an- 
gehért. Ist w(xyy') eine Liésung desselben, was darauf hinauskommt, 
dass B,(y~) = B,(v) = B,(w) = 0 ist, so gestattet jede Differential- 
. gleichung der Form ~ (ayy) = a = Const. die drei inf, Transformationen 
B,(f), B,(/) und B,(f). In diesem Falle giebt es somit einfach un- 
endlich viele bei der Gruppe invariante Curvenschaaren. Hierbei ist 
jedoch zu bemerken, dass der Fall eintreten kann, dass die Grésse » 
von y unabhingig ist. In diesem Ausnahmfalle ist y= a nach dem 
gewohnlichen Sprachgebrauche keine Differentialgleichung, und daher 
finden wir jetzt nur die einzige invariante Curvenschaar (xy) = a. 
Es liasst sich zeigen, dass wenn A nicht identisch verschwindet, 
dass dann A==0 die einzige bei unserer dreigliedrigen Gruppe in- 
variante Differentialgleichung erster Ordnung darstellt. Ist nimlich 
(xy) =a eine beliebige invariante Curvenschaar, so bestehen drei 
Gleichungen der Form 


é é 
& oe tm Ge = U9), 


woraus durch Differentiation 


0§, On og dQ, ee ay 
ie tts ae eh ~ ftp 
O8e Om ap a dQ, Z ey ay 


Oy Ou - dy oy dm oy Bi oy ~ Mk Gyt? 





AQ 
und durch Elimination der Grésse ——*: 








dg 
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Re (Es Ce = Say ae be, See foot 
oy Ox oy Cx Oy dx \ oy 
“ai (25. ao _ #9 ge) 4 ($2 ao __ _#@ ge.), 
* \Gxdy Ox ox® Oy Mk oy? Ox Cxdy Oy 


In Folge dessen besteht immer die wry 

















lew - SEGUE (Gb 4B) ae 
<Z£ ge (5 a) +Ge- oe an i io + 4™ (4 sy \-9 
ita to — $B (GE) + Ge — om) 3 as 7 sey 


was wieder heisst, dass » = a ein Integral der Gleichung A = 0 ist. 
Hiermit ist der folgende Satz erwiesen: 


Satz 14. Jede dreigliedrige Gruppe lisst eine und im Allgemeinen 
nur eine Curvenschaar (xy) = a invariant. 


25. Sei jetzt vorgelegt eine beliebige Gruppe 
A,(f) A,(f) --+ A,(f). 


Soll eine Curvenschaar p(xy) =a drei Transformationen der Gruppe 
etwa A;(f), A;(f) und A,(f) gestatten, so erkennt man, indem man 
genau wie im Schlusse der vorangehenden Nummer verfihrt, dass 
ein Integral der Gleichung 


On, On, 06, ~» 8, 


sein muss. Soll die Schaar gm = a insbesondere alle Transformationen 
der Grappe gestatten, so muss g ein gemeinsames Integral aller 
Gleichungen Aj;;, = 0 sein. 

Es lasst sich umgekehrt zeigen, dass, wenn alle Gleichungen 
Ai; = 9 ein gemeinsames Integral  besitzen, alsdann mo —a eine 
bei der Gruppe invariante Curvenschaar darstellt. 

Verfahrt man in der That genau wie im Anfange der voran- 
gehenden Nummer, so bringt man den Ausdruck B,A;;, auf die Form 


~y > Y on , O§ 
>: Zz, Cuow Buon + 2 ( Oy = 5) dij, ’ 


wo die Gréssen ¢,,.. gewisse Constanten sind. Hiermit erhalten wir 
den Satz: 


Satz 15. Soll die Gruppe A,(f)--- A-(f) eine Curvenschaar 
y (xy) = a invariant lassen, so ist hierzu erforderlich und hinreichend, 
dass p ein gemeinsames Integral aller Gleichungen Aj;, == 0 ist. 

Verschwinden alle A;;, identisch, so miissen die Betrachtungen 
dieser Nummer modificirt werden. Indem man wie in der vorangehen- 
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den Nummer verfahrt, erkennt man, dass zwei unter den linearen 
partiellen Gleichungen 


bx oe tem +t ae =0=— Bi(f) 


ein vollstindiges System bilden, dem alle iibrigen Gleichungen 
B,(f) =0 angehoren. Ist y (wyy') eine Lésung desselben, so ist 
jede Differentialgleichung der Form w = Const. invariant bei der 
= 0), Gruppe. Ist insbesondere ~ unabhiingig von y’, so ist y = a eine in- 
variante Curvenschaar. 


§ 11. 
) ist. 

, Die inf. Transformationen 1. 0. entscheiden, ob eine invariante 
inl Curvenschaar existirt. 


Wenn man zu entscheiden wiinscht, ob eine vorgelegte Gruppe 
eine Curvenschaar invariant lisst, so geniigt es, wie jetzt gezeigt 
werden soll, ihre unabhaingigen inf. Transformationen nullter und 
erster Ordnung in der Umgebung eines Punkts x,y, allgemeiner Lage 
uppe zu betrachten, 
man 26. Nach den Entwickelungen des vorangehenden Paragraphen 
ss Pp soll man niimlich in allen médglichen Weisen die drei inf. Trans- 
formationen der Gruppe entsprechende Gleichung A,;;, = bilden, 
und sodann untersuchen, ob alle diese Gleichungen fiir beliebig 
gewaihlte Werthe x= a, und y=y, durch denselben Werth von y 
befriedigt werden. Denken wir uns alle Gréssen § und y nach den 








jonen Potenzen von « — a, und y — y, entwickelt, so verschwindet A;;, bei 
aller der Substitution «= 2), y=y, jedesmal, wenn eine der Transfor- 
mationen A;(f), A}(f/), A,(f) von zweiter oder héherer Ordnung ist; 
Ingen ebenso wenn zwei unter diesen ‘Transformationen von erster Ordnung 
eine sind. Enthalt daher die Gruppe weniger als zwei unabhingige inf. 
Transformationen nullter Ordnung, so verschwinden alle Aj;, iden- 
oran- tisch.*) Wir kénnen daher annehmen, dass unsere Gruppe in der 
Form Umgebung des Punktes 2) y, zwei unabhangige inf. Transformationen 
nullter Ordnung der Form 
4,(f}=—9+"--; Af(f)=a+-:-: 
1 wir enthilt; und wollen annehmen, dass es g unabhingige inf. Trans- 
formationen erster Ordnung 
— [ax(w—2y) + Di(y—yu)] P + [ex(4—2%9) + Be(Y—Yo)] G++ (K=1, 2-9) 
hend, 


*) Geometrisch ausgedriickt kommt dieser Fall, wie man leicht einsieht, 
darauf hinaus, dass es »! Curven giebt; deren jede bei allen Transformationen 
der Gruppe invariant bleibt. 


ingen 
ehen- 
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giebt; wobei @ nicht grésser als 4 sein kann. Wir bilden die @ Aus- 
driicke Ajox, die durch successive Verbindung der Transformationen 
A,(f) und A,(f) mit einer Transformation erster Ordnung hervor- 
gehen. Setzen wir sodann t= 2, y=y,, so kommt 


AY: = o% + y' (Be— ax) — y'?* Dy. 


Soll die Gruppe eine Curvenschaar invariant lassen, so ist hierzu noth- 
wendig und hinreichend, dass die g Gleichungen 


(10) a + of (Bi— ax) — y?b, = 0 
durch einen gemeinsamen Werth von y’ befriedigt werden. 

27. Enthilt die Gruppe vier inf. Transformationen erster Ordnung, 
die somit die Form 


(c—a)p+---, (Yy¥—w)p+-::, (t<—%)q+-°-, 


(y—y)a+-:-: 
erhalten kénnen, so miissten die vier Gleichungen (10) 
—¥=0, -—y?=0, 120, ¥=—0 


gleichzeitig bestehen, was an sich unmdglich ist. Hine Gruppe mit 


vier unabhiingigen inf. Transformationen léisst daher keine Curven- 
schaar invariant. 


Enthalt die Gruppe drei unabhingige Transformationen erster 
Ordnung, unter denen sich keine der Form 
(7-H) p+ Yy—H)a+-:-:-: 
findet, so kénnen diese Transformationen bekanntlich (Satz 13.) die 
Form 


(t—%)Q+--+, (t—%)p — (¥—%) C+ -:-:. @-mwet <3 
erhalten. Und also erhailt man die drei Gleichungen (10) 

1=0, 2y =0, —y?=0, 
die wiederum contradictorisch sind. Fine Gruppe mit drei inf. Trans- 
formationen erster Ordnung, unter denen keine die Form 


(t@—%) p+ (Y—H)a+-:: 
besitet , liisst daher keine Curvenschaar p(xy) = a invariant. 
Nehmen wir jetzt an, dass eine Transformation erster Ordnung 
die Form (a—a)p + (y—y) q+ --- besitzt. Dann kénnen wir 
nach den Entwickelungen am Schlusse der Nummer 21. immer an- 


nehmen, dass die beiden iibrigen Transformationen erster Ordnung 
die Form 


Cif) + +++ = a, [(@—a9) p — (Y—Yo) @] + 0, (Y—Yo) p+ @, (%—HXy)Q+°*° 
Cf) + +++ = a, [(a—a)p — (y—Yo) g) + .(y—Yo) D + (4@—%) Q+°** 


besitzen, und dass dabei die Relation 
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(11) C,(C,(f)) — ©, (C;(f)) = €,(f) 


stattfindet. Jetzt reduciren sich die drei Gleichungen der Form (10) 
auf die beiden 


us- 
en 
ror- 





a, — 2a,y¥ —by?=0, 
a, — 2a,y — bay? =0; 


th- und es fragt sich, ob diese Gleichungen durch einen gemeinsamen 
Werth von y' befriedigt werden, das heisst, ob die Relation 
(12) 4 (a, — &, Gy) (a,b, — a, b,) — (a,b, —a@,b,)? = 0 
ng; stattfindet. Dies ist nun in der That immer der Fall. Denn die 
Gleichung (11) zerlegt sich in die drei 
a,b, — a,b, = a, 
(13) 2(b,a,—b,a,) = b, 
2 (a, @,— Ay) = &, 
. und wenn man dieselben bez. mit 2a,, «, und b, multiplicirt, und 
a sie dann addirt, so folgt 
Dy - 
ster welche Gleichung durch neue Benutzung der Relationen (13) in (12) 
iibergeht. Eine Gruppe mit drei unabhingigen inf. Transformationen 
erster Ordnung, unter denen eine die Form (~—2,) p + (y—%) a +°°° 
die besitzt, liisst daker immer eine Curvenschaar p(ay) = a invariant. 


Enthalt eine Gruppe nur zwei unabhiangige inf. Transformationen 
erster Ordnung, so sind zwei Fille denkbar. Besitzt keine dieser 
Transformationen die Form (x—2,) p + (y—y) a+ -++, so haben 
dieselben die Form 


ans- C\(f) + +++ = [a,(@—ay) + b, (y—Yo) |p + [ees (4—a2q) + Bi(y—Yo)] 9 +°°° 
Cf) + +++ = [ag(a—aq) + b (y—Yo)] P + [a2(e—2%)+ B(Y—Yo)]9 +°° 


und sind dabei, wie wir ohne Beschrinkung annehmen kénnen, durch 
die Gleichung 


ung (14) C,(E,(f) — (A, (f)) = GPA) 
wir verbunden. Jetzt erhalten wir zwei Gleichungen der Form (10) 
il a, + (B,—a,) ¥ — bby? =0, 
ty + (B,—ay) y — b,y? = 0; 
f+ und es fragt sich, ob dieselben durch einen gemeinsamen Werth von 
fs y befriedigt werden, das heisst, ob die Gleichung 





(15) (a,—B, , &) (4,—B,, 6.) — (4, b)? = 0 
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besteht. Dies ist immer der Fall. Denn die Gleichung (14) zerlegt 
sich in die drei 


(a,, 6.) =a,= — Bi = H— hh. 
(16) (6,, a, — B,) =b,, 


(a,—B,, %) = a, 


? 


und wenu man dieselben bez. mit a, — B,, @, und b, multiplicirt und 
dann addirt, folgt 


a,b, + &— bY 0, 


welche Gleichung durch Benutzung der Relationen (16) in die Gleichung 
(15) tibergeht. Kine Gruppe mit zwei unabhiingigen inf. Trans- 
formationen erster Ordnung, unter denen keine die Form 


(*¢-—%) p+(y—y)at+-:-: 
besitzt, léisst daher immer eine Curvenschaar invariant. — Enthiilt 
andererseits die vorgelegte Gruppe eine Transformation der Form 
(2— 2%) p + (y—y) + +++, und ausserdem nur noch eine Trans- 
formation, so erhilt man nur eine Gleichung der Form (10). Eine 
solche Gruppe lisst daher eine Curvenschaar invariant. Dasselbe ist 
offenbar auch der Fall mit jeder Gruppe, die entweder keine oder auch 
nur eine Transformation erster Ordnung enthilt. 

Die Entwicklungen dieses Paragraphen geben den folgenden 
fundamentalen Satz: 

Satz 15. Lédisst eine Gruppe von Punkttransformationen der Ebene 
keine Curvenschaar o(axy) = a invariant, so sind zwei Fiille denkbar. 
Entweder enthilt die Gruppe vier unabhdingige Transformationen erster 
Ordnung von der Form 


(t—x%)p+---, (y—%)P+-:; (t~—2)q+--, (y—-W)at+-: 
Oder auch sie enthélt drei solche Transformationen von der Form 


(t©—%)p—(Yy—H) Its, H—MIt-++, (Y-WPt+ 


§ 12. 
Gruppen, die simmtliche Curven einer Schaar g(xy) = a 
invariant lassen. 


In diesem Paragraphen bestimmen wir alle Gruppen, die sdmmt- 
liche Curven einer Schaar g(xy) =a invariant lassen. Zuniichst je- 
doch einige allgemeine Betrachtungen iiber Gruppen, die eine Curven- 
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schaar (xy) =a im Allgemeinen nur in dem Sinné invariant lassen, 
dass sie die Curven der Schaar unter einander vertauschen. 

28. Sind A,(f) A,(f)---+A,(f) die inf. Transformationen einer 
solchen Gruppe, so driickt jedes A,(g) sich als Function von @ aus 


Ax(p) = &:(). 
Fiihren wir pew g als neues x ein, so erhalten die A,(f) die Form 


; As(f) = (2) » + teley) @- 
Die Relationen 
A;(Ax(f)) — pcs = > Cizs As(f) 


‘r— 
1- 2 


1g dé; 
g; = — &, = ss a Ciks g, . 


: Ex («) p = Bi (f) 


und fassen dabei die B,(/) als inf. Transformationen der einfach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit « auf, so kommt 


B(Bi(f)) — Be(Bilf)) = >) cine Buf, 


was darauf hinauskommt, dass die B,(/) eine Gruppe bilden. In 
Folge dessen ist es nach den Entwickelungen des ersten Abschnittes 
immer mdglich eine solche Function von 2 als neues x einzufiihren, 
dass die B,(f) die Form 

(ay + 4% + Gy X*) p 
annehmen, und dabei eine lineare Gruppe bilden. 

Es kénnen nun vier verschiedene Fille eintreten, indem die 
B,(f) eine nullgliedrige, eingliedrige, zweigliedrige oder dreigliedrige 
Gruppe bilden kénnen. Und das Problem alle Gruppen in der Ebene, 
die eine Curvenschaar invariant lassen, zu bestimmen, zerlegt sich in 
vier Probleme, die darauf hinauskommen, alle Gruppen, die den vier 
verschiedenen Méglichkeiten entsprechen, zu bestimmen. Es ist dabei 
méglich diese Probleme in einer solchen Reihenfolge zu behandeln, 
dass die Erledigung eines jeden Problems durch die Erledigung der 
vorangehenden Probleme wesentlich geférdert wird. Die inf. Trans- 
formationen einer jeden hierher gehdrigen Gruppe kénnen nimlich die 


Form 

A(f) = (@+4,7-+ 4,2") p+ 09 
annehmen. Hat nun die Gruppe mehr als eine, etwa r Transformatio- 
nen, so enthalt sie jedenfalls » — 1 Transformationen der Form 


B(f) = (6) +5,2)p +09, 
und dabei sind die B,(f) offenbar paarweise durch Relationen von 
der Form 


geben insbesondere - — Relationen der Form 


Setzen wir daher 
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B;(Bi(f)) — Be(BiN)) = 2 dies B(f) 
verbunden. Es giebt ferner jedenfalls r — 2 inf. Transformationen 


von der Form 
C(f) = ep + nq, 
die paarweise Relationen von der Form 


C(Cx(1)) — Ce (Cif) = 2 cies Cy (f) 
erfiillen. Und endlich giebt es jedenfalls r — 3 inf. Transformationen 
von der Form 
D(f) = n(xy) q, 
die wiederum paarweise Relationen von der Form 


D(Dilf) — De (Di(f)) = 2 dixs Ds (f) 
erfiillen. 


Hiermit ergiebt sich die folgende Methode zur Erledigung wnseres 


aligemeinen Problems. Zunichst suchen wir die allgemeinste @-glie- 


drige Schaar von Transformationen der Form D,(f) = .¢, die paar- 
weise Relationen von der Form 

D;(Di(f)) — Di(Di(f)) = 2 dixs Ds(f) 
erfiillen. Darnach suchen wir in allgemeinster Weise eine hinzu- 


tretende inf. Transformation der Form C(f)=—p-+ mq, die @ Re- 
lationen der Form 


C(Di(f)) — Di (Cif) = >) ees Dif) 


befriedigt, wobei wir hervorheben, dass die Grésse C(/f) auf der rechten 
Seite dieser Gleichungen nicht auftreten kann. Sodann suchen wir in 
allgemeinster W eise eine inf. Transformation der Form B(f)= xp-+ 7,4, 
die @ + 1 Relationen der Form 


B(Ds(f)) — Di(B(f)) = > bis DLP) 
BC(f)) — CBN) =—Cf+ >) nDAf) 


erfiillt. Und endlich suchen wir in allgemeinster Weise eine inf. 
Transformation der Form A(/) = 2*p-+ y,q, die @ + 2 Relationen 
der Form 

A(Di(f)) — Di(A(f)) = 2 xs Df) 

A(C(f)) —C(A(f)) =— 2B(f) + 2B,D,(f) 

A(B(f)) — B(A(f)) = — Af) + 24, D(A) 


erfiillt. 

Nachdem alle diese Bestimmungen ausgefiihrt sind, verificiren wir, 
dass alle Schaaren von inf. Transformationen, die wir in dieser Weise 
erhalten haben, wirklich jedesmal eine Gruppe endlicher Trans- 
formationen bestimmen. 
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29. Sei jetzt vorgelegt eine beliebige Schaar Transformationen 
det Form D,(f) = y.q, die paarweise Relationen der Form 
Dj(Di(f)) — Di (Di(f)) = 2 cies Ds (fF) 

erfiillen. Unter denselben wahlen wir die r —1 unabhiangigen inf. 
Transformationen Dj(f)--- Di-s(f), die in der Umgebung eines 
Punkts x,y, allgemeiner Lage von erster oder héherer Ordnung sind. 
Und da jeder Ausdruck Dj;(Dj(f)) — Di(Di(f)) jedenfalls von erster 
Ordnung ist, so erkennen wir, dass ein solecher Ausdruck sich immer 
als Summe der D;(f), multiplicirt mit passenden Constanten, dar- 
stellen liisst. So folgt 

Satz 16. Wenn r inf. Transformationen von der Form D,(f) = 1g 
paarweise Relationen von der Form D;(Dj(f)) —Di(Di(f)) = Lcixs Df) 
erfiillen, so giebt es unter thnen immer r —1 unabhingige Trans- 
formationen D;(f), die paarweise Relationen der entsprechenden Form 
Di(Di(f)) — Di(Di(f)) = B dine Dy(f) erfiillen. 

Vermiége dieses Satzes kénnen wir die allgemeinste Gruppe der 
Form ».q in der folgenden Weise bestimmen. Wir nehmen zuerst 
die allgemeinste inf. Transformation der Form D,(f) = 9, (xy) q; 
bestimmen sodann in allgemeinster Weise eine inf. Transformation 
D,f = y,(xy)q, die eine Relation der Form 


D,(D,(f)) — D,(D,(f)) = 4 Dy (f) + a, D2 (f) 
erfiillt, Sodann bestimmen wir die allgemeinste Transformation 
D,(f) = nq, die zwei Relationen der Form 
D,(D, (f)) — D;(D,(f)) = 6, D, + b, D, + b;D;, 
D,(D;(f)) — Ds(D,(f)) = 4D, + &D, + &D,;, 
erfiillt; u. s. w. 

30. Eine inf. Transformation von der Form ,q kann durch Ein- 
fihrung einer zweckmiissigen Function von x und y als neues y immer 
etwa die Form X,(x)q erhalten , wobei X, eine ganz beliebige Function 
von « bezeichnet. Um jetzt die allgemeinste zweigliedrige Schaar 


Dif=nd, Df)=n¢ 
zu bestimmen, bemerken wir, dass die zwischen D, und D, bestehende 


Relation durch passende Wahl von D, und D, die, Form 
D,(D,(f)) — D,(D,(f)) = &D,(f) 


annehmen kann; und dabei kann die Grésse ¢, wenn sie nicht ver- 
schwindet, gleich 1 gesetzt werden. Wir kénnen ferner durch Ein- 
fihrung einer zweckmissigen Function von « und y als neues y, wie 
soeben, erreichen, dass D, die Form X,(a)q erhalt. Und also erhalten 
wir zur Bestimmung von D,(f) = yq die Gleichung 


an 


oy oe 
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woraus 
n= ey + f(). 
Ist hier ¢ verschieden von Null, in welchem Falle « gleich 1 gesetzt 
werden kann, so fiihren wir y + f(z) als neues y ein. Hierdurch er- 
halten unsere beiden Transformationen die Form X,q, yg. Es giebt 
somit nur zwei Typen von szweigliedrigen Schaaren der Form .q 
nimlich 
Xq X\q , 
| Xq |" "4 
Ist D, = X,q, D, = X,q, D;= nq eine Schaar von Trans- 
formationen, die Relationen der Form 


(D, D;,) = a,D, + a,D, + a;D,, 

(D,D;) = b, D, + b, D, + 3D, 
befriedigen, so giebt es jedenfalls eine Transformation D=a, D, + «, D,, 
die zu D, in solcher Beziehung steht, dass (DD,) sich durch D, und 


D, ausdriickt; und offenbar kénnen wir ohne Beschrinkung annehmen, 
dass dies eben mit (D,D,) der Fall ist. So kommt 


7] 
x, $3 


= a,X, + a,X,, 
F) , 
x, 3y = b, X, + b, X, + dsn, 
welche Gleichungen zunichst befriedigt werden, wenn wir 7 gleich 
einer beliebigen Function von x setzen. Soll 4 zugleich von y ab- 


hingen, so muss wegen der ersten Gleichung die Grésse oH eine 


Function von 2 sein, und somit muss in der letzten Gleichung J, ~ 


gleich Null sein. Hieraus lisst sich nun schliessen, dass + eine 
Constante sein muss. Denn unsere Gleichungen zeigen, dass jeder 
Ausdruck 


5 a 
(A,X, + 4,X,) St 
sich als lineare Function von X, und X, ausdriicken liisst: 
(A,X, + A,X,) a == B,X, + B,X;- 
Ebenso ist 


(B, X, + B, X,) 3 = C,X,+ 0,X,, 
woraus 


som 
(A, X, + A, X,) (5") = C, xX, + C, X, ? 
und im Allgemeinen 


k 
(A, X, + A, X,) ($2) = L, X, + L,X,, 
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wo k eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Setzt man z. B. A, = 1, 
A,= 0, so erhilt man drei Gleichungen der Form 


an \0 

xX, ()=X, 

xX, — =a, X,+ a,X,, 
an \2 

xX, (32) = B, X, + B, X, , 


wo die rechten Seiten eo ipso durch eine lineare Relation mit con- 
stanten Coefficienten , die nicht simmtlich verschwinden 


Yo X, + 4 (@, X, + oy X,) + ¥_(B, X, + B, X,) = O 


verbunden sein mitissen. Also kommt 


X, (74 +7, $i +7, (32 ‘) =—0, 


woraus folgt, dass st eine Constante ist. Und da diese Constante 
nach unserer friiheren Voraussetzung von Null verschieden ist, so 
kénnen wir 

n=y + (2) 


oder ohne wesentliche Beschrinkung » = y setzen. Die gefundene 
dreigliedrige Schaar von Transformationen hat die Form 


Xiq, Xd, yg. 

Seien jetzt g, yq, nq drei Transformationen, die paarweise in der 
bekannten Beziehung stehen. Alsdann wird y bestimmt durch zwei 
Gleichungen der Form 
ar = a) + 2ay+ ay, 


y Fe — 1 dy + 2dyy + doy 


Dabei ist leicht zu erkennen, dass a, gleich Null sein muss. Sonst 


nimlich finde man einerseits durch Elimination von 4 , dass y eine 


rationale Function von y wire, andererseits durch Integration der 
ersten Gleichung, dass y eine transcendente Function von y wire. 
Wir setzen daher a, = 0 und finden sodann durch Integration der 
ersten Gleichung, dass 9 die Form . 
= ay + ay’ + f(z) 
besitzt. Und da wir a, ohne Beschriinkung gleich Null setzen kénnen, 
kommt 
y= ay? + f(*). 

Setzen wir diesen Werth in die zweite Bedingungsgleichung ein, so 
ergiebt sich, dass entweder a, oder f(x) gleich Null sein muss, so dass 


























488 - §. Lm. 





y=y oder y=f(x) 
wird. Indém wir dies mit dem Vorangehenden verbinden, erkennen 


wir, dass die gesuchten dreigliedrigen Schaaren Transformationen eine 
der folgenden Formen besitzen: 


| Xi¢ | | Xi | q | 
X,q |’ Xq |; ¥q |. 
X,q | yq | yq | 


31. Stehen vier inf. Transformationen der Form q, yq, y’q, 4q 
paarweise in der bekannten Beziehung, so wird y bestimmt durch 
drei Relationen der Form 


> = a, + 2a,y + 3a,y? + azn, 
y >= —y=b, + 2b,y+ 3b,y* + dyn, 


a 
vy 2yn = + 2ey + 3ey* + 657, 


und dabei erkennen wir, wie soeben, dass a, gleich Null sein muss, 
indem die entgegengesetzte Annahme zu Widerspruch fiihren wiirde. 
Also erhilt 4 durch Integration der ersten Gleichung die Form 


n= ay + ay + ay + f(2), 
wobei a, und a, ohne Beschriinkung gleich Null gesetzt werden kénnen: 
yn = a,y° + f(x). 

Die zweite Bedingungsgleichung zeigt, dass » entweder gleich y* oder 
gleich f(x) sein muss. Da indess wegen der dritten Bedingungs- 
) gleichung diese beiden Formen unméglich sind, so schliessen wir, dass 
keine viergliedrige Schaar die Form q, yq, y°q¢, q besitzen kann. 

Wir suchen jetzt in allgemeinster Weise + + 1 inf. Trans- 
formationen von der Form 


Xiq, X.q---X-q, ng, 
die paarweise in der bekannten Beziehung stehen. Indem wir ganz 


) wie friiher in dem Falle r = 2 verfahren, erhalten wir zur Bestimmung 
von 9 r Gleichungen der Form 


X, Gt = 2aX,, 
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wo uw tiberdies gleich Null sein muss, indem die entgegengesetzte An- 
nahme wiederum zu Widerspruch fiihren wiirde. Folglich besteht, was 
auch die Constanten A,--- A, sein mégen, immer eine Relation der 
Form : 

(A,X, + --- + A,X,) oy = B,X,+.---+B,X,. 
Insbesondere ist 

(B, X, + coe B, X,) a — C, X, + ee C, X,, 
woraus , 

Ce a ee - A,X,) (45 y=, X,4---+6,%,, 

und im Allgemeinen 


(A, 0s. pag BF ByTh seo pe lbs 


oy 
In dieser Gleichung gebe ich k successiv die Werthe 0, 1,2... 7, 
und lasse dabei A,A,...A, feste Gréssen bezeichnen. Hierdurch 
erhalte ich r+ 1 Gleichungen, aus denen durch Elimination eine 
Gleichung der Form 


. y any 
(2 AX) (hy +h, 22 + --- +4, (42Y) =0 
hervorgeht. Also folgt 
y Y,) r 
ky + k, et th Y=, 


wo die Constanten / nur, wenn ea gleich Null ist, siimmtlich ver- 
schwinden diirfen. Daher ist on. jedenfalls eine Constante und 
y= ay+f(2), 


sodass wir » entweder gleich y oder gleich f(x) setzen kénnen. Wir 
finden daher nur die beiden Schaaren 

Xiq X.q--° Saya, 

Xiq X.q°-+ Xq X49, 


Endlich suchen wir in allgemeinster Weise + + 2 inf. Trans- 
formationen der Form 


Xiq X,q +: Xa yg ng, (> 1) 
die paarweise Relationen von der bekannten Form befriedigen. Wir 
erhalten, da + grésser als 1 ist, jedenfalls zwei Relationen von der 


Form 
X; an. = La,X;+ ay+ ay, 


X, @ = EBX; + By + Bn, 


Mathematische Annalen. XVI. 
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wo « ohne Beschriinkung gleich Null gesetzt werden kann. Durch 


Integration der ersten Gleichung kommt daher 
Xqg=y FaXi+ FS ¥+f(), 


welchen Werth von y wir in die zweite Bedingungsgleichung sub- 
stituiren. Setzen wir nun zunichst voraus, dass 8 von Null verschieden 
ist, so ergiebt sich, dass 7 die Form 


y= ay + —(2) 
besitzt, und dabei kann «, ohne Beschriinkung gleich Null gesetzt 
werden. Die Hypothese B 20 giebt somit eine (r + 2) gliedrige Schaar, 
die dieselbe Form wie die vorgelegte (r + 1) gliedrige Schaar besitat. 
Wir kénnen daher annehmen, dass # gleich Null ist. Durch Elimi- 
nation von y zwischen den beiden Bedingungsgleichungen ergiebt sich, 
7] 
oy 
gleichungen der gemeinsamen Form 


dass 





nur von « abhingt. Und also erhalten wir r Bedingungs- 


Xi oy —_ = Ces X,, 

aus denen wie im vorangehenden Falle hervorgeht, dass y die Form 
ay + f(x) besitzt, wobei iiberdies « ohne Beschrinkung gleich Null 
gesetzt werden kann. Unsere Schaar besitzt daher wieder dieselbe Form 
wie die vorgelegte (r + 1) gliedrige Schaar. 

Die vorangehenden Entwicklungen geben den allgemeinen Satz: 

Satz 17. Wenn eine Schaar inf. Transformationen der Form 
xq paarweise die bekannten Relationen erfiillen, so hat sie eine der 
folgenden Formen 








| Xi | X,q | 
| Xq X,¢ | q | 
ae : , “yg |: 
Xa | ven | y’q 
Yq 


32. Es fragt sich nun, ob die hiermit gefundenen Schaaren in- 
finitesimaler Transformationen jedesmal eine Gruppe bestimmen. Diese 
Frage ist mit ja zu beantworten, wie jetzt gezeigt werden soll. Die 
Gleichungen 

y¥ =y+a,X,+4,X,+---+4,X, 

Ce 
bestimmen eine r-gliedrige Gruppe endlicher Transformationen, und 
die inf, Transformationen dieser Gruppe sind eben die r Gréssen X,¢. 
Es ist ferner klar, dass die Gleichungen 
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y =ay+a,X,+---+a,X 
v= x 
eine (r + 1)-gliedrige Gruppe endlicher Transformationen bestimmen ; 


die inf. Transformationen dieser Gruppe sind die r+ 1 Gréssen Xiq, yq. 
Es ist endlich bekannt, dass die Gleichungen 


ay + a, 
asy+J 
eine dreigliedrige Gruppe mit den inf. Transformationen gq, yq, y’q 
bestimmen. 

Hiermit ist also die allgemeine Bestimmung aller Gruppen in der 
Ebene, die stimmtliche Curven einer Schaar y (xy) = a invariant lassen, 
geleistet. 


a = 2, y= 


§ 13. 
Einige Hilfstheorien. 


In diesem Paragraphen entwickeln wir einen allgemeinen Satz 
liber beliebige Transformationsgruppen. Zunichst einige Bemerkungen 
iiber lineare Gruppen. 

33. Eine infinitesimale Transformation der Form 


Pe Cir Xi Puy (Ly + ++ kn Py ++ Mn) 


soll eine lineare Transformation heissen. Vermége derselben erhalten 
die 2, die folgenden Incremente 


(13) 0x, = (2 cin) dt. 


Fiihrt man statt «, -- +, zweckmissige lineare homogene Functionen 
dieser Gréssen als neue x ein, so kann man nach Cauchy’s Unter- 
suchungen iiber simultane Systeme der Form (13) immer erreichen, 
dass alle Gréssen c;,, deren i grésser als k ist, gleich Null werden. 
Eine jede lineare inf. Transformation kann daher die Form 


C14 0 Dy (Cyq% A CQ Hq) Do A (C43%, + Cyg%y + Cy3%5) Py + >> - 

H+ (C192, + Caqg%y + +++ + Cyq%q) Py +: u 
erhalten. 

34. Nehmen wir jetzt an, dass zwei lineare inf. Transformationen 


A(f) = Xn p; und B(f) = LE; p; in der Beziehung 

(14) A(B(f)) — B(A(f) = A(f) 

stehen. Wir werden zeigen, dass es dann immer méglich ist, statt 
@,+++2, solehe neve unabhingige Variable einzufiihren, dass A(/) 


und B(f) gleichzeitig eine bemerkenswerthe Form erhalten. 
32* 
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8. Lr, 


Wir bringen zuerst A(/f) auf die in der vorangehenden Nummer 
besprochene Form, sodass der Coefficient von p, die Form ez, erhiilt; 
dabei kan: +s gelegentlich kommen, dass noch mehrere Gréssen 7; z. B. 
No 3° ** Yq die entsprechende einfache Form ¢2, erhalten, also 


A(f) = &(% Py + Po + ++ + %q Pq) + Nett Dott +++ + Mn Pn 
wird. Wir kénnen ohne Beschriinkung annehmen, dass die Grosse 
¢,%,-+----+¢,2%, die allgemeinste lineare Function der x ist, die 
eine Relation der Form 

A( Le, x;) = & DE; 4; 
erfiillt. 
Ich behaupte nun zunichst, dass « gleich Null sein muss, 
Ist niimlich ¢ von Null verschieden, in welchem Falle ¢ ohne Beschrinkung 
gleich 1 gesetzt werden kann, so lisst sich zeigen, dass die ganze 
Zahl » keinen endlichen Werth haben kann. Die Gleichung (14) zer- 
legt sich in die » Relationen 


(5) At) — Ba) —4 

und also befriedigen die q Gréssen &, - - - &, Relationen der Form 
A(&;) — & = aj. (@=1,2---+4q). 

Hieraus liisst sich nun schliessen, dass die Groéssen &, ---&), %, +++ 2, 


unabhiingig sein miissen. Bestinde nimlich eine Relation der Form 
ME te tb tay + > +m my = 9, 
so kiime durch Ausfiihrung der Operation A(2v;§;) + A(2u;2,;) =0: 
V1 (Ey ey) HH MQ(Ey Hq) + ye Hs + ey Hy =O, 
woraus die unmégliche Gleichung 
V2, +--+ Voly = 0 


folgen wiirde. Also ist » jedenfalls so gross als 2q, und es ist daher 
erlaubt die Gréssen 2,4; -- +42, bez. gleich &, --- & zu setzen: 


Got = 6, + Weg = &. 
Durch Ausfiihrung der Operation A kommt 
A(%q4i) = AQE)=—E +a, ((=—1---Q), 
oder da A(%,4i) = m4: ist, 
Neti = Typit Vi, (t= 1---Q). 
Hiermit sind die » Gréssen 7,41 + ~~ y2_ bestimmt. Nun aber ist 
A(—;) — By) = mw, 
und also befriedigen die » Gréssen §)4:--+&, Relationen der Form 
A(&o+i) ae Eo+é —-i= Nati = Uti + %, ((=1--- q); 


oder 


A (E+) — Seti + 224i -+ %, (i =l1.-:- q), 
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woraus leicht hervorgeht, dass die Grossen &4; - ++ 2. %, +++ +++ tq 
durch keine lineare Relation verbunden sein kénnen. Also ist n jeden- 
falls so gross wie 3q, und wir kénnen ohne Beschrinkung 


V2 941 = Eo44 ‘+ Lg = E24 


- setzen. Durch Ausfiihrung der Operation A kommt 
bsse 


die A (294i) = A(Eq4i) = Foti + 2ay4i + ri, (i= 1---Q), 
oder da A(aoo4:) = M2 o4i ist: 
N2qti = Lagi + 2Hq4i + Xi, (C= 1---Q). 
Indem man in ganz entsprechender Weise fortfaihrt, erkennt man, 
— dass die Gréssen § 941+: &3. %, +++ %q +++ eq +++ a3q unabhiingig 
ung sind, und dass daher m jedenfalls so gross wie 4q ist u. s. w. Da 
— nun »” eine endliche Zahl sein soll, so erkennen wir, dass die friiher — 
= besprochene Grésse « gleich Null sein muss. 
35. Wir kénnen daher setzen 
A(f) =9- py tess +9- De + Mott Poi ++: +, 
Bf) = Ep, +++ + Fwy + Seti pori +--+, 
a und wegen (14) folgt: 
q 


‘orm A(—,) = 0, A(E) = 0, +--+, AE,) = 9, 
woraus nach unseren friiheren Voraussetzungen hervorgeht, dass &, ---&, 
nur von 2,++-#, abhingen. Ich kann nun die Grésse 2,4; derart 


=0: wihlen, dass eine Relation der Form 
A (Hq41) = Cy Uy es + $ Cg Hy + CX gti 
stattfindet; also ist zugleich 
Nor = Cy Hy es + fH Cy Hy + CH p41. 
hes Dabei ist leicht zu erkennen, dass die Grésse c gleich Null ist. Maun 


beweist dies, indem man in A(f) und B(f) die Substitutionen 
a, =0, 2 =0,---,4,=0 
ausfiihrt, und darnach auf die hervorgehenden Ausdriicke Af, Bf 
die, wenn c von Null verschieden ist, nicht gleich Null sein kénnen, 
die Betrachtungen der vorangehenden Nummer anwendet. 
Wir kénnen daher setzen 
A (Gots) == 6, @y ++ +H Cg Hq = Nyt, 
; und es ist denkbar, dass noch z. B. y 42-+--+ m, lineare Functionen 
von “,---#, sind. Dabei kénnen wir ohne Beschrinkung annehmen, 
Paull dass die Grésse 
Oy Ly + Mghy ++ + My Ly 
die allgemeinste ist, die eine Relation der Form 
A (2a; x;) = Be, + +++ + By % 





befriedigt. 
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Wegen (14) bestehen dann g — q Relationen der Form 
A(Es4i) = 6,4, ++--+0,%; (i= 1---G —Q), 
also sind die Gréssen &,4,--- § Functionen von 2, ---2,-++ ay. 


In dieser Weise kénnen wir nun weiter gehen. Wir wihlen die 
Grésse x4, derart, dass eine Relation der Form 


A (Hy41) = C,%y + + + Ogg fs Cy ty + CX y 41 
stattfindet, und erkennen dabei wie friiher, dass ¢ gleich Null sein 
muss. Also wird 

Nagi = C4, ++ + Cy hy, 
und es ist denkbar, dass noch weitere Gréssen 9, 2. B. yy42--+ nq" 
diese Form besitzen. Dabei kénnen wir ohne Beschrinkung annehmen, 


dass die Gleichung 
A(@) = Ca + rs + Cq' Xq’ 
in allgemeinster Weise durch die Annahme 
» ar 0,2, + bras + Oy" Ly" 
erfiillt wird. Nun aber bestehen wegen (14) Relationen der Form 
A(Ey4i) = 2, +--+ + Cyaty, 
und also sind &,4;--- &” Functionen von 2, --+ 2%,” u. 8. W. 

Man kann daher immer eine solche Reihe wachsender Zahlen 
q,4,%4,q --+% wéihlen, dass y, +--+ nq gleich Null sind, dass 
Moti *** No nur von x, --- x, abhdingen, dass Hy4i--+ Ny” nur von 
L,+++Xy abhidngen u. s. w.; dass ferner gleichzeitig §,---& nur von 
%, +++ %_ abhdngen, dass §541--- & nur von x,--- x abhiingen, dass 
Ev4ie: + Gor mur von 2, +++ 2X abhiingen u. s. w. 

36. Es bleibt jetzt nur noch iibrig, einige einfache Transfor- 
mationen auszufiihren. Fiihren wir statt «, ---, lineare Functionen 
dieser Gréssen ein, so behalten die Transformationen A(f) und B(f) 
offenbar die soeben gefundene Form. Dabei kénnen wir insbesondere 
erreichen, dass der Ausdruck §, p, + ----+ & p,, der nur von 2, - - + %,, 
P,*** Pq abhiingt, die in Nummer 33. besprochene Form erhilt. So- 
dann fiihren wir statt 2,,,---%, zweckmiissige lineare Functionen 
VON %j41-** % ein, und bringen dadurch den Ausdruck 

EPit ss + bet ts + by By 
auf die kanonische Form der Nummer 33. u. s. w. 
Indem wir in dieser Weise fortfahren, erhalten wir den Satz: 
Satz 18. Stehen zwei lineare Transformationen 
A(f)=Z2nipi, B(f)= Zip; 
in der Beziehung 


A(B(f)) — B(A(f)) = A(f), 
so ist es immer miglich, die unabhingigen Variabeln x,--+ %, im 
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solcher Weise zu wihlen, dass jede Grosse y; nur von x, - - - x; ab- 
hiingt, wiihrend jede Grosse &; eine Function von x, - ++ x:1, x; wird.*) 
37. Wir wenden uns jetzt zu ganz beliebigen Gruppen von Punkt- 
transformationen einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit x, - - - 2. 
Sind r inf. Transformationen A,(f), ---, A,(f) paarweise durch 
Relationen der Form 


(A; Ay) = 4 Cire As 


verbunden, so sind die Constanten ¢;,,, wie jetzt gezeigt werden soll, 
durch eine Reihe Relationen verkniipft. Fiihrt man in der That in 
die bekannte Jacobi’sche Identitit 

((Ai Ax) As) + ((At-As) Ai) + ((As Ai) Ax) = 0 


zuerst einmal die obenstehenden Werthe der Gréssen (A, A,) ein, und 
wendet sodann noch einmal dieselben Relationen an, so kommt 
schliesslich eine Gleichung der Form 

C,A, + C,4,+---+C¢,4,=0, 
in der die C, Functionen der Gréssen ¢,»9 sind. Und da die A,(f) 
unabhingige inf. Transformationen sind, folgt 


Cc, = 0, C,=0,---, C—O, 
oder entwickelt 


> (Cikelesa + Crse Cgia + Csig Cora) = 0, 
@ 


wo die i, k, s, 6 vier beliebige unter den Zahlen 1,2 ---r bezeichnen. 


38. Seien wiederum A,(f)---A,(f) beliebige (das heisst nicht 
eben lineare) inf. Transformationen, die paarweise durch die Relationen 


(A;Ay) = ie 4 Ciks As 


verbunden sind. Ich bilde die Ausdriicke 


- 
B;(f) => ge Cisk Xk 
und behaupte, dass diese linearen inf. Transformationen durch die 
entsprechenden Relationen 
(B; B;) _ Pe Cijs B, 


verbunden sind. Durch Ausfiihrung kommt namlich 





*) Dieser Satz ist ohne Zweifel, wenn auch vielleicht in anderer Form, 
lingst bekannt. Derselbe ist iibrigens ein specieller Fall eines viel allgemeineren 
Theorets | das ich bei einer anderen Gelegenheit aufgestellt habe. 
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“a 
(B; B;) = > ve > S (Gas Cisk — Cias Cj sk) Ley 
a 3% 


und unsere Behauptung ist, dass dieser Ausdruck auf die Form 
of 
4 Cijs 4 Oz, > Csak XL 


gebracht werden kann; oder was auf dasselbe hinauskommt, dass die 
Summe 


: } (Cjas Cisk — Cias Cjsk — Cijs Csok) 
3 

\ 

—=— > (Ges Csik + Cais Cejk + Cijs Csox) 
8 


identisch verschwindet. In der vorangehenden Nummer sahen wir 
in der That, dass dies der Fall ist. So folgt: 
Satz19. Sind r inf. Transformationen A,(f) +--+ A,(f) verbunden 
durch die Relationen 
(A; A;) ca 2 Cijs A,, 
so befriedigen die linearen Ausdriicke 


B= 2 te PH Cisk Ue 


die entsprechenden Relationen 
(B; B;) = Dea;, Bs. 
Die Sitze 18. und 19., wie auch der in Nummer 33. aufgestellte 


bekannte Satz finden eine wichtige Anwendung in den beiden folgenden 
Paragraphen. 


§ 14. 


Bestimmung aller Gruppen, welche die Curven einer Schaar p(xy) = a 
eingliedrig transformiren. 

Nunmehr bestimmen wir alle Schaaren von Transformationen der 
Form 

mY %29°°°%d P+4, 
die paarweise in der bekannten Beziehung stehen. Dabei erinnern wir 
uns, dass die 4, eine von den in § 12. bestimmten Formen besitzen. 
Wir bemerken ferner, dass ‘jede Grosse (mq, p+ nq) sich linear 
allein durch die », q ausdriicken muss. 

39. Zuniichst bestimmen wir alle Schaaren der Form q, yq, y?4, 
p+ nq. Die Grosse y ist bestimmt durch Gleichungen der Form 
a =4,+2a,y+ 3a,y¥, 
y gt — n= by + 2hy + 3b,y’, 


oa P i ‘ , 
voy — 2yn=% + 2ey + 3eQy". 
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Die erste zeigt, dass 
’ n= ay + ay? + ay’ + f(z) 
ist, oder da a, und a, ohne Beschrinkung gleich Null gesetzt werden 


kénnen, dass 
n = a,y® + f(x) 


ist. Die beiden letzten Bedingungsgleichungen zeigen, dass a, =f (x) 0 
ist, so dass gleich Null wird. Die gesuchte Schaar besitzt daher 
die Form: 
qd, ¥4, ¥°d, PD. 
40. Sodann suchen wir alle Schaaren der Form 


X,q X.q---Xq, p+ng 
Dabei kénnen wir annehmen, dass r grésser als Null ist, indem die 
Annahme r = 0 nur die einzige Transformation p + nq liefert, und 
diese erhilt durch Einfiihrung einer zweckmissigen Function von 
x und y als neues y die einfache Form p. Es bestehen sonach Glei- 
chungen der Form 


(Med, PANG) = Cer XQ + + + + Cer Xa. 
Dabei ist es immer méglich, statt X, --- X, solche lineare Functionen 
dieser Gréssen 
Xi = aj, X, + --- + a;, X, 
einzufiihren, dass in den transformirten Gleichungen 


(17) (Xi q, p+ q) = Cer Xig + +++ + Cér Xry 
die transformirten Coefficienten c,; sehr einfache Werthe erhalten. 
Bezeichnen wir die Determinante (a,, a. +--+ «,,) mit A und ihre 


Unterdeterminanten hinsichtlich «;, mit B;,, so ist bekanntlich 
A-X,=— Bu X/ +--- +8 X-, 
und also kommt durch Berechnung 


, 1 
(18) eee DD Ge Boe- 
oe 


Um uns bei der Discussion dieser complicirten Ausdriicke leicht 
zu orientiren , machen wir die folgenden Ueberlegungen. In der linearen 
inf. Transformation 


Bt) = DD Gh Sete 
J e 


machen wir die Substitution 


1 , 
uae= 7 , Bag Xo - 
o 


Hierdurch werden die 2’ folgendermassen als Functionen der x be- 
stimmt: 
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a os > a5; Tj, 
j 


und die Differentialquotienten t werden transformirt durch die Glei- 


Ox 
chungen 


Also kommt 


B(f)= * — 4, ax; C9 Bog Xa » 
: 7 o 
und wenn wir 
B(f) = a2 oN Ceo Le 
oe 


tie = > > OK; Cie Boe; 


welche Formel genau mit (18) betel Nun aber sahen wir in Nummer 
33., dass eine jede lineare inf. Transformation B(f) durch eine zweck- 
missige Einfiihrung neuer Variabeln die Form 


Cir Ly" Py’ + (C21 4,’ + Cae Ly’) Py + (C51 Zy + C32 Ly + C33 L;') Py 
+ (Cy: z, “ae + Ces Xq) Do + 5 
erhalten kann. Und daher ist es moéglich die Constanten a, derart 


zu wihlen, dass die Grésse cj, immer verschwindet, wenn s grésser 
als k ist. 


Hiermit erhalten wir den folgenden wichtigen Satz: 


Satz 20. Sind r + 1 inf. Transformationen X,q--- Xrq, p+ 4 
durch die bekannten Relationen verbunden, so kann man ohne wesent- 
liche Beschriinkung annehmen, dass diese Relationen die folgende Form 


besitzen. 
(Xig, p+ng)—en X,q, 
(% " oe Ss Mid + Cx Xod, 





setzen, wird 


ea, »+ m = Chi x id +: + Con Hag. 


Die erste Gleichung giebt 


dn ax. 
x, dy cate = ¢, X, 


oder da wir X, ohne Beschrainkung gleich 1 setzen kénnen: 


77 
Fy =u y= cy+ f(x). 


Um den gefundenen Werth von y noch einfacher zu machen, fiihren 
wir ein neues y ein, indem wir 
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§ y =y + 92) 
setzen. Dann kommt durch Differentiation 


dy = dy + 4% ox, 
woraus 


, d , 
p+ug=pt+ [ew—9) + f+ 42] 
Hier wahlen wir g(x) derart, dass 


d 
rr + f — CQ = 0 
wird, und also kommt 
pt+ng=pt+ey”. 
Bei dieser Variabelninderung wird die Form der Transformationen 
X,q nicht geiindert. Die Schaar besitzt somit die Form 
q, X.q, X3q-+->X-g, p+ cya; 
dabei sind die X, bestimmt als Functionen von x durch die integrir- 
baren Differentialgleichungen 
dX 
a == Op Xx, +++ oy Xe. 
41. Endlich suchen wir alle Schaaren der Form 
Xiq, X2g, +++) Xd, vd, P+ 4- 
Die Grosse (Xi.q, p+ q) driickt sich jedesmal als lineare Function 
der Gréssen X,q und yg aus. Also bestehen r Relationen von der 
Form 


d dX, 
Xi = --= =D Xt CKY, 


woraus 
aX, yo“ 
Xin =y : da ta i Xi )+ > + fil). 


Andererseits finden wir durch Bildung des Ausdrucks (yq, p + 1q) 
eine Gleichung der Form 


(20) vay TY Xt Oy, 


in welche wir den soeben gefundenen Werth von y einfiihren. Hier- 
durch ergiebt sich, dass alle c, gieich Null sind, und dass daher 
r Gleichungen von der Form 


(Xig, P+ 0g) = Cer Xq+--- +X 
stattfinden. Ersetzen wir hier die X; durch zweckmissige lineare 
Functionen dieser Gréssen, so erhalten wir wie in der vorangehenden 
Nummer die noch einfacheren Gleichungen 


(Xig, P+ q) = Cer Xyq +++ + Cee Xe. 
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Setzen wir daher wie dort X, = 1, so kommt 


a 

oy 
wobei die Constante c,, ohne Beschriinkung gleich Null gesetzt werden 
kann. Substituiren wir den Werth 7 = f(x) in (20), so ergiebt sich, 
dass » als eine lineare Function der X, gleich Null gesetzt werden 
kann. Unsere inf. Transformationen besitzen daher die Form 

q, X.q, X3q--- Xr, yg, YD; 
und dabei sind die X; bestimmt als Functionen von x durch die inte- 
grirbaren Differentialgleichungen 

aX 

— = 1 X, +: ++ cy, Xi. 


Die vorangehenden Entwickelungen dieses Paragraphen geben 
den folgenden Satz: 


a2 =, 2=C,y+f(2), 


Satz 21. Wenn eine Schaar inf. Transformationen der Form 
19) °**) WG, P+ nq paarweise in der bekannten Beziehwng stchen, 
so haben dieselben eine der folgenden Formen: 


q qd Sj 

Yq X4 X,q 

2 7 ; 

vd | p |, : : 

p X,q X,q 
pt eyq Yq 
p 


42. Es ist nun leicht zu verificiren, dass eine jede unter diesen 
Schaaren wirklich eine Gruppe endlicher Transformationen liefert: 
1) Die erste Schaar liefert die viergliedrige Gruppe: 


‘ m S87 Fi 
deen = “=£+ a. 





2) Die infinitesimale Transformation p liefert die eingliedrige Gruppe: 
y¥=y, &=a“+a. 
3) Die dritte Schaar liefert die (r + 1)-gliedrige Gruppe: 
y =ay+a,+a,X,+---+ 4,X,, 
e=ae+ - log a. 
4) Die vierte Schaar endlich liefert die (r +- 2)-gliedrige Gruppe: 
y =ay+a,+a,X,+---+4X%,, © =e4+ aq. 
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§ 15. 


Grippen, bei denen die Curven einer Schaar g(xy) —a zweigliedrig 
transformirt werden. 
Wir bestimmen jetzt alle Schaaren inf. Transformationen der 
Form 
MI, ** > WI P+md, tp+n4q, 
die paarweise in der bekannten Beziehung stehen. 
43. Es giebt zwei wesentlich verschiedene Schaaren der Form 
P, p+ 09. 
Ks ist niimlich jedenfalls 
#1 = 0, 9=fly). 


Ist dabet f= 0, so erhiilt man die Schaar p, xp. Ist f verschieden 
von Null, so kann man immer eine solche Function von y als neues 
y einfiihren, dass f gleich 1 wird. Man erhiilt also die beiden Formen 


p, xp und p, xp+q. 
44. Zur Bestimmung aller Schaaren der Form 


Gq, ¥9, a, Pp, opt+ng 
erhilt man die Gleichungen 
d 9 
= = & + ayy + AY"; 


d 2 
y S —n=b + by + by’, 
ae ‘ 
yay YN =e + LY + Oy’, 
welche zeigen, dass 9 gleich Null ist. Man erhalt somit nur die 
Schaar 
Gq, 49, YU, —DP, Up. 
45. Jetzt suchen wir alle Schaaren der Form 
X,q -Pyik X,q; p + "19> “p + Nod: 
Es bestehen Relationen der Form 


3 
(Xiq, P+ 19) = >> Crs Xsq, 


- .) 
(Xiq, ep +29) = a xy X59. 
Dabei ist es wieder méglich statt X, --- X, solche lineare Functionen 
dieser Gréssen 
Xi = aj, X, + +++ + aj, X, 


einzufiihren, dass in den transformirten Gleichungen 
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(Xiq, p+ 19= > %. X.4q, 


, ~e , , 
(Xi'q, ept+n.g) = > di. Xig 


die neuen Coefficienten ¢;,, di, sehr einfache Werthe erhalten. Be- 
zeichnen wir wie in Nummer 40. die Determinante (@,,@. +--+ - @,,) mit 
A und ihre Unterdeterminanten hinsichtlich der «;, mit B;,, so ist 
bekanntlich 

A+ Xi = Bir Xi +--+ + Bre Xe, 


und also kommt durch Ausfiihrung der Berechnung 
, 1 
tka = rae = On; Cre Bog: 
as 
, 1 
dio= % >) >) as Ge Boe 
,C 


Nunmehr machen wir die folgenden Ueberlegungen. In den 
linearen inf. Transformationen 


AN => > Gh cere 
rT “e 

B= >> = jg Xe, 
J @ 


die (Satz 19.) durch die Gleichung 
A(B(f)) — B(A(f)) = Alf) 


verbunden sind, machen wir die Substitution 


1 , 
Xo se wn > Bag Xo- 
o 


(21) 


Hierdurch werden die x’ folgendermassen als Functionen der x bestimmt: 


, 
{i= > Mi; Xj, 
7 


of 


und die Differentialquotienten —— werden transformirt durch die Glei- 


Ox 
chungen 


Ij 


k 
Af)=~ > pa DD tay tu %eBoe te’; 
BO = DD Gay be beet 
I e . o 


also kommt 
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A(f) — pape -s Cro Le» 
Bit) = SD he ieee 


’ 1 
ro = 7 > > On; Cie Boe, 
J @ 
' 1 > > 
dics = e ay; dig Boy: 
J @ 


welche Formeln genau mit (21) stimmen. Nun aber sahen wir (Satz 18), 
dass zwei linearen inf. Transformationen A(f) und B(f), die in der 
Beziehung A(B(f)) — B(A(/)) = A(f) stehen, durch Einfihrung 
zweckmassiger Variabeln gleichzeitig auf kanonische Formen gebracht 
werden kénnen. In dieser Weise erkennen wir, dass die Constanten 
«;, derart gewahlt werden kénnen, dass die cig immer verschwinden, 
wenn 6 grodsser als k — 1 ist, und dass die dig immer verschwinden, 
wenn 6 grosser als k ist. 





und wenn wir 


setzen, kommt 


Hiermit erhalten wir den Satz: 


Satz 22. Sind r+2 inf. Transformationen der Form X,q,--- X,+q, 
p+7,¢d, <p + .q durch die bekannten Relationen verbunden, so kann 
man ohne wesentliche Beschriinkung annehmen, dass diese Relationen 
die folgende Form besitzen 


(22) (Xq, p + 7,9) = Ce Xd + dad + Ckyk—1 X19; 
(Xig, p+ 9) = dr XQ +--+ + din Keg. 


Da X, gleich 1 gesetzt werden kann, so kommt zuniichst 
CL Ps —_ 
Su 0, 1 =f (2). | 
Fithren wir sodann eine Grosse der Form y + g(x) als neues y ein, 
so kénnen wir 9, = 0 setzen. 
Setzen wir daher in der ersten Gleichung (22) k = 2, so kommt 


aX, 
a Cx4» 


woraus hervorgeht, dass X, gleich x gesetzt werden kann. In ent- 
sprechender Weise erhilt man die Werthe 
gue a... Xa ge, 


Setzt man andererseits in der zweiten Gleichung (22) k = 1, so kommt 


One . 
ot = K, 1 = Ky +f (2). 
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Die gesuchte Schaar von Transformationen besitzt daher die Form 


q, ©4,---, @'Q, p, ep + [Ky + f(x)] ¢. 
Nun aber ist 
(P, £P + 29) =P + % + Me H+ ++ + Ure", 
also wird 
af, 
Ad =v +yr7+:--+ 4,2’, 
so dass f(x) = Ra’+' gesetzt werden kann. Wir werden zeigen, dass 
die Constante R im Allgemeinen ohne Beschriinkung gleich N ull 
gesetzt werden kann. Wir setzen 
y=y+ Ler, =z, 
woraus 
dy =dy+Lir+1jadr, bx =—da; 
also kommt 
q=—q, t19=eY -+- wQ=—xX""q, 
p=p+L(r+1)29, 
ap + (Ky+ Rar )q=a'p' + {Ky + (R4+ Lir+1— Ka} ¢. 


Ist K verschieden von r+ 1, so kann die Constante L derart ge- 
wahlt werden, dass die Grésse R + L(r + 1 — K) gleich Null wird. 
Die gesuchte Schaar besitzt also die eine der beiden folgenden Formen: 


q q 
£q | | xq 
xq { | xq 
p po. Pp 
zp + Kyq | rp+[r+ y+ Ram) ¢ 5 


Ist im letzten Falle die Constante R von Null verschieden, so kann 
sie ohne Beschrinkung gleich 1 gesetzt werden. 


46. Es bleibt iibrig, alle Schaaren der Form 


Xiq--+ Xd, vd, P+ 19, ep + 22 
zu bestimmen. Es bestehen 2r Relationen der Form 


dX, 
X, Su — _ => aiXit ey, 


a dX, 7 
, ONe k 7 r 
X; i” "=e > dei Xi + ey, 


woraus 
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dX, 

a iX)+F¥ +h, 
dX d, 

Kim —y (2 Gt+ Dds Xs) +f ¥* + he). 


Nun aber finden wir durch Bildung der beiden Ausdriicke (yg, p+, q) 
(yq, xp + y,.q) zwei Gleichungen der Form 


y OU — = DXi t+ ry, 


0 
y jy te DXi + dy. 


Setzen wir in ihnen die soeben gefundenen Werthe von y, und », 
ein, so ergiebt sich, dass alle c und d gleich Null sind; und ebenso 
dass y und @ gleich Null sind. 


Es bestehen daher 2r Gleichungen von der Form 


(Xiq, p+tn1g) = -_ Cri Xiq, 


(Xiq, p+ 29) = 2 di Xiq, 
(¥q, P+ugn= a vi Xiq, 
(yq, p+ 4.q) = Ps 0; Xiq, 
(P+mq, p+ mg) =—p+uagt+dayat 2 wi: Xiq. 


In der letzten Gleichung kann man tiberdies immer durch Einfiihrung 
von 4, + Ay als neues , erreichen, dass 4 verschwindet. Hiernach 
stehen die infinitesimalen Transformationen X;q, p + 9,q¢, xp + 9oq 
in derselben gegenseitigen Beziehung wie in der vorangehenden Nummer. 
Und wir erkennen daher wie damals, dass wir ohne Beschrinkung 
setzen kénnen 


(Xeq, P+ 0,9) = Cur XQ +++ + Cea Xie, 
(Xi, xp+ nq) = dir X;4 +++ + dx Xeg. 
Setzen wir iiberdies X, = 1, so kommt 


0 
* =0, 4 =f(2), 
und durch Bildung des Ausdrucks (yg, p + 9,q) ergiebt sich, dass 
f(x) ohne Beschriinkung gleich Null gesetzt werden kann. In ent- 
sprechender Weise ergiebt sich, dass 
Mathematische Annalen. XVI, 33 
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ot —K, y= Ky+ F() 


ist. Dabei kann K und F'(z) ohne Beschrinkung gleich Null gesetzt 
werden. Endlich erkennt man wie in der vorangehenden Nummer, 


dass 
X,=a2z, XAy—2’?.-- X,— a! 


gesetzt werden kann. Die gesuchte Schaar hat daher die Form 
dq, ©Q° ++ 2G, YG, P, xp. 
Die Entwickelungen dieses Paragraphen geben den Satz: 
Satz 23. Wenn die infinitesimalen Transformationen 
9°°* rd, P+ Md, p+ nq 
paarweise in der bekannten Beziehung stehen, so kinnen dieselben eine 
der folgenden Formen erhalten: 


p q . 
i ) xq 
xp Yd : 
yd), ; 
xq . 
| Pp P dg 
} > xD 
\7e +a . «p+ Kya | 
qd . 
nq 74 
| . 
| a’ q ? a q 
| p ” 
} ’ i) 
ept(rt+ ly tor] gq | wl 


47. Es ist nun hinterher leicht zu verificiren, dass eine jede wnter 
diesen Schaaren eine Gruppe endlicher Transformationen liefert. Die 
vierte Schaar giebt z. B. die Gruppe 

y =akyta,t+arat--+taua, & =ar+ anys. 

Die fiinfte Schaar liefert die Gruppe 

Pa eta y + ete Lat +a, +--+ + ane’, of =etx + a 
mit den Parametern a), @, a, --+ G41. Die letzte Schaar endlich 
liefert die Gruppe 

y¥ =ay+a,+a.7+---+a,27, «& =ba+bd, 


mit den Parametern a, a,,---, a, b, b,. 
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$ 16. 


Gruppen, bei denen die Curven einer Schaar y(cy) =a dreigliedrig 
transformirt werden. 





















Wir bestimmen jetzt alle Gruppen, welche die Curven einer Schaar 
p(xy) = a areigliedrig transformiren. Nach den Entwicklungen des 
letzten Paragraphen sind hierbei sechs verschiedene Fiille zu_bertick- 
sichtigen, die sich durch die nachstehenden Betrachtungen rasch er- 
ledigen. 

48. Alle Gruppen der Form p, xp, x?p-+ nq sind bestimmt 
durch die Gleichungen 

on 


Ox 


0 
= (Q, ol =n, 


so dass wir nur die Gruppe p, xp, x’p erhalten. 
Alle Gruppen der Form 
P, tp+yqd, “@p+ng 
sind bestimmt durch die Gleichungen 


a} a 
aoe tej, =o 
woraus folgt, dass 7 die Form 2~y + By? besitzt. Man findet daher 
die drei Transformationen 
P, tpt+yq, xp + (2xy + By’) q*). 
Alle Gruppen der Form 
q, Yd, Yd, P, Up, p+ ng 
sind bestimmt durch die Gleichungen 
d 
a =a + ay+ ay’, 
d 9 
y - — 4 = byt by + by’, 
welche zeigen, dass » gleich Null gesetzt werden kann. 
Alle Gruppen der Form 
q; €q, Uq,-++, aq, p, p+ Kyg, p+ ng 
befriedigen die Gleichungen 


on _ had . 
te Ly; x, 

ons vi ¢ 

Dat Luxvi+2Ky, 


*) Ist B20, so kann B ohne wesentliche Beschriinkung gleich 1 gesetzt 
werden, 
33* 
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woraus folgt, dass 
y= Ly+ Mat'!+ 2Kay 
gesetzt werden kann. Ferner ist 
(cp + Kyq, p+ 4q)=2p+nqg+ 2A, 2, 


Mir-—-K)=0, L=0O, 


woraus 


Ferner ist 
(aq, ep + 0g) = Zoix'q, 
2K =r 
ist. Wenn daher r 2 0 ist, so erhilt man die Schaar 
GW, ©4,°°+, 2G, p, 2ap+ryq, @p+rryg. 
Ist dagegen r = 0, so erhiilt man die Schaar 
qd, Pp, ep, 2p-+ Maq, 
und da die Hypothese MO nichts Neues liefert, so kénnen wir 


M = 1 setzen. Fiihren wir sodann e” als neues y ein, so erhalten 
wir die infinitesimalen Transformationen 


YQ, Pp» Zp, wp-+ xyq, 
die simmtlich lineare Transformationen sind. 


woraus folgt, dass 


49. Zur Bestimmung aller Schaaren der Form 


G, ©G,-++, xq, p, opt+l[(r+)y+r")]q, ep+ nq 
haben wir zuniichst die Gleichungen 
é ' 
ay = My PME ees He’, 
en = 2(r + ly + 2a + Twat, 
woraus 


=2(r +1) ay + =o at? 4+ Mat + Ny. 
Substituiren wir diesen Werth in die Bedingungsgleichung 
(1p +d, Bp + ng) = xp + yg+ AA ag, 
so ergiebt sich, dass x gleich — 1 sein miisste, was indess absurd ist. 
50. Endlich suchen wir die allgemeinste Schaar der Form 
dq, ©G°-* 2d, Yd, Py UP, Wp + 04. 
Die Grésse y befriedigt drei Gleichungen der Form 


ee a 
dy = La;x' + ay, 
on — Epix + By, 


—H=2yue+y7Y, 


on 
ey 


y 
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woraus sich ergiebt, dass 7 = Bywx ist. Und durch Anwendung der 
Operation xq findet man, dass B=~r ist. Die gesuchte Schaar ist 
somit : 
GG, °°* 2G, YG, P, Up, wp + rxyg. 

Die Entwickelungen dieses Paragraphen geben den Satz: 

Satz 24. Wenn die infinitesimalen Transformationen ,q, ++ - rq, 
P+ Pod, ep + 9,9, @p + Mg paarweise in der bekannten Beziehung 
stehen, so kinnen sie immer eine der folgenden Formen erhalten: 








| ig | Yd 
| p | 1 p | 
| ap |, p+ yq ’ xp . 
| ap vp + (2ry+ y*)¢q x’p+ xryq | 
| q 
| 4 x ¢ 
| v] | xq ’ he 
yd | | 
yg | aq xq 
) 
et | P 
tnt pl 
ap | » | 4 
| 2° p ruye | 1 
| } + Yd | xp -{- r“ygq 








§ 17. 

Einige Gruppen, die keine Curvenschaar (vy) =a invariant lassen. 

Gruppen in der Ebene, die keine Curvenschaar (vy) =a in- 
variant lassen, sind nach den Entwickelungen in § 11. dadurch cha- 
rakterisirt, dass ihre infinitesimalen Transformationen erster Ordnung 
entweder die Form 
(t#— 2%) D+ ++ 5 (YM) PH (@—MH) I++» Y—H)a+::: 
oder die Form 

(T— 2%) P — (Y—H) I++) F—H) AL s+, Y—-H)PT:-: 

besitzen. In diesem Paragraphen bestimmen wir alle derartige Gruppen, 
die in der Umgebung des arbitriiren Punktes zy, nicht allein Trans- 
formationen erster Ordnung, sondern zugleich Transformationen hoherer 
Ordnung besitzen. 

51. Die gesuchten Gruppen haben jedenfalls drei Transformationen 
erster Ordnung der Form 


(7— 2%) P — (Y—Yo) I++, F—M) tes, Y—-W) P+ 5 
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ausserdem sollen sie Transformationen héherer Ordnung enthalten. Sei 
s die Maximalordnung einer solchen Transformation. Wir werden 
zeigen, dass s gleich 2 sein muss. 


Ist Ep + yq eine infinitesimale Transformation s'** Ordnung, so 
muss jedenfalls die eine der Gréssen — und y, z. B. &— von s'* Ord- 
nung sein. Wir kénnen daher setzen 


ep + 1d =p > “ (%— a) Y¥—H)* + nd +:-- 


und dabei sind die Coefficienten «@,---«,, «, nicht siimmtlich gleich 
Null. Wir bilden den Ausdruck 
= p 2 a,(s—i)(x—a)'(y—y) -' + yg+--:, 
der bekanntlich (Satz 9.) eine infinitesimale Transformation s'*" Ordnung 
der Gruppe darstellt. Aus der gefundenen Transformation &,p + 7,q 
kann man durch Bildung des Ausdrucks 
(@—m™)q+---+, &p+nq) 

wiederum eine neue infinitesimale Transformation s‘** Ordnung her- 
leiten u. s. w. Indem man in dieser Weise fortfahrt, erhiilt man schliess- 
lich eine Transformation s'* Ordnung 

((o— a9)" + ag(e— a)" (y—y& + -- p+ ag+---=G, 
deren § das Glied (2—~«,)* enthilt. 

Indem wir nun weiter gehen, setzen wir, um die Formeln abzu- 
kiirzen %=0,4y—90, 
was darauf hinauskommt, dass wir den Anfangspunkt in einen Punkt 
allgemeiner Lage verlegen. Sodann bilden wir die infinitesimale 
Transformation 

(p—9d + +++, agar tye + ---)p+angt+:-:), 

die die Form 

((s—1) a* + (s—2e—1) agatye + ---)p+nynqg+::-=—HH 
besitzt. Es giebt daher immer eine Transformation s‘*" Ordnung, niim- 
lich H — (s—2e@—1)G, welche die Form 


(Wp aepiwreiyett + + -) p+ ng 
besitzt. In derselben Weise erkennen wir die Existenz einer Trans- 
formation der Form 


(2 ceyantC2ye? +.) pt ng 
u. s. w.; und schliesslich finden wir eine in der Gruppe enthaltene 
infinitesimale Transformation s‘** Ordnung 


ep+rnqir::'; 


deren & nur eim Glied s‘** Ordnung, niimlich z enthilt. 
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In Nummer 26. sahen wir, dass die gesuchte Gruppe immer zwei 
unabhingige Transformationen nullter Ordnung 


Pt---,;a+t:-: 


enthalt. Also enthilt sie zugleich die Transformation (s—1)'** Ord- 
nung: (p+--:, #ep+yq-+---), welche die Form 


wre Sa 


besitzt. Sie enthilt ferner die Transformation 


(ep + 01d, ep + 0g) +s = Op + eg +s 
deren Ordnung gleich 2s — 2 ist. Also erkennen wir, dass die Zahl 
2s — 2 jedenfalls nicht grésser als s ist, das heisst, dass 
s<2 
ist; und wir erhalten somit den Satz: 

Satz 25. Hine Gruppe, die keine Curvenschaar (xy) =a in- 
variant lisst, enthdlt in der Umgebung eines Punktes allgemeiner Lage 
keine infinitesimale Transformation, deren Ordnung grisser als 2 ist. 

52. Es ist nun nicht schwierig die Anzahl und Form aller infini- 
tesimalen Transformationen zweiter Orduung zu bestimmen, sofern 
solche Transformationen, wie wir annehmen, wirklich vorhanden sind. 
Es giebt, fanden wir, jedenfalls eine Transformation der Form 

wp + (ax? + Bryt+yy)qat---=G, 
und also findet man durch Bildung des Ausdrucks (7p—yq+---, G) 
die Transformation 


vp + (dar? + Pary—yy)qt:::-=K 


wie auch die Transformation : 
(aat—yy) qs. ASSL. 
Es ist : 
(q+ ---,L)=—2yryqt+--: 
und 
(cq +--+, —2payqt+-::)=—2ye'q+-:-- 
Ferner ist (yayqg-+---, yx*q+--:)=—y?ax'q, sodass y gleich 


Null sein muss. Hiermit erhiilt Z die Form az*q +--+ Nun ist 
, (aa?g +--+, yp+---)=a(a’p — 2xyq)+--- 
un 


(aa?q +--+, (utp —2xyq) ++ = — 4serarg--, 
sodass « gleich Null ist. Die infinitesimale Transformation G hat 
daher die Form 

G=a'p + Baya +: 
Zur Bestimmung von 6 bilden wir die Transformation 
(yp +-++,G)=(2 — B)xyp+ bya +-:: =H 


wie auch die Transformation 
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(G, H) = (B—1) 2—B) xyp + (6—1) 26azy’q+---, 
welche zeigt, dass 
(B—1) 2—6) =9, (6—1) 26=0 
ist, dass also B gleich 1 sein muss. 
Hiermit ist gezeigt, dass die gesuchte Gruppe zwei infinitesimale 
Transformationen zweiter Ordnung der Form 
pt cyat::+,cyp+yqt::- 
enthalten muss. Giebt es weitere Transformationen zweiter Ordnung 
(aa®*+bay+cy’) p+ (aa?+prytyy)qt---=U+.--., 
so muss 
(x*p-+axyq, U)=0, («4ypt+y’q, U) =0 
sein. Nun aber ist 


cyp + y¢ = © (a®p + xyq); 
also ist zugleich 


(v*p+ayq,U)=0, (2, U) =0, 


; ° ° oe ¥ y . 
sodass U eine Function der beiden Groéssen x? x und ” sein 
Yq > 


muss. Und da U eine ganze Function zweiter Ordnung von x und y 
ist, so besitzt U die Form 
A (a*p+ayq) + B(eypt+y"9), 

was wieder heisst, dass die Gruppe nur die beiden friiher gefundenen 
Transformationen zweiter Ordnung enthilt. 

Die Gruppe euthailt in Folge dessen nachstehende infinitesimale 
Transformation erster Ordnung 

(p+--:, ep+ayg+:::)=2ep+ygt-:-- 
und ausserdem die Transformationen 
SST --*) OFF: + PP +-:-; 

was darauf hinauskommt, dass sie vier unabhingige Transformationen 
erster Ordnung enthilt. So folgt: 

Satz 26. Wenn die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe, 
die keine Curvenschaar q =a invariant lisst, nicht siimmtlich von 
nullter und erster Ordnung sind, so haben dieselben die Form 


pt: s,;at-::, apte-s, yp+---, 
UF YU, Mp + arygt---, cypt+y'q--- 
53. Wir werden jetzt die zwischen den acht gefundenen infini- 


tesimalen Transformationen stattfindenden Relationen bestimmen. 
Es ist zuniichst klar, dass die 9 folgenden Relationen bestehen: 
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(p+ cyqg+---, cypt+y'q---)=9, 

(op +--+, Mp+ syd +:::)=@p+ zyqt+--:), 
(ep +--+, cyp+y'q +:-:)=0, 
(Yat+-++,@p +ayq+---)=0, 

(ya +++, cyptyd +:+:)=@yptyat-:::), 
(wq+-++, ep +ayq+---)=0, 

(@a+--:, cypt ya +:::)=—@p+ryat--:), 
(YP +--+, ep + sygt-:-)=(@yptyat--:), 
(YP +--+, cyptyq+-:-)=90. 


Es bestehen ferner Relationen der Form 


(ep, Yd) = A, (wp tygt+) +B, @ypt+tyat-) 
(cp+-, 9+) =(eq+-)-+ A, ( )+ B,( ) 
(Yate, HQ+-) =—(aq+--)+ A; ( )+ B;( )s 
(cpt, YP) =— (yp +) + Ay ( )+ B,( ), 
(vate, yp +) =(ypt+- *) + A; ( )+ B;( ) 
(tq+-"; yp ++) =(ap— yqt+-)+ Ag( )+ By ( ) 


wo die A, und B; unbekannte Constanten sind. Um diese Gleichungen 
zu vereinfachen, setzen wir 


Up ss = (ep ss) ay (ap + wyg + ++) +B, (eyp t+ ya: ) 


Yd +e =(Yat+-+) + @( )+ By ) 
LG +---=(4q+-::-) + a,( ) + Bs( )y 
yp +e =(ypt+-::) + a, ( )+ B,( » 


und fiihren sodann diese Gréssen als infinitesimale Transformationen 
erster Ordnung ein. Setzen wir der Kiirze wegen 


apt aygt-- +=, syptyat:::=—8, 


so kommt 


(vp +--+ 9d +:::)=(A, + e@)8,+(B,—8,)S,, 

(ap o++, Wg +++) = (#'G+-++) + (4, —B,)S, +(B.— Bs)S 

(Yq +++, @Q +--+) = — (eq +--+) +(As+ 3 — B,)S,+ (By + 2B) 8), 
(ap +++, yp ++) = —(yp +++-) + (4, +2) 8,+(B,—e, + BS, 
(YO +e) YD +e) = (YP +++) + (A; — &%)S,+ (B,—@%) 8; , 

(vg +++, yp +++) = (wp —y'qt +) + (Ag +By—@ + %) 8; 

+ (B,—«,—B, + By) S, - 

Hier kénnen wir immer annehmen, dass die «, und B, derart gewihlt 
sind, dass 
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A,+a,=0, B, — 6, =9, 
B, ai B; = 0 ? 
A, + a; — B, =90, 
B,—«,+ 6, = 9, 
A, —a,=0 
ist. Und also kénnen wir ohne Beschrinkung annehmen, dass Glei- 
chungen der Form 


(@pt:-+,¥9+---)=0, 

(ep+-++,aq+---)=—(@4q+---)+A4,8,, 

(ygt+-++, tg+t:+:)=—(eqt+-:-)+B8,, 

(p+ ---, yp +s: )=— opt: :)+4,5,, 

YOts-, 9p + )=—Upt--)+BS8,, 

(cq+--+,yp+--+)=(ep—yqt::-)+A,S, + BS, 
bestehen. 

Wir werden zeigen, dass die noch iibrig gebliebenen Gréssen A; , B; 


simmtlich gleich Null sein miissen, Hierzu bilden wir die Jaco bi’sche 
Identitat 


Om (apt, 99+) tgt--) + (ygt-, ca+:+) op +>) 
+ (@a+s, Pt )¥d +e), 

woraus durch Einsetzung der obenstehenden Werthe 

—(#q+-:-:-, ap+---)—(#q+::-, yq+---)=0 
und schliesslich 
(wq+---)+A4,8S, —(eq+---)+B,8,=0, 

sodass A, und B, gleich Null sind. Dem entsprechend finden wr, 

wenn wir die Jacobi’sche Identitit auf die drei Gréssen ap + ---, 

ya+-:--,yp-+---+ anwenden, dass A, und B, gleich Null sein 

miissen. Wir bilden die Identitit 


(eq toy yp tes) ap te) + yp t+ ep t+) 2at-) 
+ (ep +--+, tg-+---)yp+-:-)=—9, 
woraus 
— AS, + (yp t+-:-, 29 +--+ @at-:.yp+:::)=9, 

sodass A, gleich Null ist. Dem entsprechend erkennen wir, indem wir 
dieselbe Identitat auf q+ ---, yp +--+ und yq+--- anwenden, 
dass auch B, gleich Null ist. Hiermit ist nachgewiesen, dass alle 
A,, B, gleich Null sind. 


Jetzt bleibt iibrig, die zwischen p-+--- und g-+--- und den 
iibrigen Transformationen bestehenden Relationen auf ihre einfachste 
Form zu bringen. Es bestehen zuniichst Gleichungen der Form 
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(poss, Mp avygt +) = 2(ap+---) + ygt::) + A,S, + 4,5)5 
P+, cyp+y¥at-) = (yp+---) + BS, + B,S,; 


wir fiihren eine Transformation der Form 


p+a(tcp+---)+b@qt-::)+rypt+-:--)+d(yq---) 
als neue p-++--- ein, und kénnen dabei immer die Constanten 
«, B, y, 0 derart wiahlen, dass die beiden letzten Bedingungs- 
gleichungen die einfache Form 
(p+-:+, @p+ayg+:::)=2apt+-:-)+yqt-:::), 
(Ps, typ teat: )=—Yypt-:::) 
erhalten. Dem entsprechend ist es méglich die Transformation g + --- 
derart zu wihlen, dass 


OF ** 1 FPP ET Fags: 
Q+-:+, typ t+ yaqt:::)=@pt::)+2ya+---) 
wird. 
Es besteht ferner eine Relation der Form 
(p+, eps) = pte baept-) +Bypt)+r(eqt-::) 
— at +O (YI+*) + BS, + V9 5 
wir bilden die Gleichung 
(pte, ep + ~)S,)-+ (apo, Sp) + (Sy pep) =0, 
woraus 
(p+s++, op t+:--) 8) +G,,p)=9 
aS; + BS, = 0 ’ 
sodass « und # gleich Null sind. Wenn man andererseits die Ja- 
cobi’sche Identitiit auf die Gréssen p+ ---, ap+--- und S, an- 
wendet, so erkennt man, dass y und 0 gleich Nullsind. Also kommt 
(p+e++, opt---)=—pt--- +a, + 8, 
Durch ganz analoge Rechnungen findet man Gleichungen der Form 
(pt--+, yp: +) = 8, + 8), 
(pt-::, yq:-:)=a,8, + aS, , 
(p+--+, eq---)=Gq+B,S, + BS,. 
Indem wir hier eine zweckmiissige Grosse der l’orm (p-+----)-++¢,S, + ¢,8, 
als neue p+ --- einfiihren, erreichen wir, dass wu, und w, verschwin- 
den. Indem wir sodann die Jacobi’sche Identitiit auf p+----, ep+---, 
yp+-+-, und auf p+---, yg+---, op+--+ anwenden, er- 
kennen wir, dass v, = v, = a, = a, = 0 ist. Also ist 
(pt+:-:, apt--:)=pt+:::, (pt-- yp+---)=0, 
(p+-:-s, yqaq+-:--)=0. 


oder 
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Ganz analoge Ueberlegungen zeigen, dass die infinitesimale Trans- 
formation g +--+ derart gewiihlt werden kann, dass 


+s yds )—eate, (H+ 4g +++) =0, 
Q+s+-) tpt: )=0, (Gt s+ yp tes) =p tn8,+78, 
wird. Indem wir endlich die Jacobi’sche Identitit auf p+ ---, 
“xq+---,y¥q +--+ anwenden, erkennen wir, dass 8, = 6, — 0 und 


(pt---,aq+---)—=q+-::: 


ist; eine analoge Rechnung zeigt, dass 
; ot+**, +: pF: 
ist. 


Jetzt miissen wir nur noch den Ausdruck (p+---,q+---) 
berechnen. Es besteht eine Gleichung der Form 


(pte at: :)=Alpt+-::) + Bat:--) + Capt-:-:) 
Deg +++) + Ep +++) +Fyq+--) + G8, + HS, 
Wenn man die Jacobi’sche Identitét zuerst auf p+ ---, ¢+---, S,, 
sodann auf p-+---,qg+---, S, und endlich auf p+ ---, q+--, 

xp -+--- anwendet, so erkennt man, dass 
| (Pty gt-+) =0 
ist. 

Die Ergebnisse dieser Nummer lassen sich zu dem folgenden 
Satze zusammenfassen: 

Satz 27. Die zwischen den acht inf. Transformationen p + ---, 
G+::+, tp+--+,yp--+,rat--+,ydt-::, Mp+rzygt::, 
zsyp+y'q-+--- bestehenden Relationen stimmen hinsichtlich ihrer 
Form genau mit den zwischen den acht linearen inf. Transformationen 
P, 1) ©P, yp, HG, yg, Bp + xyq, xyp + y*¢q bestehenden Relationen 
tiberein. 

54. Es ist nun fusserst leicht, die gefundenen acht inf. Trans- 
formationen durch Einfiihrung von zweckmiissigen unabhiingigen Va- 
riablen ay auf eine einfache kanonische Form zu bringen. Hierzu 
brauchen wir den folgenden Hiilfssatz: 


Satz 28. Stehen die drei inf. Transformationen A,(f), A,(f) 


und A,(f), wo 
Ai(f) = ip + 1:9 
ist, paarweise in der Beziehung (A; Ax) = 0, und sind dabei A,(f) = 0 
und A,(f) =O wumabhiingige lineare partielle Differentialgleichungen, 
so besteht eine Gleichung der Form A,(f) = ¢c,A,(f) + ¢,A,(f), wobei 
e, und c, Constanten sind. 
Um diesen Satz zu beweisen, bringen wir die 4,(f) durch Ein- 
fiihrung zweckmiissiger Variablen x und y' auf die Form 
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alis- A, (f) =p, A,f=q;, 


oar A;(f) = &'p +7'q; 
dabei ist 


y ;. rr es an san 
14 Do ox ey 0, ia Oy = 0, 
5 so dass wirklich 
™ st As(f) = ep’ + eq = ¢,A,(f) + 6 42(f) 
ist. 


Die in den vorangehenden Nummern dieses Paragraphen betrach- 
teten inf. Transformationen p+ ---,q-+---, stehen in der Be- 
ziehung (p+ ---, g-++--+) =0; und dabei sind die linearen par- 
tiellen Differentialgleichungen 


offenbar unabhiingig, indem sie bei der Substitution «= 0, y = 0 bez. 
> «) in p=0O und g=0 tibergehen. Daher kénnen wir immer solche 
Variable w und y’ wihlen, dass p+ --- und g+.--- die Form 
S,, e+: eg. 9+-+> og 
my erhalten. Zur Bestimmung der Grosse 


aq+-+-=tp +09 


in den neuen Variabeln benutzen wir die Relationen 


G+ +--+, OG F +: } 0, (P+ > +, Oa erg + 


= oder die iiquivalenten 

sda (7; &p +g) =9, (, S&P + ag) =—¢_. 
Rh. Setzen wir hier 

hrer tp + ang =a¢ +8 p +09, 

men so kommt 

men (q’, yp +d) =9, (y, Sp +77) =—9,7Z 


woraus (Satz 28.) folgt, dass §’p’ + /q' die Form ¢,p' + ¢,q' besitzt. 
ans- Also ist 


Va- qtr =e +p + oq. 
erzu Durch ganz analoge Rechnungen findet man, dass 
Pe rp+-:-=ap+ap + dq, 
(P) yp +: -=y pr + ep + ed, 
vate = oO the thd, 
- ap + xygt = 2p tend + gy +H, 
gen, cyptyyte-=ey¥p +y¥t+hp +h 
abet ist. Und dabei ist es nicht nothwendig die Constanten ¢, d, e, f, g, k 
niher zu bestimmen. Denn es ist bekannt, dass die inf. Trans- 
Hin- formationen p, q, 2¢, p, YP, ¥q, @p+xyq, cyp+ y*q eben die 


inf. Transformationen der allgemeinen linear-gebrochenen Gruppe sind 
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Hiermit erhalten wir den folgenden fundamentalen Satz : 

Satz 29. Wenn eine Gruppe keine Curvenschaar (xy) = a in- 
variant lisst, und wenn sie dabei in der Umgebung eines Punktes all- 
gemeiner Lage nicht allein inf. Transformationen nullter und erster 
Ordnung, sondern czugleich Transformationen hiherer Ordnung enthiilt, 
so geht sie durch Einfiihrung von zweckmiissigen Variabeln in die all- 
gemeine linear-gebrochene Gruppe der Ebene iiber. 


§ 18. 


Bestimmung aller Gruppen, die keine Curvenschaar m = a 
invariant lassen. 

Es bleibt jetzt nur noch iibrig alle Gruppen, deren inf. Trans- 

formationen entweder die Form 
re SPP oo PR re COE + + -s GEE 

oder die Form 

ea a are OR 2 ES’ 5 OP — E+ -°- 
besitzen, zu bestimmen. Diese Gruppen haben entweder sechs oder 
fiinf Parameter. 

55. Zur Abkiirzung der Formeln setzen wir 
p+---=P, at+-:--=@, cpt+---=XP, ygt:--= YQ, 

St:-- AG, W+---— TP 

und fassen dabei z. B. das Symbol XP nicht etwa als das Product 
zweier Gréssen X und P, sondern als ein irreductibles Symbol auf. 
Es handelt sich zuniichst darum, die zwischen diesen sechs inf. Trans- 
formationen bestehenden Relationen auf ihre einfachste Form zu 
bringen. 

Zwischen den vier inf. Transformationen erster Ordnung bestehen 
offenbar die folgenden Relationen 

(XQ, YP)= XP— YQ, (XQ, XP— YQ) =— 2XQ, 
(YP, XP— YQ) = 2YP, (XQ, XP+ YQ) = (YP, XP+ YQ) 

= (XP— YQ, XP+ YQ) =0. 

Um die Formeln zu vereinfachen, bezeichnen wir die Grésse X P+ YQ 
mit U, und die drei Gréssen XQ, YP und XP— YQ mit dem 
gemeinsamen Symbole 7. Es bestehen dann Relationen der Form 


(P, XQ) = Q+ 24,7, + AU, 
(P,XP—YQ) = P+2u7.+ HU, 
(P, YP) = 2,7; + v0, 
(Q, XQ) = La,T, + a0, 
(Q, XP—Y¥Q)=—=—Q+ 2T. + BU, 
(QYP)= P+2n7,.4+ 70. 
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Wir fihren nun Transformationen von der Form Q + ¢«U, P+ dU als 
neue q+ --- und p+--- ein. In dieser Weise erkennen wir, dass 
4 und y ohne Beschriinkung gleich Null gesetzt werden kénnen. Wir 
bilden ferner die Gleichung 


((P, XQ) XP— YQ) — 2(XQ, P) — (P, XQ) + 2T=0, 


woraus 
(Q, XP—YQ) + (P,XQ+27=0, 

sodass B gleich Null ist. Dem entsprechend ist zugleich uw gleich 
Null. Bilden wir endlich die Gleichung 

(P, XP—YQ)YP) —2(YP,P)+z2T=0, 
so kommt eine Gleichung der Form 

3(P, YP)+ 27 =0, 
sodass v gleich Null ist. Dem entsprechend ist auch « gleich Null, 
In den beiden Gleichungen 

(Q, XQ) = a, XQ + a,(XP—YQ)+a,YP, 

(Q, XP—YQ)=— +B, XO + B,(XP— YQ) + BYP 
kénnen nunmehr die @; und £;, wie jetzt gezeigt werden soll , ohne Be- 
schriinkung gleich Null gesetzt werden. Zu diesem Zwecke fiihren wir, 
indem wir mit A, B, C unbekannte Constanten bezeichnen, die Grosse 

Q+AXQ+ B(XP—YQ)+ CYP 
als neue q+ ---+ ein. Hierdurch kénnen wir erreichen, dass 
a, = a, = B, = 0 
werden. Sodann bilden wir die Identitit 
((Q, XQ) X P— YQ) — 2(XQ, @) + (XP— YQ, Q) XQ) = 0 
oder ausgefiihrt 
ba, ¥ P — 26,XQ + B,(XP—YQ—0, 
woraus hervorgeht, dass «,, 6, und #, gleich Null sind. Also kommt 
(Q, XQ) =0, (@, XP—Y¥Q —-@. 
Fernere Constantenbestimmungen erhalten wir auf folgende Weise. 
Es besteht eine Relation der Form 
(Q, YP)=P+a,XQ+ a,(XP-- YQ) +4, YP, 
und dabei ist es erlaubt die rechte Seite dieser Gleichung als neue P 
einzufiihren. Also wird 
(Q, YP) = P. 
Wir bilden ferner die Identitiit 
((Q, YP) XQ) +(Y¥Q-XBP,Q=0, 
woraus folgt, dass ie 
(P, XQ) = 
ist. Ebenso bilden wir die Identitit 
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((@, YP) XP— YQ) + 2(¥P, Q) + (@ YP) 
und erhalten so die Gleichung 
(P, XP—YQ) =P. 
Um in der Gleichung 

(P, YP) = b,XQ + b,(XP—YQ)+6,YP 
die Constanten zu berechnen, bilden wir die Identitat 

(P, YP) X P—YQ) + 2(YP, P) — (P, YP) 
und erkennen hierdurch, dass 

(P, YP)=0 

ist. 

Es besteht endlich eine Gleichung der Form 
(P,XP+¥Q) = P+e,XQ+e(XP—YQ)+e,(¥P)+e,(XP+YQ) 
und wenn wir die Identitit 

((P, XP 4 YQ XP—YQ)—(P,XP+ YQ =0 
bilden, erkennen wir, dass 
(P, XP+ YQ)=P 
ist. Dem entsprechend ist 
(Q, XP+ YQ) =—@. 

Jetzt bleibt nur noch iibrig, den Ausdruck 
(P,Q) = «P+ BQ+7XQ+ 0¥P+(XP—YQ + o(XP+LYQ) 
zu berechnen. Die Identitiiten 

((P, @ XP—YQ@=0, 
((P, Q) XP) — (P,Q) =0 


(P, Q) = 0 
ist. Hiermit ist nachgewiesen, dass die sechs inf. Transformationen 
P, Q, XQ, YP, XP, YQ paarweise in derselben Beziehung wie die 
linearen inf. Transformationen p, q, ©, yp, xp, yq stehen. 

56. Da P und Q in der Beziehung (P, Q) = 0 stehen, und da- 
bei in der Umgebung des Anfangspunktes unabhiingige inf. Trans- 
formationen erster Ordnung sind, so kénnen wir immer (Satz 28.) die 
Variabeln x-und y derart wihlen, dass 

P=p,Q=4 
wird. Hierdurch erhalten die iibrigen 'T'ransformationen (siehe Nummer 


54.) die Form 
XP=ap+ap+ Bq, 
XQ = xq + %p + Bog, 
YP=yp-+ ap + Bq, 
YQO=yq+a,p+ bq, 


zeigen, dass 
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und es ist also der folgende Satz erwiesen : 

Satz 30. LEnthdlt eine Gruppe, die keine Curvenschaar po =a 
invariant lisst, sechs Parameter, so kann sie durch Einfiihrung zweck- 
miissiger Variabeln die lineare Form 


w==ar+by+e, 
y =ax+ py+y 


erhalten. 


57. Es ist jetzt leicht, alle Gruppen, deren inf. Transformationen 


die Form 


Pte mw Pat::-—Q, ea+-->— XQ, 
tp—yq+---—=XP—YQ, yp+---—YP 


besitzen, zu bestimmen. 


Die drei Transformationen erster Ordnung erfiillen die Gleichungen 


(XQ, YP) = XP— YQ, (XQ, XP—YQ —=— 2X@Q, 


(YP, XP—YQ)=2YP. 


Bezeichnen wir XQ, XP — YQ, YP mit dem gemeinsamen Symbole 


T, so bestehen sechs Relationen der Form 


(PXQ—= Q+ Fak, 
(P,XP—Y¥Q— P+ 2m%, 
(P, YP) = DueTs, 
(Q, XQ) = Za,T , 
(Q, XP—YQ)=—Q+ 2h, 
QY¥P)= P+2nh, 


und zwar kénnen wir (Nummer 53.) ohne Beschrinkung annehmen, 


dass diese Gleichungen die noch einfachere Form 


(P, XQ) = @ (2, XP—YQ) =P, (P, YP) =0, 
(Q, XQ) =0, (Q, XP—YQ = —@ (@ YP)=P 


besitzen. Es ist 


(P,Q) =a P+ BQ +7XQ+ 1(XP—YQ +e¥P 


und dabei zeigen die Identitiiten 
(P, @) XP—YQ)=9, 
(tP, Q) XQ) =9, 


dass die Constanten siimmtlich gleich Null sind, und dass daher 


ist. So folgt: 


Satz 31. Line Gruppe mit fiinf Parametern, die keine Curven- 
schaar (xy) =a invariant lisst, erhdlt durch Einfiihrung ezweck- 


missiger Variabeln x und'y die Form 


Mathematische Annalen, XVI. 
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x =ax+ by+e, 
y =iy+dzte. 


Indem wir die Ergebnisse der beiden letzten Paragraphen zu- 
sammenfassen, erhalten wir das folgende Theorem : 

Satz 32. Ldsst cine Gruppe in der Ebene keine Curvenschaar 
(xy) = a invariant, so enthilt sie entweder acht oder sechs oder fiinf 
Parameter. Durch Einfiihrung von zweckmiissigen Variabeln geht sie 
in eine lineare Gruppe tiber, und zwar entweder in die allgemeine lineare 
oder in eine sechsgliedrige oder endlich in eine fiinfgliedrige Unter- 
gruppe der allgemeinen linearen Gruppe.*) 


§ 19. 
Aufzihlung aller Gruppen in der Ebene. 


Alle Gruppen von Punkttransformationen einer Ebene ordnen sich 
naturgémiiss in fiinf Classen, nimlich 1) solche, die keine Schaar 
(xy) =a invariant lassen, 2) solche, die eine und nur eine Schaar 
g =a invariant lassen, 3) solche, die zwei und nur zwei Schaaren 
g = a invariant lassen, 4) solche, die einfach unendlich viele Schaaren 
invariant lassen, 5) solche, die co” Schaaren invariant lassen. 


58. Wenn eine Schaar m = a eine infinitesimale Transformation, 
etwa die Translation g, gestattet, so sind zwei Fille denkbar. Ent- 
weder gestattet jede Curve der Schaar die Transformation q, oder auch 
q vertauscht die Curven der Schaar unter sich. Im ersten Falle be- 
steht die Schaar aus den Geraden x = Const.; im zweiten Falle hat 
sie die Gleichungsform 


y + f(x) = 4 = Const. , 
wobei 4 eine arbitrire Constante bezeichnet. 
Gestattet eine Schaar die beiden Transformationen gq und X(x)q, 
so hat sie jedenfalls eine der Formen 


y+f(x)=—4; x = Const.; 
und da der Ausdruck 
X (a) a y + fle) = X(2) 


keine Function von y + /(x) ist, so erkennen wir, dass x = Const. 


*) Dieser Satz dehnt sich auf m Dimensionen aus. In meiner niichsten Ab- 
handlung iiber Transformationsgruppen hoffe ich einen strengen Beweis dieser 
Verallgemeinerung geben zu kénnen. 
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die einzige Schaar ist, die die beiden Transformationen q und Xq 
gestattet. 

Gestattet eine Schaar die beiden Transformationen g und yq, so 
hat sie ebenso die eine der Formen 


y+tf@)=4;5 «=A, 


und da die Grésse y nur, wenn f(x) = Const. ist, eine Function von 
y+/(a) ist, so erkennen wir, dass x = Const. und y = Const. die 
einzigen Schaaren sind, die die beiden Yransformationen q und yq 
gestatten. 

Gestattet eine Schaar die Transformationen q und p, so hat sie 
wiederum entweder die Form x = Const., oder die Form y + f(x) = 4. 
Und da im letzten Falle die Grésse f’(x) keine Function von y + f(z) 
sein kann, ausgenommen wenn sie eine Constante ist, so schliessen 


wir, dass die Schaar ay-+bxa =A mit dem arbitriren Parameter + 


die allgemeinste ist, welche die Transformationen p und q gestattet. 


59. Indem wir nunmehr diese Ueberlegungen auf alle friiher be- 
stimmten Gruppen anwenden, erhalten wir die folgende erschipfende 
Classification aller Gruppen der Ebene. 


A) Gruppen, die keine Schaar invariant lassen: 








Pp 
q p P 
xp q 
Yq xp | 4 
xq yd hat. 
xq 
yp | xq 
xp + xyq yp sa 
cyp+y'q 

















Diese Gruppen sind simmtlich lineare Gruppen. 
B) Gruppen, die nur eine Schaar invariant lassen : 























| | 
| | q | q - 
q | q | | 
q E¥od X,q | xq | | 
| X,q | x : | ) | 
X,q| |~t4 saa ae Ae Ree eas 
: ’ . ? . ? X,q)’ xq ’ . : , 
Xq X,4q «p+ 2xyq 
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| q q | Yq 





| 
xq xq Pp 
3 be fear 
“"q ' “q |, | @p+xyd |, 
P | Yq | | 
| ep+((r+ly+e2) ¢ | P| | 
ory | 
| 
q | | q 
xq | | xq 
| aq | #q 
p he | p 
| 2ap+ryq xp 
xp + rayq Yq | 


xvp+rxryg | 


Es wird vorausgesetzt, dass die Zahl r grésser als Null ist. Nur in 
der Gruppe 7 kann r zugleich gleich Null sein. 
C) Gruppen, die zwei und nur zwei Schaaren invariant lassen: 








| ‘a. | 
lai |g | @ | yq 
= Y 1 | YG ys 
| @ | < | s Yq | vq Re, yd) 
ae. ee ee ee re » | Ha), |, | 
Yq ota: | — yd Wt Gs 2 
yd | rf p ap | | I | xp | 
| | xp oe 
| | | 2" p 
| q | p+rq | 
| p ’ | ep+yq | 
| op + Kyq | ep + ya) 


Die letzte Gruppe ist eine neue Form der friiher gefundenen Gruppe 
p, cp+yq, zp + (2xy+y’) q. In der nichst-letzten Gruppe darf 
die Constante K nicht gleich 1 sein. Alle hierher gehérigen Gruppen 
sind Untergruppen der sechsgliedrigen Gruppe q, yg, y?q, p, xp, xp, 
deren einfachstes geometrisches Bild, wie hier beiliufig bemerkt sei, 
der Inbegriff aller Punkttransformationen ist, die alle Kreise in Kreise 
umwandeln. 


D) Gruppen, die einfach unendlich viele Schaaren invariant. lassen: 
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- q q 
. p 
p+eyq 
p+ yq 


E) Gruppen, die co” Schaaren invariant lassen. 
Eine solche Gruppe enthilt nur eine einzige infinitesimale Trans- 


formation, etwa: | x 


§ 20. 
Allgemeine Betrachtungen. 

Wie schon in der Einleitung gesagt, glaube ich, dass meine 
Theorie der Transformationsgruppen, deren erste Elemente in der 
vorangehenden Abhandlung entwickelt sind, als eine reve Theorie zu 
betrachten ist, wenn sie gleich mit mehreren mathematischen Disci- 
plinen, insbesondere mit der Galoischen Substitutionstheorie, mit der 
Geometrie und der modernen Mannigfaltigkeitslehre, mit der¢Theorie 
der Differentialgleichungen und endlich auch mit der Invariantentheorie 
viele Beriihrungspunkte besitzt. Ich werde mir erlauben, meine Auf- 
fassung niiher zu pricisiren. Zu diesem Zwecke bespreche ich hier alle 
mir bekannten ilteren (vor 1874 publicirten) Untersuchungen, die mit 
den meinigen mehr oder weniger verwandt sind.*) Gleichzeitig mache 
ich einige allgemeine Bemerkungen itiber die newen Gedanken, die 
meinen Untersuchungen zu Grunde liegen. 

Abel bestimmt in seiner ersten Abhandlung in Crelle’s Journal die 
allgemeinste symmetrische Function F'(xy), die eine Relation von der Form 
P(E (xy)2) = F(@eF ya) 
erfillt. Dieses Problem ist ein specieller Fall des einfachsten Problems 
in meiner Theorie. Denn die Aufgabe, die allgemeinste eingliedrige 
Gruppe einer einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu bestimmen, 

kommt darauf hinaus, die Functionalgleichung 

F(F (wa)b) = F(x (ab)) 
mit den unbekannten Functionen F' und @ in allgemeinster Weise zu 
befriedigen. 

Mit der Substitutionstheorie**) ist meine Transformationstheorie 
genau verwandt. Die Analogie wie auch der Unterschied zwischen 
beiden Disciplinen beruht einerseits darauf, dass die Substitutions- 
theorie sich auf discrete Mannigfaltigkeiten, die Transformations- 


*) Da meine Kenntniss der mathematischen Litteratur nur unvollkommen 
ist, muss ich befiirchten, dass die Citate des Textes unvollstiindig sind. Ich 
werde jede etwaige Berichtigung, die ich fiir meine spiiteren Publicationen iiber 
Transformationsgruppen verwerthen kénnte, mit Dank empfangen. 

**) Vergleiche Camille Jordan’s traité des substitutions; (Galois, Cauchy). 
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theorie dagegen auf continuirliche Mannigfaltigkeiten bezieht, anderer- 
seits darauf, dass je zwei Operationen einer Substitutionsgruppe immer 
endlich verschieden sind, wiahrend die Operationen einer Transfor- 
mationsgruppe von continuirlichen Parametern abhingen*). In der 
Theorie der algebraischen Gleichungen spielt die Substitutionstheorie 
bekanntlich eine fundamentale Rolle. Dem entsprechend wird die 
Theorie der Transformationsgruppe eine nicht unwichtige Rolle in der 
Theorie der Differentialgleichungen spielen. Und zwar hat meine 
Theorie Bedeutung nicht allein fiir solche Differentialgleichungen, die 
eine Transformationsgruppe gestatten, sondern iiberhaupt fiir beliebige 
Differentialgleichungen. Dies beruht wesentlich auf den folgenden 
Bemerkungen. Die Frage, ob eine vorgelegte Differentialgleichung 
G = 0 (oder ein System solcher Gleichungen) durch eine zweckmissige 
Punkt- oder Beriihrungstransformation auf eine gewisse Form F' = 0 
gebracht werden kann, verlangt zu ihrer Erledigung in jedem einzelnen 
Falle nur solche Operationen, die man in der Integralrechnung als ausfiihr- 
bar zu bezeichnen pflegt. Gestattet sowohl G —0 wie ’=0 je eine Trans- 
formationsgruppe, so ist zuniichst nothwendig, dass die eine Gruppe in die 
andere Gruppe iibergefiihrt werden kann. Hat man gefunden einerseits, 
dass weder /’ = 0 noch G = 0 eine Transformationsgruppe gestattet, 
andererseits dass G = 0 auf die Form F’= 0 gebracht werden kann, 
so verlangt diese Ueberfiihrung nur ausfiihrbare Operationen. — Ge- 
stattet eine Differentialgleichung oder ein System solcher Gleichungen 
eine Transformationsgruppe, so dient dieser Umstand, wie ich schon 
gezeigt oder jedenfalls angedeutet habe, entweder zur Bestimmung 
des allgemeinen Integrals oder jedenfalls zur Auffindung gewisser aus- 
gezeichneter Classen von Integralen**). 

Dass meine Transformationstheorie mit der Invariantentheorie ver- 
wandt ist, beruht darauf, dass sie sich mit solchen Eigenschaften von 
Differentialgleichungen beschiiftigt, die bei beliebigen Punkt- oder Be- 
riihrungstransformationen ungeiindert bleiben. Ich denke hierbei nicht 
allein an die Cayley-Sylvester’sche Invariantentheorie, sondern zu- 
gleich an die von Lipschitz und Christoffel angestellten (mir leider 
fast unbekannten) Untersuchungen iiber die Transformation von Diffe- 
rentialausdriicken. 


*) An dieser Stelle habe ich C, Jordan's Bestimmung aller Gruppen von 
Bewegungen zu nennen. Er betrachtet zwei Gruppen als iquivalent, wenn die 
eine in die andere durch eine orthogonale Transformation iibergefiihrt werden 
kann. Bei meinen Untersuchungen werden dagegen zwei Gruppen als dquivalent 
betrachtet, wenn die eine durch eine ganz beliebige analytische Transformation in 
die andere wibergefiihrt werden kann. 

**) Die Transformationsgruppe einer vorgelegten Differentialgleichung kann un- 
endlich viele Parameter enthalten. Andererseits ist wichtig zu bemerken, dass Differen- 
tialgleichungen Gruppen von unendlich-deutigen Transformationen gestatten kénnen. 
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Die Riemann-Helmholtz’schen Untersuchungen tiber die That- 
sachen, die der Geometrie zu Grunde liegen, stehen in directem Zusammen- 
hange mit der Theorie der Transformationsgruppen. Helmholtz’s 
bekannte Note (Géttinger Nachrichten 1868, Nr. 9) beschiaftigt sich 
iu meiner Terminologie eben mit der Bestimmung einer gewissen sechs- 
gliedrigen Gruppe eines dreifach ausgedehnten Raumes*). Die Rie- 
mann-Helmholtz’schen Untersuchungen beschrinken sich auf die 
metrische Geometrie. Die Theorie der Transformationsgruppen giebt 
u. A. eine iihnliche eingehende Discussion der projectivischen Geometrie 
eines n-fach ausgedehnten Raumes, wie ich bei einer anderen Gelegen- 
heit niher nachweisen werde. 

Die Geometrie beschiiftigt sich bekanntlich hiufig mit Trans- 
formationsgruppen, so z. B. mit der allgemeinen linearen Gruppe, mit 
der orthogonalen Gruppe, mit der Gruppe aller conformen Trans- 
formationen u. s. w. In meinen ersten geometrischen Arbeiten be- 
trachtete ich einige neue Gruppen. In der Note: ,,Ueber die Reci- 
procitiits-Verhiltnisse des Reye’schen Complexes “**) beschiiftigte ich 
mich mit der Gruppe aller Beriihrungstransformationen, die eine 
gewisse partielle Differentialgleichung 2. O., die mit dem tetraedralen 
Liniencomplexe genau zusammenhiingt, invariant lassen. Sodann 
untersuchte ich zusammen mit Klein, der seinerseits sich mit An- 
wendungen der Substitutionstheorie auf die Geometrie beschiftigt 
hatte, diejenigen Flichen, die durch zweifach unendlich viele permu- 
table lineare Transformationen invariant bleiben ***), Ferner bestimmte 
ich in einer Arbeit tiber Complexe (Math. Ann. Bd. V.) u. A. eine 
wichtige neue Gruppe, nimlich den Inbegriff aller Beriihrungstrans- 
formationen, bei denen Kriimmungslinien invariante Curven sind; 
ich zeigte, dass diese Gruppe durch eine merkwiirdige Beriihrungs- 
transformation in die allgemeine projectivische Gruppe des Raumes 
umgewandelt werden kaun. Endlich entwickelte Klein in der Pro- 
grammschrift: ,,Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geometrische 
Forschungen“ +) die Auffassung, dass sich die Methoden in der Mathematik 
insbesondere in der Geometrie in vielfacher Hinsicht durch die Trans- 
formationsgruppe charakterisiren lassen, welche sie adjungiren, d. h. 
durch die Gruppe derjenigen Aenderungen, welche, im Sinne der jedes- 
maligen Methode, als unwesentlich betrachtet werden. 

Bei Untersuchungen iiber partielle Differentialgleichungen 1. O. 
bemerkte ich, dass die Formeln, die in dieser Disciplin auftreten, bei An- 
wendung des Begriffs der infinitesimalen Transformation einer bemerkens- 


*) Klein verdanke ich die Kenntniss dieses Umstandes wie auch der Note, 
**) Gdttinger Nachrichten, Januar 1870. 
***) Comptes Rendus 1870, Math. Ann. IV. 
+) Erlangen, 1872. 
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werthen begrifflichen Auffassung zugiinglich werden. Insbesondere 
steht das sogenannte Poisson-Jacobi’sche Theorem, wie auch die 
bekannte Jacobi’sche Identitét, in genaustem Zusammenhange mit 
der Theorie der Zusammensetzung infinitesimaler Transformationen*). 
Durch Verfolgung dieser Bemerkung kam ich zu dem iiberraschenden 
Resultate, dass alle Transformationsgruppen einer einfach ausgedehn- 
ten Mannigfaltigkeit durch Einfiihrung von zweckmissigen Variabeln 
auf die lineare Form reducirt werden kénnen, wie auch, dass die Be- 
stimmung aller Gruppen einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit 
durch die Integration von gewdhnlichen Differentialgleichungen geleistet 
werden kann. Diese Entdeckung, deren erste Spuren auf Abel und 
Helmholtz zuriickzufiihren sind, ist der Ausgangspunkt meiner viel- 
jabrigen Untersuchungen iiber Transformationsgruppen gewesen. 

Meine erste Publication iiber diesen Gegenstand (Goéttinger Nachrichten 
1874, Nr. 22) enthiilt nicht allein ein Resumé .aller Resultate der gegen- 
wartigen Abhandlung, sondern zugleich die Bestimmung aller Gruppen 
von Beriihrungstransformationen einer Ebene, wie auch Andeutungen 
hinsichtlich der Anwendungen meiner Theorie auf Differentialgleichungen. 
Kine ausfiihrlichere Redaction meiner wichtigsten Resultate gab ich 
sodann in fiinf Abhandlungen**), die in dem norwegischen ,,Archiv 
for Mathematik og Naturvidenskab“, Bd. 1, 3 und 4, gedruckt sind. 
An derselben Stelle gedenke ich einerseits die Theorie eines -fach 
ausgedehnten Raumes, insbesondere diejenige des gewohnlichen zu ent- 
wickeln, andererseits Anwendungen meiner Theorie auf Differentialglei- 
chungen zu machen. Eine erste solche Anwendung gab ich bereits in der 
Abhandlung: ,,Classification der Fliichen nach der Transformationsgruppe 
ihrer geoditischen Curven“, Universititsprogramm, Christiania 1879. 

Indem ich schliesse, kann ich die folgende Bemerkung nicht zuriick- 
halten. Bei meiner Definition des Begriffs Transformationsgruppe 
forderte ich ausdriicklich, dass die Transformationen der Gruppe sich 
paarweise als inverse Operationen zusammenordnen lassen sollen. 
Diese Forderung wird von dem Inbegriffe aller Transformationen, die 
eine Differentialgleichung invariant lassen, von selbst erfiillt. 


Christiania, December 1879. 





*) Man trifft jetzt zuweilen die Auffassung: die beriihmte Jacob i’sche Iden- 
titit habe nur einen untergeordneten Werth. Hierzu michte ich bemerken, dass 
diese Identitiit die analytische Grundlage meiner Transformationstheorie bildet. 

**) In diesen Vorarbeiten haben sich mehrere Ungenauigkeiten in den Be- 
weisen eingeschlichen. Auf einige solche Fehler in den beiden ersten in Christiania 
gedruckten Arbeiten machte mich Mayer gelegentlich aufmerksam, Wenn man 
ausgedehnte Theorien, die durch gemischte Methoden gefunden sind, bei der Re- 
daction in die Sprache der reinen Analysis iibertriigt, so ist es schwer, Ungenanig- 
keiten in den Beweisen zu vermeiden. 
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Beitrage zur Sphéarik. 


Von 


Von Dr. Metsset in Kiel. 


Im 95. Bande der Astronomischen Nachrichten No. 2261 theilte 
ich eine Darstellung der sechs Elemente des sphiirischen Dreiecks in 
Reihenform mit, Diese Reihen lassen sich aus Reihen herleiten, welche 
Jacobi in den Fundamentis Novis gegeben hat. Es seien 

a,b,c die Seiten eines sphiirischen Dreiecks, 
a, B, y die entsprechend gegeniiberliegenden Winkel, 


sin @ 


sin == * der Modul des sphirischen Dreiecks , 


ferner nach den Jacobi’schen Bezeichnungen 


*= Vi—F sin? , 


2K : dg ee 
_ j= r eq =e x 
% y J Vi —k? sin 2 . q . 


v0 


a 
2K 4 l 
ein | a 
0 


Y 
. ee? a 
ia Vi-—Rsin®p ’ 
0 
sO muss 
wtytemn 
sein. 
Setzt man noch der Kiirze wegen 
fg) = Et 
1+q’ 


so erhilt man die Elemente des Dreiecks durch folgende Reihen: 
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(1) o=24+f(q?) sin se + f(q') sin se + f(@°) Se een 
(2) a=f(q) sin x + f(q) - = ts + f(q@ y SESE eve 


Aus (1) erhailt man 6, y, indem man 2 durch bez. y oder ¢ er- 
setzt, und entsprechend aus (2) die Seiten b, ce. 

Die Reihe (1) hat Jacobi in den F. N. pag. 102 unter 24) direct 
gegeben; die Reihe (2) folgt aus der von Jacobi pag. 101 unter 21) 
gegebenen Reihe 


=. cos « = f(g) cos « + f(q*) cos 5a + f(q*®) cos5x2+.---, 


indem man dieselbe mit 


os a = dx 
2K Vi —F? sin 2a 


multiplicirt und zwischen den Grenzen 0 und & integrirt. 


Selbstverstdndlich lassen sich nun alle elliptischen Transformationen 
auf die Sphirik anwenden. Bedient man sich z. B. der Transformation 
zweiter Ordnung, wo 


yi “=a — 22, 
1— 7 
k,— ~ q=@ y, =a — 24 
1 py Rien » , NW y; 
4,=a— 22 


werden und 
1, By, 715 4,0), 
die sechs Elemente des transformirten Dreiecks sind, so erhalt man: 


. (a%—a 
sin ( — 1) 


2a=2a+a,—4a@,, oa sin (“tT 4) . 
sin (f:—*) 
b, - ¥ b= r ? 
2p = a + By 4 ~~ sin (ft 1) 
: A is | 
2y—matan—n, a Se 


sin (at cs ) 
Hieraus folgt die Lésung der Aufgabe: 


Aus den drei Differenzen der Winkel und gegeniiberliegenden 
Seiten eines sphiirischen Dreiecks dasselbe zu berechnen. 


Setzt man nimlich 
@—a=A; B-b—B; 4-4 =—C, 
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so kann man zuniichst «, 6, y aus den vorstehenden Formeln finden; 
hieraus a,b, c; endlich aus den Formeln fiir cos a etc. 


A sin (=) 
+ Oy ay 2 
a —— ete. 


Durch elementare Umformung gewann ich die im XV. Bande 
dieser Annalen pag. 380 gegebenen eleganteren Formeln. 


Aus letzteren leitete ich nun die Lésung der Aufgabe her: 


Sind in einem sphirischen Dreieck gegeben die Swmmen der 
Winkel und der gegeniiberliegenden Seiten, also 


aeta=A; B+bd=B; y+c=C, 


so setze man 
A+B+C 
ey 45°, 


2 sin w cos (4 — w) cos (2 — u) cos (& — p) 
cn (F)on(Feme(F) 
tg p = tg (4) cos €; te q = tg (+) cos €; tg r = tg (£-) cos ¢, 


so wird 





A B Cc 
a=>+t+p; B= Z>ta vest 
A B Cc 
a = mast b = so q3 Cc = --- r. 


9 
~ 


i 


Man hat nur in der friiheren Aufgabe die Seiten negativ zu 
nehmen und cos 4 = /— 1 tg € zu setzen, um zu diesen Resultaten 
zu gelangen. 

Am Schluss theile ich noch die folgenden Transformationsformeln 
mit, in denen die Elemente des transformirten Dreiecks durch an- 
gehiingte Zeiger von denen des Urdreiecks unterschieden werden. 


‘4 4 
(I) k=k n= {= Z-h H=KHT-Yi 1=t—-4, 
‘ tga. . “ss. 7 
sing— 73 Sin b, = tpi 1% 
. cosa cosp . ies 
sing=—a i Sm B= api m= ty 


und umgekehrt: 
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oe — k2 
(II) lew fo =? “K=7; %—2; Y= YY; 4 =—2, 


tg (7) =Vsin a, sin; tg (F + $)—te (44%) tg (% 4%) 


etc, ete. 
1—Vi-Fk ‘ 
(HI) ky = iFM) UST HE 2a, yw Dy; 
2, = 1 — 22, 

tg (% 

tg(9)= [x ) { «= Stes 
ete. 

(IV) =k; gq; 4 —x—2e; y= ax—2y; 2, =a — 2a, 


sin a = -— o\ 5 USING = 
sin ( = ) ‘ cos 


ete. 


sin ( =! ) cos (* 
( 
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Zur Theorie der elektrischen Krafte*). 


Von 


KortreweG in Breda. 


1. Es kann meine Abhandlung, obwohl mir diese erfreuliche Ueber- 
einstimmung erst neuerdings aufgefallen ist, am besten als eine Aus- 
arbeitung des von G. Wiedemann in seiner Lehre vom Galv. und 
Elektr. Bd. II. Abth. I. § 54. ausgesprochenen Gedankens betrachtet 
werden. 

2. Von den verschiedenen Hypothesen tiber die ponderomotorische 
Wirkung zweier Stromelemente werden nur diejenigen angenommen, 
die den verschiedenen specielleren Theorien (Ampére, Grassmann, 
Helmholtz) gemeinsam sind, niimlich: 

1° die ponderomotorischen Wirkungen sind proportional 
mit 0, t, ds, ds,, 

2° sie sind nur abhiingig von der relativen Lage der beiden 
Elemente (also sind zwischen den Spiegelbildern der Elemente 
die Spiegelbilder der Krafte und Koppeln wirksam), 

3° die Wirkungen zwischen zwei Stromelementen sind 
durch die zwischen ihren Componenten ersetzbar. 

Diese Hypothesen geniigen zur Aufstellung einer allgemeinen 
Theorie, die, mit unbestimmten Functionen behaftet, durch Einfiihrung 
zweckmiissiger neuer Hypothesen in die verschiedenen specielleren 
Theorien tibergefiihrt werden kann. 

3. Weil diese allgemeine Theorie auch die Potentialtheorie mit 
einschliessen will, so ist es zweckmiissig sofort die Unterscheidung 
zwischen Stromelementen mit und ohne Stromende ins Auge zu fassen. 
Erstere werden als vollstidndige, letztere als unvollstindige Elemente 
bezeichnet. Ein geschlossener Stromkreis kann nach Belieben als eine 
Summe vollstindiger oder unvollstindiger Elemente aufgefasst werden. 
Kin beweglicher Theil eines solchen Stromkreises muss dagegen als 
eine Summe unvollstiindiger Elemente betrachtet werden. — 

4, Mittelst der dritten Hypothese kann man die Untersuchung 
der zwischen zwei Stromelementen wirkenden Krifte und Koppeln auf 
folgende vier Fundamentalstellungen zuriickfihren. 





*) Kurzer Auszug des Verfassers aus seiner Abhandlung: Algemeene Theorie 
der ponderomotorische Krachten, gedruckt in den Abhandlungen der Kénigl. Akad. 
der Wiss. zu Amsterdam, im Jahre 1879. 
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. =< __.. &=_‘In der ersten Fundamentalstellung ist 
mit der zweiten Hypothese nur eine einzige Kraftwirkung vereinbar, 
die durch eine nach der Verbindungslinie gerichtete anziehende Kraft 

B t,t, ds, ds, 
dargestellt werden kann. Es ist B dabei eine gewisse unbestimmte 
Function der Entfernung r. 


Il. {| === += = It In der gweiten Fundamentalstellung ist 
ebenso eine (anziehend gedachte) Kraftwirkung 
Cu, t, ds, ds, 
in der Verbindungslinie die einzig mégliche. 
III. | 4 In der dritten Stellung ist jede 


zweiten Hypothese vollkommen ver- 
einbar ist aber eine Koppelwirkung 
(D) tt, ds, ds,, 
deren Ebene senkrecht auf der Verbindungslinie steht. Es wird an- 
genommen, dass diese Koppelwirkung fiir (D) positiv. die beiden Ele- 


mente mittelst der geringsten Drehung einander parallel zu stellen 
versucht. 


Kraftwirkung unmdglich. Mit der 
gpl in cay 


IV. tl ———— <} Die vierte Stellung ist die an Koppel- 
und Kraftwirkungen reichste. Es kann auf das transversale Element 
eine Kraft: 


E t,t, ds, ds, 
in der Richtung des Stromes, und eine Koppel: 

(F) t,t, ds,ds,, 
die dieses Element auf dem kiirzesten Wege dem longitudinalen parallel 
zu stellen versucht, wirksam sein. Ebenso auf das longitudinale Ele- 
ment eine entgegengesetzte Kraft: 


G t,t, ds, ds, 


(1) t,t, ds, ds, 
der vorigen gleich gerichtet. 

Es zeigt sich also die ponderomotorische Wirkung zweier Strom- 
elemente von sechs unbekannten Functionen der Distanz abhingig, 
nimlich: B,C, (D), E, (F), G, (A). 

Das Princip gleicher Action und Reaction wiirde zwischen diesen 
Functionen die Beziehungen: 

E=G; (F)+ (4) =£r=Gr 
herbeifiihren, weil wir aber die Grassmann’sche Hypothese nicht aus- 
schliessen wollen, wird von diesen Beziehungen keine Verwendung gemacht. 


und eine Koppel: 
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5. Mittelst der sieben unbestimmten Functionen werden jetzt die 
Kraft- und Koppelwirkungen zwischen zwei willkirlich gestellten Strom- 
elementen berechnet. Die Formeln fiir die Wirkung eines geschlossenen 
Stromes von endlicher Dimension und eines unendlich kleinen ge- 
schlossenen Elementarstromes auf ein Stromelement werden abgeleitet. 
Endlich wird zur Berechnung der Wirkungen zwischen geschlossenen 
Stromkreisen fortgeschritten. 

Weil diese Wirkung mit der nach dem Ampére’schen Gesetze 
berechneten bekanntlich tibereinstimmen muss, so ergeben sich zwischen 
den sieben unbekannten Functionen zwei Relationen, nimlich: 








' A? 

(I) a 
d(D) , 2(D) F) , 4 G4+P , 
(II) : - SO) 4 BD ) + 4) ~— +4, —Stfr 0, 





wo a? —SSere dr. 


Diese Relationen erweisen sich als nothwendig, aber auch geniigend 
um die allgemeinere Theorie fiir geschlossene Stromkreise mit der 
Ampére’schen in Uebereinstimmung zu bringen. Sie miissen also 
fiir vollstiindige und unvollstindige Elemente giiltig sein. 

6. Fiir unvollstiindige Elemente (ohne Stromenden) kénnten aus 
den bekannten v. Ettinghausen’schen Versuchen jetzt mit Sicher- 
heit noch zwei weitere Relationen hergeleitet werden, denn aus diesen 
Versuchen ergiebt sich, dass durch einen geschlossenen Strom auf ein 
Stromelement keine Kraftwirkung in der Richtung, und keine Koppel- 
wirkung in der Ebene des Elementes ausgeiibt werden. Die zwei da- 
durch bedingten Beziehungen werden gefunden: 

(111) C—G—2Pr=0, 

(IV) (D) + (H) =0, 

und es wird gezeigt, dass diese, mit (I) und (II), dazu geniigen, die 
allgemeinere Theorie mit der Ampére’schen fiir die Wirkung eines 
geschlossenen Stromkreises auf ein Element vollkommen in Einklang 
zu bringen. Neue Experimente nach dieser Richtung hin kénnen also 
keine neuen Resultate hervorbringen. 

Es wird weiter gezeigt, dass die Relation (IV) anzeigt, dass kein 
offener noch geschlossener Strom ein Stromelement um seine eigene 
Axe zu drehen strebt, was wohl beinahe selbstverstindlich ist. 

7. Es werden endlich § 53,—72. die Hypothesen untersucht, die 
zu den specielleren Theorien fiihren. 

Die Ampére’sche Hypothese setzt voraus 

(D)=0, E=0, (F)=0, G=0, (A)=0. 
Weil dann die Relationen (I) und (Il) zur Berechnung der beiden 
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iibrig bleibenden Functionen B und C geniigen, so ergiebt sich auf’s 
Neue die Wahrheit der C. Neumann’schen Bemerkung, dass, einmal 
die Ampére’sche Hypothese angenommen, das Ampére’ sche Gesetz 
aus der Wechselwirkung beiderseits geschlossener Stréme hergeleitet 
werden kann. 

Ebenso einfach ergiebt sich aus den vier Relationen (1) —(IV) die 
Grassmann’sche Theorie, wenn man seine Hypothese der senk- 
rechten Kraftwirkung verwendet. Auch die bekannten Stefan’ schen 
Formeln werden hergeleitet. 

Endlich wird § 60. die Hypothese eingefiihrt, dass zwischen den 
Stromelementen ein Potential bestehen soll. In diesem Falle kann 
man fiinf der sieben unbekannten Functionen durch die iibrigen zwei 


ausdriicken, z.B. B= a(F’) , C= — a(D) , E=G= (F) — (D) 
dr dr r ’ 

H=—(D), indem P= — ot Tod -  Ausserdem ergiebt sich 

zwischen diesen zweien die Relation: r am —(F)+(D)+ = =: (). 


Damit sind dann aber die Bedingungen (1) und (Il), und auch (IV) erfiillt, 
es kann aber der Bedingung (III) nicht mehr Geniige geleistet werden. Fiir 
die Wirkung zwischen unvollstiindigen Stromelementen kann also kein 
Potential bestehen. Die vollkommene Uebereinstimmung der so er- 
haltenen Potentialtheorie mit der Helmholtz’schen wird gezeigt. 

Schliesslich werden die Theorien Clausius’ und Weber’s be- 
ziiglich des Verhaltens vollstiindiger Elemente untersucht. 


In einer kurzen Nachschrift wird das Verhiiltniss zwischen der 
oben entwickelten Theorie und der Arbeit von Margules in den 
Wiener Berichten, October 1878, dargelegt. Es ist von Herrn Mar- 
gules die Méglichkeit der Koppelwirkung (D) der dritten Funda- 
mentalstellung iibersehen worden. Setzt man in unsern Formeln (I), 
(IL), (ITT) und (IV), (D) =0, so ergiebt sich leicht (H) —0O und 
(#’) = 0 und dieses ist das von Margules am Ende seiner Abhand- 
lung ausgesprochene Resultat: ,,Wenn Transversalkrifte angenommen 
werden, so kénnen sie nur in dem afficirten Elemente selbst angreifen.“ 


In den der Abhandlung beigefiigten Bemerkungen des Herrn 
van der Waals werden die von mir erhaltenen Beziehungen (I), (II), 
(IIL) und (IV) auch auf anderem etwas kiirzerem Wege gewonnen, 
ohne dabei zur Betrachtung unendlich kleiner Elementarstréme iiber- 
zugehen. Es ist damit die mathematische Richtigkeit der Beziehungen 
wohl ganz sichergestellt. 
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Ergiinzung einer Untersuchung von Dirichlet. 
Von 


Paut Bacumann in Miinster i/ W. 


1. In seiner beriihmten Abhandlung iiber die quadratischen Formen 
mit complexen Coefficienten*) hat Dirichlet fiir die Classenanzahl 
H der Formen von der ersten Art einen Ausdruck gegeben, der fiir 
den Fall, in welchem die Determinante D = A+ Bi der Formen 
ein Product aus lauter ungleichen primiren Primfactoren ist, folgen- 
dermassen lautet: 


lim sN(VD) Syl a+vi 1 
(1) H = x logs ” [34 | . (a2 + o2)'+e- : 
Hierbei wird unter einer primiren Zahl eine solche verstanden, in 
welcher der reelle Theil von der Form 4x + 1, der Coefficient von 7 
von der Form 24 ist; das Zeichen o bedeutet die Norm des Ausdrucks 


T+ UYD, aus welchem alle Lésungen der Gleichung #? — Du? = 1 
durch die Formel 


t+uY~D=+(7+ UyDY 
erhalten werden, und g eine positive Grésse, welche gegen die Null 


convergirt; [ sat ist das Jacobi’sche Symbol in der complexen 


Theorie, die Summation endlich bezieht sich auf alle diejenigen pri- 
miren complexen Zahlen 4-+- vi d. i. alle diejenigen Systeme reeller 
ganzer Zahlen A, v von der Form 4x%-+1, 2 resp., fir welche 
4-+ vi keinen Theiler mit D gemeinschaftlich hat. — Wir beabsich- 
tigen die Formel (1) so umzugestalten, dass ihre wahre Bedeutung zu 
Tage tritt. Wenn man den Andeutungen, welche Dirichlet dartber 
gegeben hat, nachfolgt, so muss man zuerst fiir das Symbol >] 
das gleichbedeutende Symbol der reellen Zahlentheorie einfiihren. Wir 
beschrinken uns dabei auf den einfachsten Fall, wo die Zahl 


P= N(D)=A?+ B 


*) Crelle’s Journal Bd. 21. 
Mathematische Annalen, XVI. 
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aus ungleichen Primtheilern von der Form 4h-+ 1 besteht; dann 
werden die reellen Elemente A, B ohne gemeinsamen Theiler sein. 
Nach den von Dirichlet gegebenen Formeln ist alsdann 


(S=)] (“F~) 
—— P , 
die zu bestimmende Summe nimmt die Form an: 


- |) (/ AI+B . 
(2) S = lim Po ( P ~} ; (a2 92) I+¢ ’ 


und ist zu erstrecken iiber alle 44x -+ 1 und »v = 2u, fiir welche 
4+ vi und A+ Bi relative Primzahlen sind. Fiir jede ungerade 
Zahl P aber, welche aus lauter ungleichen positiven Primfactoren be- 
steht, gilt der Gaussische Satz: 


2hmni 


P—1)2 
DG). =). ye, 


wenn h irgend eine ganze Zahl ‘bedeutet und die auf m beziigliche 
Summation sich auf irgend ein reducirtes Restsystem (mod P) erstreckt; 


, ‘ . h 
wobei nur zu beachten, dass diese Gleichung ( zp) = () voraussetzt, 


so oft h einen Theiler mit P gemeinschaftlich hat. Unter derselben 
Voraussetzung kann man die Summe S iiber alle ganzen Zahlen A, v 
von den Formen 4x + 1, 2w resp. erstrecken; erhilt niimlich 4 + vi 
fiir ein solches System mit A -+ Bi einen gemeinsamen Factor a +- bi, 
so folgt aus den Congruenzen 
A+vi=0, A+ Bi=0 mod (a+Di) 
auch 
Ai+ Bv=0 mod (a+b) also auch mod (a?+5’), 

welch’ letzterer Modulus in A? + B? aufgehen muss; es verschwindet 
daher das Symbol £145) und das zugehérige Glied aus der 


Summe. 
Fiir den Fall P=4h-+ 1, welchen wir hier haben, wird die 


rechte Seite der Gaussischen Gleichung reell gleich (+) VP. Setat 


man also h = Ad -+ By, so lisst sich die Formel (2) folgendermassen 


schreiben: 
2tal+pri 


“— 7 , 
S == dem reellen Theile von 7 : 2 (S) - lim Z (22 posite? 


mB ° 
== 6 gesetzt ist, oder auch 


= 
s 22 (a@&+2B8u)i 
San &, Di ts ce: ) (+) - lim £ a 
VP m wT (42+ 4?) e 


wo zur Abkiirzung “$ =a, 
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Hier ist beztiglich mw iiber alle ganzen Zahlen, beziiglich 4 tiber alle 
Zahlen von der Form 4x -+ 1 zu summiren, Diese zerfallen in die 
positiven 4’ und die negativen — 4”, wo 4” die Form 4x + 3 hat. 
Man kann daher die Doppelsumme in die beiden entsprechenden Theile 
sondern und gleich 


NX) er Aaa +28 m)i en 2 Alaa" + 28u)i 
Kd (pape pa ("2p aysy Fe 


4, 


setzen; da es sich aber nur um den reellen Theil der Summen handelt, 
erhalt man 
) . 2m(al+2Bu)i 
S= 7. Th. vy. a4 Zz ($) - lim = ————— ‘ 
VP —_ \i md (a2 4p) Fe 
wo nun die Summation nach 4 iiber alle positiven ungeraden Zahlen, 
oder auch 


‘ Y r 2, Zz m E er M(ar+2Bu)i 
(3) S =r. Th. v. 71s () - lim > nae 


wo sie jetzt iiver alle ungeraden Zahlen zu erstrecken ist. 
Die Doppelsumme ist gleich der Differenz zweier anderen: 


~~) ert (@A+2Bu)i 1 Nv eA 2ak+2Bu)i 
2 (a+ 4u2)' Fe ate _ (at pry te? 
welche auf alle ganzen Zahleu 4, uw mit Ausschluss der Combination 
4=w =O sich erstrecken; ihr Grenzwerth fir @ =0 kann daher 
nach einer formel von Kronecker *) berechnet werden. Bezeichnen 
nimlich f, g, h, s, ¢ irgend welche reelle Gréssen, fiir welche 
4A =fh—g* positiv ist, und setzt man mit Koenigsberger 


Ny, aiiakad 
O(2, tT), am ; bo (— 1)" = elnt+ Pesi-HGe+ Heat : 


#' (2, t), gleich dem nach ¢ genommenen Differentialquotienten dieser 
Reihe, endlich 


—g+iVa gt+iVa 
j 


i bee ne mere. 


i 


i= 


so ist bei gleichem Umfange der Summation 


lim s). BE oeccnaxns' sic te ee 
sa (f+ 2g hu hur)? 


+ spq * 08 agar 11) #0, 
wu 


x’ 8 (P(E-+57,, 7), O(—t+8t, %)]- 


*) Monatsberichte der Berl. Akad. Jahrg. 1863 p. 46, 


35* 
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Hiernach gewinnt die Formel (3) zuniichst folgende Gestalt: 


S = r, Th. v. —~ 
2VP 
(>): log (0, 2%),'- -#(2B+2«ai, ae ere. t) 
2 4n*- re ARE # (2B-+-2 ai, 2%),° a(- SST 2, ’ 


oder wenn man sich der Relation 2G = y= 0 erinnert, noch ein- 

facher : 

g Bi m\— @(2B-+ 2ai, 7%), -F(—26+2 ai, 2), 

S= r. Th. v. yp > (F) log (26+ 20, 21),2- O( 2B+2ai, 21), * 
. ° ° mi . ° e 

Hier ist nun + 6+ ai=— > + Bi Mittelst der Beziehungen zwi- 


schen den Theta’s, welche der Transformation zweiter Ordnung ent- 


springen, und indem man die Thetafunctionen mit dem Argumente 
mit : ™ ‘ 

AFB durch solche mit dem Argumente 35 ersetzt, liisst sich 

also der Ausdruck zur Rechten der letzten Gleichung in den folgenden 


verwandeln : 
= (2): log “Cae * (Fa), °G=w),* Ga), 
_ |? 9(4yR),® Grr: o(;* cs) oG"s), 
2. Zur weiteren Vereinfachung bemerken wir, dass nach einer 


allgemeinen Dirichlet’schen Formel, wenn die reelle Zahl m relativ 
prim ist zu A-+ Bi, die Gleichung 


fate] (84) =(8)-(4) 


besteht. Hier, wo der Gleichung P = A*® + B?* zu Folge das Symbol 
(4) =-+1, und da P=4h+1, nach dem verallgemeinerten Re- 





ciprocititsgesetze auch das Symbol (>) = -+ 1 ist, nimmt sie die 


Gestalt 
(*)= [ - oa | 


an, und gestattet, dem obigen Ausdrucke folgende Form zu geben: 
55 Phar] -h- * (aaa), *GFa), 
OFF ee See Caress). 
- [ m |: _ o( A— =i), °(=- “3, Ss 
+ ae ‘eee j (4 si): ° = 79 


A—Bi/, 
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in welcher man die erste Summe auch iiber irgend ein reducirtes Rest- 
system mod (A+ Bi), die zweite iiber irgend ein solches mod (A—Bi) 
erstrecken darf, da, wie leicht ersichtlich, die logarithmischen Argu- 
mente, ebenso wie die Jacobi’schen Symbole, ungeindert bleiben, 
wenn man m durch eine mod (A-+ B?) resp. mod (A— Bi) congruente 
Zahl ersetzt. Wir diirfen das reducirte Restsystem mod. (A+ Bi) aber 
so wihlen, dass es in Gruppen von je vier associirten Zahlen 


(4) m, im’, — m', — im’ 


zerfallt. Andererseits giebt es in demselben ebensoviel Zahlen +, fiir 


welche 
- 
[ a¥37 | al Sie 


(5) als Zahlen n, fiir welche 
n — l 
esa | aah ae 


ist; und zwar gehoren in dem Falle, wo P = 8h + 1 also Res: | = 1 


ist, die vier Zahlen einer Gruppe gleichzeitig entweder zu den oder 


- ial! ce i Aap ' 
zu den », wahrend im Falle P= 8h + 5, wo |a+zr | = — | ist, 


die Zahlen m’, —m’ als die Zahlen r, im’, — im’ aber als die Zablen 
n aufgefasst werden diirfen. Schreibt man daher die auf A + Bi be- 
ziigliche Summe folgendermassen : 


_ ae e / (a3), 
> |apz] © o( mm -) 
1 
*(~7 7: 
+ Bh xta)- es 


A+ Bi/, 
und bemerkt die Relationen 


(a7), _ (ae), . >) a * (3597), 


(47a), 0B a), (ai er), o(4 257), 


so wird fir P= 8h-+ 1 die zweite Summe verschwinden, fiir 
P=8h-+ 5 dagegen die erste Summe sich auf } p (P) - log i redu- 
ciren. Aehnliches gilt von der auf A — Bi beziiglichen Summe. Man 
erhilt also, da die Ausdriicke zur Rechten der nachstehenden Glei- 
chungen, in denen », » die zu r, m conjugirten Zahlen bedeuten, 
offenbar reell sind, 
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fir P=8h+1 





= ye ya), Ga), 
‘ sid ae tl (42 ax), 


TT °(a $7), °C a), 


o(5 at), o(=* “0, 





? 


fir P= 8h+5 





s— *..g [] © (557), ° (ate), 


‘YP ~ (ter) (4257) 


0 


Bei allen diesen Formeln ist immer i als Modulus der Thetafunctio- 
nen hinzuzudenken. Nun entspricht diesem Modulus der Integralmodulus 
k=k =—/\}, fiir welchen 


a 


K= in 
al -f WOE 


ist. Beschriinken wir uns zuniichst auf den Fall, in welchem P von 
der Form 8h + 1 ist! Mit Beachtung des Umstandes, dass die Menge 
der Zahlen r gleich derjenigen der Zahlen n ist, darf man dann den 
vorhergehenden Ausdruck fiir S auch so schreiben: 











dn — 2° - dn 2Kr - 
S am -« bad ‘ log Tl £22 A—Bi 
- A+ Bi A— Bi 
2Kn 2Kn’ 
itn ** 7-Bi 
7 IT 2Kn 2Kn 
a &e 


A+ Bi -dn 2B 
Setzt man jetzt aber 


dx 
und nennt A(z) = 2 die umgekehrte Function, so findet sich 


V3 
A(z) = yjy- 3"* 
(2) V3 dnzV2 ’ 
ebenso = K)/2, wenn 


1 
a ea 
Vi-—2' 
Vv 


gesetzt wird. Hiernach geht die Forme) fiir S iiber in 








(6) 


rioc 
irg 
In 

ein 
cht 
dal 


sel 


eit 


P 


(7 


WwW 


m 








10- 
lus 


on 


ge 


len 








Erganzung einer Untersuchung von Dirichlet. 


[]*GFn) a ( a) 
TT+* GPa): i (4s) 


Nun hat bekanntlich die Function A(z) eine eigenthiimliche Pe- 
riodicitét, insofern sie ungeindert bleibt, wenn das Argument um 
irgend ein complexes Vielfaches von Q —(1-+ 7%) @ veriindert wird. 
In der Formel (6) beziehen sich aber die Multiplicationen auf irgend 
ein reducirtes Restsystem von der Form (4), welches man den Glei- 
chungen (5) gemiiss in die beiden Hilften r, m getheilt hat; wir diirfen 
daher rv, auch ersetzen durch die Zahlen r(1-+-7), n(1-++7) in der- 
selben oder in verkehrter Reihenfolge, je rey der Werth der 


einander gleichen Symbole [ a3 | und la pen =a ]s gleich + 1 oder 


—1 ist. Nennen wir ihn allgemein ¢, so kommt demnach fiir 


P=8h+1 
iE nQ aT nw Q 
wl f A+Bi A—Bi 
(7) S= 3VP . log TT: ( 7Q . rQ 
} A+ Bi ) (a=37) 
worin, wegen der Periodicitiit der Function A(z), unter r, n jetzt 


auch wieder diejenigen Glieder irgend eines reducirten Restsystems 
mod (A-+- Bi) verstanden werden dirfen, welche den Gleichungen 


r n 
[ear | ae Bs | 7437 | ashaei 
entsprechen. 
Aehnlicherweise findet sich fir P= 8h-+ 5 die Formel 


_ — eed ey r' -) 





7 
(6) S = SVE - log 

















? 


() 6 Steg Pe. 
r 142°( 5 r 1+ a| pe a) 


3. Um den so gewonnenen Ausdruck fiir S noch weiter zu ver- 
wandeln, haben wir einige Resultate zu verallgemeinern, welche fiir 
den Fall eines Primzahlmodulus A + Bi von Hisenstein in seiner 
Abhandlung tiber die Lemniscatentheilung (Crelle’s Journal Bd. 39) 
gegeben worden sind, Bezeichnet man mit a-+ bi eine complexe 
zweigliedrige Primzahl mit der Norm p, und werden a= 2a -+ 1, 
b = 26 gesetzt, so besteht folgende Relation: 


y 2 (2)? my A (2)? -- (= Fa bi) 
= o(— a+fp , — 
A((a+bij2) A(z) -(—1) $40,304 a, Me - 


“4 
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in welcher die Coefficienten m,n complexen ganzen Zablen gleich sind. 
Hieraus gewinnt man fiir eine Zahl 
A+ Bi=(a+bi) (a+0's) (a’°+0"%) - 
welche aus beliebig vielen complexen zweigliedrigen Primzahlen mit 
den (von einander verschiedenen) Normen p, p’, p’,--- besteht, leicht 
die allgemeinere Gleichung at oF 
, A(2)*-* 4 M,a(2)?—°+---4+2-(A+Bi) 
a i 
4 
in welcher wieder die Coefficienten M,N complexe ganze Zahlen sind, 
wihrend pp'p’-- += P, (—1)*(«+?) = « gesetzt ist. 
Was zuniichst « betrifft, so ist, je nachdem a? + b? = 1 oder 
' a? + b? = 5 (mod 8) ist, b von der Form 4h, 4h + 2 resp, und folg- 


lich entsprechend « + 6 = — oder = 1 + —s (mod 2). Da 


aber P, je nachdem es congruent 1 oder 5 (mod 8) ist, eine gerade 
oder ungerade Anzahl solcher Primfactoren enthilt, welche die Form 
8h -+ 5 haben, so wird je nach diesen beiden Fallen 


> (@+6) = D>) 25+ oder = 41 >’ >! (mod 2). 


Werden daher, wie hier, a + bi, a+ Vi, - 
gesetzt, so ergiebt sich allgemein 
2 (a+) = 0 oder = 1 (mod 2), 
P—1 


je nachdem P= 1 oder P = 5 (mod 8) ist, und folglich «= (—1)*. 
Betrachten wir nun die Gleichung 





. als primir voraus- 


—1 
W=2?"+ Mx? 54+.--4 (— 1) 4 .(A+ Bi) =—0. 
Wenn man bemerkt, dass 4(¢) verschwindet, so oft z= (k+K'i) a, 
k, k aber irgend welche ganze Zahlen sind, so findet man leicht die 
Wurzeln dieser Gleichung durch die Formel 


— u& 
hae (afar) 


wenn man darin w irgend ein Restsystem mod (A+ Bi) mit Aus- 


schluss des durch A + Bi theilbaren Gliedes durchlaufen lisst. Man 
hat also 


ii 9 A 


(8) [T+ (aear)=- (—1) 7 -(A+Bi). 


Der Ausdruck W kann aber auch in folgender Gestalt geschrieben 
werden: 


und hieraus 
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W= IT Walz), 


wenn die hier angedeutete Multiplication auf alle von A+ Bi ver- 
schiedenen Theiler d von A -+ Bi ausgedehnt und unter Wa(x) der 


Ausdruck 
z m’ Q 
Walz) = |] (« ee Gt Bi )) 
verstanden wird, der tiber irgend ein reducirtes Restsystem m’ fiir den 


Modulus 4’ + Bi = = erstreckt gedacht wird. Da die Function 


W fiir einen Primzahlmodulus A + Bi=—a-+ bi mit der Norm p 
die Gestalt 


p-—tl 
xP) +m, aP-5 +... +(—1) 4 - (a+b2) 
mit ganzzahligen complexen Coefficienten hat, schliesst man vermit- 
telst der einfachsten Induction, dass auch im Falle eines zusammen- 
gesetzten Modulus A + Bi der Ausdruck 


mie = TE (GaP): 


ausgedehnt iiber irgend ein reducirtes Restsystem m mod (A+ B)), 
ganzzahlige complexe Coefficienten hat, deren letzter gleich Eins ist. 
Man findet daher, bei gleicher Ausdehnung der Multiplication, fiir 
eine zusammengesetzte Zahl A + Bi statt der Gleichung (8) die nach- 
stehende Relation: 


(9) [1 *# (ads) me x 


Wir beweisen nun, dass die Coefficienten der beiden Gleichungen 


(10) ; W-=0, W,=—0, 
deren Wurzeln resp. die Werthe 4 G +; Bi) A ( A v8 :) sind, die Form 
E+ ¢VA+ Bi 


-“ 


haben, worin §, ganze complexe Zahlen sind. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir irgend eine ganze symmetrische 


» ® 7 oe ( . . 
Function J’, von den Gréssen 4 ( mit complex-ganzzahligen 


rQ 
i737) 
Coefficienten (die Coefficienten der Gleichungen (10) sind solche 


Functionen), und nennen fF’, dieselbe Function der Gréssen 4 (ay2r): 
Denken wir uns ferner, was erlaubt ist, die Zahlen rv, fiir einen 
Augenblick als reell und ungerade. Da die Function A(z) die Eigen- 


schaft besitzt, dass 4(mz) fiir ein ungerades m rational mit complex- 
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ganzzahligen Coefficienten durch 4(2) ausdriickbar ist, so kénnen die 
Ausdriicke 
F,+F,, wi —F,)? 


als rationale Functionen von ‘(az ) aufgefasst werden, die sich 


A+Bi 


nicht verindern, wenn A ( r + Bi ) durch eine andere Wurzel 
a ( a+3% ) der Gleichung W, =O ersetzt wird. Denn fiir jede 


Zahl m eines reducirten Restsystemes mod (A-+-Bi) stimmen die 
Zahlen rm, mm in ihrer Gesammtheit nach diesem Modulus mit den 


Ly os : : m . 
Zahlen r, oder n,r resp. tiberein, je nachdem |-a+zr | gleich 


+ 1 oder — 1 ist; je nach diesen beiden Fallen werden also F,, F, 
entweder ungeiindert bleiben, oder doch nur unter einander vertauscht 
werden. Demnach sind die obigen Ausdriicke rationalen complexen 
Zahlen gleich und miissen sogar ganzen complexen Zahlen gleich sein, 
weil sie auch als ganze und ganzzahlige Functionen von den Wurzeln 
der Gleichung W, = 0 aufgefasst werden kénnen. Nennt man diese 
ihre ganzzahligen Werthe & und £? («#-+-8%), sodass a + fi keine qua- 
dratischen Theiler mehr enthalte, so ergeben sich die Gleichungen 
F,=3 +8 Vat Bi), F.=3@ — 8 Vat Bi). 

Wird demnach F’, so gewihlt, dass es von IF’, verschieden ist, so 
lassen sich die Coefficienten der Gleichungen (10), -als ihnliche 
Functionen von den Wurzeln der Gleichung W, = 0, rational durch 


F’, ausdriicken, und je zwei entsprechende Coefficienten derselben er- 
halten die Form 





E+ ¢Va-+ pi 


worin &, € nach dem Obigen ganze complexe Zahlen sein miissen. Zur 
naiheren Bestimmung der Zahl a + #1 setzen wir 

A+ Bi = (a+bdi) (A’'+B’i); 
es seien ferner Wo=—0, Wy —O0 die Gleichungen (10), wenn 
A+ Bi durch die Primzahl a+ bi, Wa=0, W,:=0 dieselben 
Gleichungen, wenn es durch die Zahl A’ + B’i ersetzt wird. Von 
den ersteren Gleichungen weiss man nach Hisenstein, dass ihre 


Coefficienten rational sind in /a + bi; wir setzen als bereits bewiesen 
voraus, dass aihnlicherweise die Coefficienten der letztern rational sind 


in YA’ + Bi. Ist dann zunichst P = 8h + 1, so wihlen wir 


Fe—[]*(afar) * er -— [] * (a¥2r): 
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welche Werthe von einander verschieden und irrational sein miissen, 
da sonst aus den Formeln (1) und (7) sich H = 0 ergiibe. 
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Bemerken wir nun, dass, indem 
m =m (A’'+ B’i) + m' (a+bi) mod (A+Bi) 
gesetzt wird, die Wurzeln der Gleichung W, = 0 auch so geschrieben 


werden kénnen: 
m°Q mQ 
A (Cs + FEB ); 


wenn m°, m’ reducirte Restsysteme resp. mod (a+ bi) und mod (A’+ B’i) 
durchlaufen. Nach einer Formel von Dirichlet ist ferner 


a+ bi [A+B], 
ees a 


daher folgt leicht aus der Congruenz fiir m die Beziehung 


m = m? m’ . 
las Bi | = [ =tor | , [ ayB7 | 


und folglich gehért m zu den Zahlen r, wenn entweder m°, m’ zu den 
Zahlen vr,» oder zu den Zahlen n°, n’ resp. gehéren; dagegen gehort 
m zu den Zahlen », wenn entweder m®°, m’ zu den Zahlen r° und w, 
oder zu den Zahlen »°® und +’ resp. gehéren. Man findet also 


Pl =-T1+ (+ + ae ) TT + (5+ res ih 


Nun ist die Anzahl der Zahlen rv’ gerade und — 1 quadratischer Rest 
mod (A’ + B’i), also zerfallen die Zahlen »’ in zwei Gruppen, die 
einander mod (A’+ B’i) gleich und entgegengesetzt sind. Daher ist, 
wie leicht ersichtlich, 


TT (63 __¥9 y=] (Gem )t# (S97) 
sau T A+B i) f 7Q a 

ataa(; For)? (airs) 
und das letzte Product eine symmetrische rationale Function sowohl 
von den Wurzeln der Gleichung W,. = 0 als von denjenigen der 
Gleichung W,=0, also rational in Ya + bi und YA’ + Bt aus- 
driickbar. Von dem zweiten Factor des Ausdruckes TT, gilt aber das- 
selbe, und demnach erhalten TT,, TT, die allgemeine Form 


nt ya Va+bi+y VA + Bi+y"VA+ Bi, 
in welcher , 7, 4’, 4” rationale complexe Zahlen bezeichnen. Weil 


aber bereits gezeigt ist, dass dieselben Ausdriicke von einer einzigen 
Quadratwurzel rational abhiingen, und ihre Werthe offenbar un- 
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abhingig sind von der Art, wie man A + Bi zerlegt denken kann, 
so ergiebt sich 


(11) a+ pi=+(A+Bi). 
Ist zweitens P = 8h + 5, so wihle man fiir F, den Ausdruck 


ITC- ins (aE )), 
ra IT (4+"GP) 


ist, da hier die Zahlen » mit den iy mod (A+ Bi) iibereinstimmen 
und A(iz) = iA(z) ist. Da die Gleichungen (1) und (7a) erweisen, 
dass /’,, F, ungleich und irrational sind, so fihren ihnliche Betrach- 
tungen auch hier zu der Gleichung (11) und damit zum vollstiindigen 
Beweise der Behauptung. 


dnsbesondere heben wir fiir den Fall P = 8h + 1 die beiden Re- 
lationen hervor: 


[] + (afr) —1 +6744 8), 

Q ee © 
I] A (at27) —4(—fVA+ Bi, 
in welchen §,€ zwei ganze complexe Zahlen bedeuten. Ist A + Bi 
eine Primzahl, so leisten diese ganzen Zahlen nach (8) der Gleichung 
(13) g — (A+ Bi ¢ = 4(A+ Bi, 


wenn A-+ i aber eine zusammengesetzte Zahl ist, nach (9) der 
Gleichung 


(14) #2 — (A+ Bie—4 
Geniige. 


fiir welchen 


(12) 


4. Nachdem dies festgestellt ist, kehren wir zur Gleichung (7) 
wieder zuriick. Ist A + Bi eine zusammengesetzte Zahl, so ergeben 
die Gleichungen (12) und (14) sofort 


a ae g n(4—04t®) = -** . log W($-th4+ ny, 
syp E+¢VA+ Bi syp © ( 3 

Fiir die Classenanzahl H der quadratischen Formen mit der Determi- 

nante D = A + Bi, deren Norm von der Form 8h + 1 ist, erschliesst 

man hiernach wegen (1) 


Hm ig log N (= FEB 


log « 


und folglich 
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(8) N(P 4+ UA Bi" — NW (E= eA E BH)" 


eine Gleichung, welche das Analogon derjenigen ist, die Dirichlet 
fiir quadratische Formen mit reellen Elementen und positiver Deter- 
minante im 21. Band des Crelle’schen Journals abgeleitet hat. 

Dieselbe Gleichung (15) gilt auch in dem Falle, wo A + Bi eine 
Primzahl ist; nur bedeuten dann &, € darin nicht diejenigen Zahlen, 
welche in den Gleichungen (12) und (13) enthalten sind, sondern zwei 
andere, der Gleichung 

g,? “a (A+ Bi) ¢,* _ 
geniigende complexe ganze Zahlen &,, €,, die mit jenen durch die 
Relationen 
E=ti, (A+ Bi) =i 
verbunden sind. 

Fiir den Fall P=8h-+5 finden analoge Betrachtungen statt, 
und das demselben entsprechende Resultat kann folgendermassen aus- 
gesprochen werden: 

Setzt man W, fiir = 1 gleich 4 (§ —€/A+ Bi), sodass &, € 
zwei complexe ganze Zahlen bezeichnen, so findet man die*Classen- 
anzahl H der quadratischen Formen mit der Determinante D= A -+- Bi, 
deren Norm von der Form 8h + 5 ist, aus der Gleichung: 


: . —<—\F é—e¢ VA+Bi\* 
(16) N(T4+U/A+ Bi) —n (ee) 





Ueber den Satz lim f(x) = lim 
Von 


Paut pu Bois-Reymonp in Tiibingen. 


In einem Aufsatze ,,iiber die Grenzwerthe der Quotienten “ (diese 
Ann. Bd. XV, pag. 556) bedient sich Herr Stolz eines von Herrn 
Rouquet (Nouv. Ann. (2) XVI, pag. 113) gebrauchten Lemma’s, und 
da man Herrn Stolz so verstehen kénnte, als ob das Lemma Herrn 
Rouquet angehdre, so erlaube ich mir daran zu erinnern, dass ich 
es schon 1871 veréffentlicht habe. 

Uebrigens ist es bei seiner grossen Einfachheit leicht méglich, dass 
auch mir die Prioritét nicht zukémmt. Nur deshalb interessire ich 
mich dafiir, weil es mein Ausgangssatz in der Theorie der infinitiren 
Typen der Functionen ist. Ich sage (Ann. di Matem. 8. Il¢, T. IV, 


pag. 346): On a f’ (co) = lim fe) , toutes les fois que /’ (co) n’est pas 
indéterminée, d. i. einen bestimmten Grenzwerth hat.*) Ich beweise 
den Satz, indem ich das Fundamentaltheorem der Differentialrechnung 
f(b) — f(a) = (6 — a) f'(&), a<&<b auf die Form 


“g) = {1 __ fle) 
fa=—; | ede 
b 


bringe, und erst b dann a unendlich werden lasse, oder, was vielleicht 
angemessener ist, b in geeigneter Weise rascher als a@ wachsend an- 
nehme. Der Beweis scheint mir noch immer der kiirzeste und beste. 
Der beste, erstens weil er sich, wie ich zeigte (diese Annalen Bd, VIII, 
pag. 367, sqq.) leicht verallgemeinern lisst, und dann, weil er fiir den 
fe) = lim f(x) der ganzen Allgemeinheit des 
Fundamentalsatzes f{(b) — f(a) = (b — a)f'(&) sich erfreut, so dass 
f (x) z. B. nicht integrirbar zu sein braucht. 


besonderen Fall lim 


*) Natiirlich darf f’(0o) auch Null oder positiv oder negativ unendlich sein. 


Tiibingen, December 1879. 
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Notiz tiber eine Classe symmetrischer Determinanten. 
Von 


M. Norruer in Erlangen. 


Es kénnte von Interesse sein, die Classe symmetrischer Deter- 
minanten kennen zu lernen, welche die folgenden beiden Arten als 
specielle Faille umfasst: 

1) die bekannte*) Determinante n'" Grades, deren Reihen aus 
der ersten Reihe 

yy Uy, Ag, ***%, Ant 
durch cyklische Vertauschung aller Elemente entstehen, also die Resul- 
tante der beiden Formen: 


i=n-1 
f= a; x, 

$=) 
g=—x2*—1; 


2) die Determinante (2n)'°" Grades von der EKigenschaft**): wenn 
man die Elemente in vier Quadrate 
A B 
C D 
von je 2"-! Reihen zusammenfasst, so stimmen die Elemente des 
Theils A mit denen des gegeniiberliegenden Theils D genau iiberein, 
ebenso die von B mit denen von C; dasselbe gilt fiir die Zerlegung 
dieser Theile in je 4 weitere Quadrate; ebenso fiir diese letzteren, etc. 
Die diese beiden Arten umfassende allgemeinere Determinante, 
welche bisher noch nicht bemerkt worden zu sein scheint, lisst sich 
ebenfalls als Resultante auffassen. Sei 


ol aie i 

(1) f= > Gi, in...ty Uy ages al 
Tiytareeerty 

*) Vgl. fiir die Litteratur Baltzer’s ,,Determinanten“, 4. Auflage, § 11.,1.,2.,3. 

**) Vgl. Puchta, Denkschr. d. Wiener Akad., Bd. 38, p. 315, und meinen 

Aufsatz: Zur Theorie der Thetafunctionen etc,, d. Annalen, XVI., p. 286; § 15. 
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eine (nicht homogene) Form, welche in der Variabeln 2, bis zum Grade 
% —1 (n> 1) 
(9 = 1,2,---, w) aufsteigt; und weiter seien die Formen gegeben: 


(2) P= tt —1, Gap —1,-+ +, OH ae — 1. 
Die Resultante dieser « + 1 Formen wird: ° 
(3) R= Tr, - > Qi, iy. ..ty, éh ee me é ie , 
is tayeresty i 
wo . 
n 
(4) et I (9o=1,2,---, 4), 
und wo das Product TT, iiber alle 
Ny Ny ++ + Ny 
Werthsysteme der ¢ auszudehnen ist. 
Die Resultante wird zugleich als Determinante A der n,n, .--n 
5 3s “& 
Formen 
(5) eh eh eee efe N Wisin... iy gi: é «e's ein x 
die als lineare in den n, »,---, Variabeln 
él ghs eee eu 
aufgefasst werden, erhalten. Dabei bilden die ¢,, ¢,, - + -, &, ein System 


einer ”,'", ”,"*, +++, %.'°° Wurzel der Einheit. 
Wir denken uns dabei die m,n, - - + Variabeln derart geordnet: 
zunichst kommen 


2 thi 
1, yy &7, °° 2, "5 


? 
alsdann diese n, bez. mit ¢,, €,?,+- +, €,"—' verbunden: 
2 -1 
Ea, & &ay &y° Eg, ++ +, & Ey 
a,e-*, é a, é,? a,%—', mesy a,*-* a1; 


alsdann alle diese n,m, der Reihe nach mit ¢,, dann mit ¢,*,---, mit 
é,"—! verbunden; etc. Ebenso denken wir uns die Factoren 

gh gh... ely 
die vor den Zeichen ZY in den obigen n,n», --~-m, linearen Formen 
(5) stehen, geordnet. Die so geordnete Determinante A lisst sich 
folgendermassen definiren: 


A ist eine symmetrische Determinante von n,n, - + + m, Reihen. 
Theilt man & durch n,—1 Horizontalstriche wnd ebensoviele Ver- 
ticalstriche in n’, Quadrate A’ von je n,m, +++ Myu—-1 Reihen, so gehen 
die n, Horizontalreihen dieser Quadrate aus der ersten durch Wieder- 
holung derselben cyklischen Vertauschung hervor, indem man nédmlich 
jedes der nz Quadrate der ersten Reihe wm ein Glied vorriickt. Theilt 
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man weiter jedes dieser ni. Quadrate A’ analog in je my Quadrate A”, 
so gehen auch die m~1 Reihen solcher Quadrate, welche in einem A’ 
enthalten sind, aus der ersten Reihe von n.-1 Quadraten durch analoge 
cyklische Vertauschung hervor; ebenso bei der analogen Zertheilung jedes 
A” in je ne» Quadrate, ete. 


So hat man z. B. fiir » = 3 und n, =2, n, = 2, n, = 3: 


G0 “00 G10 “10 Gor %o1 rr M11 Ao2 Ao2 Vi2 W112 
100 %00 “110 %or10 Bior Tor %14 rr A102 U2 %412 AU12 
A190 %110 400 %00 Gir %11 Vor M01 G12 %M12 A02 N02 


41190 10 %100 00 111 %i1 %o1 %01 Gi12 %12 %o2 02 


Aoo2 02 %12 12 G90 M300 %10 %10 M01 %01 %or1 M11 


A =| M02 Foor 12 For2 = F100 F000 M110 Foro = M101 Foor %111 M11 | , 
Mi2 A112 %GWo2 02 M10 M410 %o0 00 11 %11 %o1 %01 
Gs12 12 %02 %o2 B10 G10 %o00 %oo0 A111 Vit %01 Vor 





Gor %o1 Gon F111 Hyo2 Fo2 U2 VUN12 Goo %00 %10 %110 





| 
| %o1 {01 %11 rt ior Aor M112 M12 G0 %00 %10 A109 
Gir V111 %Ho1 Vor Ayi2 AU12 UWo2 %H02 M10 %10 %00 00 
| 
| A111 %11 G01 or A112 Vor2 M02 %o2 4110 %10 %00 Moo 


Fiir « = 1 hat man den oben genannten Fall (1), fiir 


m=, = =n, = 2 
den Fall (2). 
Analytisch lisst sich die Kigenschaft der allgemeinen Determinante 
A so aussprechen: Sei 
Cjj' 
das Element von A, welches in der (j-+- 1)" Horizontal- und (j’+ 1)'" 
Verticalreihe gelegen ist; man bringe j und j’ auf die Form: 
(6) jah, + hyn + kgm my + +++ hy mymy +++ Myr, 
J hy + hyn, + hgny my + +++ hymn, +++ Mr, 
wo 
O<ke < Mm, 


O<he <M, (Q 94) » Mu) 


sind (oder 





Ete eens ie a =Kp (mod mp), 
My Mgr>*Mo_y 

J — hy — hig, — higmy my — ++» — hey a 

an ae aaa oo Te ee = =h (mod m)); 
MyMg** Mey 


Mathematische Annalen. XVI. 36 
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dann wird ¢;;- der Coefficient von é é>--- é%u in dem Ausdruck: 


thigh... ete SB’ a., . gheh..- ei 
ey ese eM 1 Gi, in... & & él ° 
d. h. 


(7) Cj; = Bn,.—k,, Iig—ke, .005 Iiy—ky? 


wo hg—k mod mp zu nehmen ist. 

Die Determinante 4 hat bemerkenswerthe Eigenschaften. Als 
Resultante muss A mit R(3) bis etwa auf einen numerischen Factor 
iibereinstimmen. Dieser Factor wird = 1, also 
(8) A=R, 
wie man sieht, indem man alle Coefficienten von f, bis auf ay, - - - 4, 
zu 0 macht. Um direct nachzuweisen, dass A in das Product der 
N,%, ++ - % linearen Factoren (3) zerfallt, multiplicire man die (j’ +1) 
Verticalreihe mit ee) --- eu, wo die h, wie oben in (6) mit j’ zu- 
sammenhingen, fiir jede j’; addire alsdann alle Verticalreihen zur 
ersten und dividire endlich jede (j + 1)'° Horizontalreihe bez. durch 
eh eb ++ - fu, wo die kg auch aus (6) zu nehmen sind. Die Elemente 
der ersten Verticalreihe werden alsdann alle einander gleich, und zwar 


= > Gin in...ty ET EF * + Eley 


ein Ausdruck, der also als Factor in A enthalten ist. Da hierbei die 
&, &,°*** jedes Wurzelsystem (4) vorstellen kénnen, so folgt die 
Gleichung (8). 

Die Unterdeterminanten nach zweien einander gleichen Elementen 
von & sind ebenfalls einander gleich, so dass dieselben eine der A ana- 
loge Determinante bilden. 

Denn seien die Unterdeterminanten nach den Elementen der ersten 
Horizontalreihe bez. mit 
Ay,i,...i, 
bezeichnet; so hat man 


> Diy in... Aisin... =A, 


(9) a his yt Aigigns sig = 0, 


wo 

ip = tg — ke (mod. mp), (o=—1,2,---, mu), 

und die k,,k,,---,k, irgend welche von den i unabhiingige Zahlen 
sind, die nicht alle =0(mod m,) sind. Nimmt man nun die Elemente 
von A so allgemein an, dass A nicht = 0 ist, so bestimmen die 
n,n, ---%, Gleichungen (9) die Aj,;,...;, eindeutig. Fir die Unter- 
determinanten nach den Elementen irgend einer andern Horizontal- 
reihe bestehen aber genau dieselben Gleichungen (9), so dass also die- 
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jenige, welche in der ersten der Gleichungen (9) mit a;,;,...;, multi- 


, fe 
plicirt ist, wiederum denselben Werth Aiyiy...ig erhiilt. 


Fiir die Unterdeterminanten hat man die Relation: 
(10) (> isin. ig, BH EB + ++ ex)(> Aig nig BE BEE + - Bam, 


wo die « ein beliebiges Wurzelsystem von (4) vorstellen. 
Denn um das Product zur Linken zu bilden, kann man zuniichst 
jedes Glied 


Gi, in...t, FY SP °° * Eve 
der ersten Summe mit dem entsprechenden Glied 
aan ws n,,—t, 
Meg Qe * «ar 


der zweiten Summe multipliciren, was nach der ersten Gleichung (9) 
A liefert; sodann jedes Glied 

i’ i... ty, ah af +: gi 
mit einem solchen 


ey 


fiir welches die <’ und i wie oben in (9), bei gegebenen k,, zusammen- 
hingen. Im letzteren Falle erhilt man 0 nach (9), fiir jedes System 
ky; womit die Gleichung (10) bewiesen ist. 

Die Gleichung (10) liefert zugleich einen weiteren Beweis der 
Gleichung (8). Ausserdem giebt sie in Verbindung mit (8) eine Product- 
darstellung fiir die Summe: 


+e ; —i; gm—in. . . g” *~ 
> Ag, 4,...4, G* eee. 


Mannheim, 31. December 1879. 











Geometrische Interpretation der Differentialgleichung 
Pdx+ Qdy+ Rdz=0. 
Von 


A. Voss in Drespen. 


1. Durch die Gleichung: 


(1) Pdz+ Qdy + Rdz=0 
wird jedem Punkte M(x, y, 2) die durch denselben gehende Ebene: 
(2) (X—«) P+ (Y¥-—y Q+(@—2 R=0 


zugeordnet. Man erhalt daher eine geometrische Auffassung von den 
durch die Differentialgleichung bestimmten Flichenelementen, wenn 
man den Charakter des allgemeinen Nullsystems (2) untersucht. Geht 
man von M in der Ebene (2) nach der Richtung 0, zum benachbarten 
Punkte M, fort, so entspricht demselben die Ebene: 
(3) (X — 2 — 0,2) (P40,P)+---=0, 
wiahrend 
Pd,2+ Qd,y + Rd,2z = 0. 
Die Ebenen (2) und (3) schneiden sich lings einer Richtung 0,, 
bestimmt durch die Gleichungen: 
(4) 0,2:0,y:0,2=Q0,R— Rd, Q: Rd, P— Pd, R: Pd, Q— Qd, P, 
vermdge deren zwischen den Richtungen 0,, 0, eine projectivische Be- 
ziehung stattfindet, deren Doppelelemente durch die Gleichungen: 
wdc = YOR — RSQ, 
(5) udy = ROP— POR, 
ude = PIQ — QUP, 
oder durch die quadratische Gleichung fiir uw: 
(6) w—uG—H=—0 


bestimmt sind, in welchen: 
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Interpretation einer Differentialgleichung. 


G= P(Q: — R,) + Q(h, — P,) + R(P, — Qz). 


‘ RAIA As | 
| 0% % @| 
” | ono . 
PQRO 
wenn zur Abkiirzung ce = P, etc. gesetzt wird. 


Schreitet man also in der Ebene (1) von M aus nach irgend einer 
Geraden fort, so dreht sich die zugehérige benachbarte Ebene des 
Nullsystems um eine projectivisch entsprechende Gerade durch WM.*) 

2. Die einfach unendlich vielen Ebenen (3) bilden ein System, 
dessen nach einer bestimmten Richtung 6 gemessene Kriimmung man 
dem Winkel der zugehérigen benachbarten Ebenen, d. h. der Quadrat- 
wurzel aus: 

dx dO P+ dyIQ+ 0z20R 
proportional setzen kann. Man erhiilt dann durch Formulirung eines 
bekannten Maximumproblems die senkrecht auf einander stehenden 
Richtungen der Hauptkriimmungen. 

Auf die Determinante H wird man dagegen gefiihrt, wenn man 
unter den benachbarten Ebenen (3) diejenigen sucht, deren Normalen 
die Normale von (2) treffen. Aus der Bedingung, dass die Differen- 
tiale von 

a+uP, ytuQ, ¢+uR 


mit (1) versehwinden sollen, erhailt man nimlich: 


2 


Q@ ~+@% @ @ 
R, R, +R, BR) 
P Q R 0 


1 2 
—~+P, PB P P| 


und damit zwei Normalen, welche die urspriingliche treffen, doch 
werden die entsprechenden Richtungen im Allgemeinen von denen der 
Hauptkriimmungen verschieden sein. 





*) Verschwinden in M die P, Q, R gleichzeitig, so ist M die Spitze eines 
Richtungskegels zweiten Grades: 
dxidP+dydQ+dzdR=0, 
welcher dadurch ausgezeichnet ist, dass beim Fortschreiten auf seinen Kanten die 
zugehérige benachbarte Ebene sich um die betreffende Kante dreht. Unter diesen 
Kanten befinden sich sechs ausgezeichnete, lings deren drei consecutive Ebenen 
sich schneiden etc, 
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Verschwindet nun H im Punkte M, so hat die Gleichung (6) 

eine Wurzel uw = 0, d. h. es ist: 
6P:d6Q:d0R=P:Q:R, 

mithin ist nach der betreffenden Richtung 9 die Ebene (1) stationdr, 
und allen anderen Richtungen gehiren Ebenen zu, welche zur gemein- 
samen Schnittlinie die der anderen Wurzel von (6) zugeordnete Richtungs- 
linie haben. Verschwindet H identisch, so werden sich die oo® Ebenen 
(1) zu cc* gruppiren, welche eine Fliiche wmhiillen, wiihrend die oo! Punkte 
im emer jeden, zu denen sie gehdrt, eine Curve bilden (specielles Null- 
system). In der That, da H bis auf einen Factor die Functional- 
determinante von 


P R 
~,2%, 2; v= Pot Qy+ Re 


ist, wird eine identische Relation: 


2,2,2)m0 
bestehen, d. h. die Ebenen (1) oder XP+ YQ+ ZR —v=0O un- 
hiillen eine Fliche. Die unendlich nahen Ebenen: 

(X —a—dzx)(P+dP)+.--- 
gehen alle durch den Punkt X, Y, Z, welcher der gemeinsamen Auf- 
lésung der Gleichungen: 


(X — x) P2 + (¥—y) Qe +(Z— 24) R&, =P, 
(X — 2) P,+(Y—y)%+(4—4 R,=Q, 
(X— a) P,+(¥—y)Q + (Z4—2) R=R, 
(X—2)P+(¥—y) Q+(@—2) R=0 
entspricht und auf der der Wurzel « = G entsprechenden Richtungslinie 
sich befindet, mithin der jeweilige Beriihrungspunkt der einhiillenden 


Ebene ist. Setzt man umgekehrt P,Q, R proportional mit Constanten 
a,b,c, so erhalt man eine Curve, welche wegen: 


b 
v(2,2,£)=0, u=ax-+ by+cz 


eben ist, und die den Punkten dieser Curve zugeordneten Richtungs- 
linien, welche der Wurzel « = G entsprechen, gehen durch einen 
gemeinsamen Punkt dieser Ebene. 

3. Die projectivische Beziehung (4) ist im Allgemeinen keine in- 
volutorische. Sie kann diesen Charakter, wie man aus (5) sofort er- 
kennt, nur dann erhalten, wenn die Gleichung (6) rein quadratisch 
ist, d. h. wenn: 


G = 0. 
Dann aber ordnen sich die benachbarten Ebenen (3) genau so, 
wie die einem Flichenpunkte benachbarten Tangentialebenen; sie bilden 
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ein Flichenelement. Unter diesem verstehen wir hier die Gesammtheit 
‘der unendlich nahen Beriihrebenen, welche durch einen Punkt einer 
Flache hindurchgehen. Einem solchen Elemente kommt nach jeder 
Richtung in demselben eine bestimmte Normalkriimmung zu; die beiden 
sich selbst entsprechenden Richtungen sind die der Haupttangenten. 

Ist daher die Gleichung G = identisch erfiillt, so gruppiren 
sich die Flaichenelemente zu co! Flichen eines Flichensystems, dem 
Integrale der Differentialgleichung (1). Ist dagegen G nicht identisch 
null, so erscheint die Fliche GO mit einer Schaar von Curven 
iiberdeckt, ‘lings deren sich Flichenelemente aneinanderschliessen. 
Diese werden im Allgemeinen nur in einzelnen Punkten mit G = 0 
eine Beriihrung eingehen. Im Besonderen kann dies aber lings einer 
ganzen Curve, einem singuldren Streifen, oder in einem ganzen Theile 
von G = 0 stattfinden. In diesem letzteren Falle ist dieser Theil von 
G ein singulidres Integral der Differentialgleichung. Ein Beispiel fiir 
denselben bildet die Annahme: 


é ow ow 
PQ: R= use + vou ay + Up u GS + UD 
wo die @, UY, M,, Po, Py beliebige Functionen von 2, y, 2 sind. 


Dresden, den 5. Januar 1880. 






Zur Untersuchung der Flache der Centra. 


Von 


A. Voss in Dresden. 


Seit den letzten zehn Jahren ist die Fliche der Centra mehrfach 
Gegenstand anzahlgeometrischer Untersuchungen gewesen. Nachdem 
Herr L. Marcks und gleichzeitig Herr Darboux mit Hilfe der von 
Herrn Schubert spiiter als Princip der speciellen Lage bezeichneten 
Methode Classe und Ordnung dieser Fliche bestimmt hatten, erwies 
Herr 8. Roberts auf dem niimlichen Wege eine Relation, vermdge 
der diese Zahlen von den Charakteristiken der Originalfliiche allgemein 
abhingen. Von Herrn Sturm wurde dann die Herleitung derselben 
auf einem allgemeineren Wege gewonnen*). Als ich mich bei Gelegen- 
heit einer Arbeit iiber Singularitiiten der Complexe und Congruenzen **) 
mit einer analytischen Untersuchung der Centrafliiche beschiiftigte, 
gelang es mir zu den bereits bekannten Zahlen einige weitere hin- 
zuzufiigen. Ich habe dieselben bisher nicht verdffentlicht, weil die bald 
darauf erschienenen Arbeiten des Herrn Schubert***) die Lésung 
einer ganzen Reihe von Problemen brachten, die von Seiten der Algebra 
zum Theil nur sehr unvollkommen erledigt waren. Indessen scheint 
doch die Behandlung der Centrafliiche und ithnlicher in meiner an- 
gefiihrten Arbeit geléster Probleme noch immer auf synthetischem 
Wege einige Schwierigkeiten zu bieten. Es mége mir daher gestattet 
sein, kurz einige der von mir erhaltenen Resultate, soweit sie sich 
auf die Ermittelung neuer Zahlen beziehen, herzuleiten. 


1. Die projectivische Centrafliche einer allgemeinen Fliche n. Ord- 
nung f = 0 ist die Brennfliche des Strahlensystems, welches aus den 
Verbindungsgeraden der Pole Q der Tangentenebenen von f in Bezug 


*) Die Literatur bei Sturm, Math. Ann. VII, 8. 572. 
**) Diese Annalen IX, S. 56. 
**#) Herr Schubert erwihnt in seinem ,,Kalkiil der abziihlenden Geometric“ 
S. 245 ebenfalls die Bestimmung von Classe und Ordnung der C.-Fliche. 
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auf eine Fliche zweiten Grades g = 0 mit ihren Beriihrungspunkten 
P besteht*). Setzt man der Einfachheit halber g in der Form 
a,> + x," + x? + x, voraus, so ist das in Rede stehende Strahlen- 
system der Normalen bestimmt durch die Verbindungslinien der 


Punkte : 
P &,, %o5 Bas & 
(1) SP ae Eo 
Q fi» fr» fer fh 
wobei zur Abkiirzung f; = of fe=- wed etc. gesetzt werden soll. 
i i k 


Die Ordnung des Strahlensystems ist die Zahl der Strahlen (1) 
durch einen Punkt y, mithin gleich der Zahl der Lésungen der Matrix 


| UH, Ly, Xz Hy | 

(2) hh ff =0 mit f=0, 
| M1 Yo Us Vs 

also gleich n(n? — n + 1). 

Die Classe ist gleich der Zahl der Strahlen in einer Ebene a, = 0, 
mithin den Gleichungen 

a, = 0, f=90, > afr = (af) = 9, 
entsprechend gleich n(n — 1). 

2. Die Brennfliiche selbst besitzt ee doppelte Erzeugung: sie ist 
der Ort der Schnittpunkte resp. die Enveloppe der Ebenen unendlich 
benachbarter Strahlen des Systems (1). Aus dieser zwiefachen Auf- 
fassung ergeben sich zwei sich gegenseitig erginzende Wege, einige 
fiir die Centrafliche charakteristische Zahlen zu bestimmen. 

Ein zu dem Strahle (1) benachbarter ist bestimmt durch die 
Coordinaten: 


a+dx, ft > fa day. 
Kine Tangentenebene der Brennfliiche wird daher durch den Punkt 
y gehen, wenn die Punkte 2, 4+ da, fi, fi + 2 fix da, in einer 
Ebene mit y; liegen. Bezeichnet man nun die Partialdeterminanten 
der Matrix (2) durch 0;, so hat man die Bedingungen: 


oda =0, 
>, %findn =0, 
>» fidz, =0, 
oe kdz =0, 


*) Bei dieser Auffassung ist es selbstverstiindlich, dass Classe und Ordnung 
der Centrafliiche einer Fliiche und ihrer Reciproken iibereinstimmen, wie zuerst 
von Herrn Sturm Math. Ann. VII, 571 bemerkt wurde, 
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wobei zugleich die Identitiiten: 


> %fi=9, > Oy: =0, > 02; =0 


bestehen. Die Gleichung der betreffenden Tangentialebene ist: 


(4) > X:0=0. 


Eliminirt man aus (3) die Differentiale, so entsteht die Gleichung: 
(5) T= (0;, 2 Oxf, fi, ki) = 0, 


das heisst: Die Fusspunkte der Strahlen, fiir welche je eine der zu- 
gehirigen Tangentialebenen der Brennfliche durch den Punkt y geht, 
liegen auf der Curve 4n(n — 1)'*" Ordnung: 
f=0, T=0. 
Die Fliche TT =O hat zur Doppelcurve die gemeinsame Curve 
der 0; = 0. Entfernt man aus TT den iiberfliissigen Factor (kx) (wobei 


TT zuniichst als siebenreihige Determinante zu schreiben ist), so hat 
man: 


6) T=) wf) >) (Orta) — >) (f) D>) Wfix) =0, 


aus welcher Form hervorgeht, dass die Curve 


> ufi=0, > 2 =0, 


" einfach auf TT liegt. *) 
Die Classe M des Tangentenkegels der Brennfliche, welcher durch 
f = 0, T =O definirt ist, ist daher durch die Gleichungen: 


Bb 0,4; = (Yi, vi) fi; 4) en 0, f= 0, T = 0, 
bestimmt, mithin gleich: 

M = 4n?(n— 1) — 2n(n? — n + 1) = 2n(n? — n — 1).**) 

3. Die Ebene (4) wird aus f = 0 im Punkte x eine der projecti- 
vischen Hauptkriimmungsrichtungen ausschneiden. Diese Richtung 
wird im Allgemeinen von der der Curve f = 0, TT = 0 verschieden sein. 

Die Punkte, fiir welche diese beiden Richtungen coincidiren, ent- 
sprechen, wie man leicht bemerkt, den Wendeebenen W des Tangential- 
kegels, Sollen also die letzteren bestimmt werden, so ist auszudriicken, 
dass die Gleichungen: 


*) Ich unterlasse es hier und im Folgenden die einfachen geometrischen Be- 
ziehungen hervorzuheben, welche das Auftreten solcher besonderer Curven, welche 
unwesentliche Lisungen bedingen, herbeifiihren. 

**) Auf einem anderen Wege ist diese Zahl bestimmt bei Salmon-Fiedler. 
II. Aufl. 8. 309. 
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> fidu=0, > Oda =0, - i T ax, —=0, > idx, =0 


eine gemeinsame Auflésung fiir die Differentiale gestatten. Die Deter- 
minante : 

























T= (fi, ki, On J) = 0 


hat ebenfalls die Curve 0; == 0 zur Doppelcurve und enthilt die Curve 


4 Hifi = 9, > f2 = 0 einfach. Das letztere erkennt man, wenn 
man TT’ analog wie TT unter (6) mit Hiilfe von TT = 0 auf die Form: 


> f Sse Dh uw Dit 


bringt. Das Verhalten von TT’ in den Punkten 6, = 0 verlangt da- 
gegen eine genauere Untersuchung, aus welcher hervorgehen wird, 
dass die beiden Zweige der Curven mit Doppelpunkt, in denen f = 0 
von TT und TI’ geschnitten wird, sich unter einander beriiren. Wir 
fiihren dieselbe folgendermassen. 

Aus den Identitiiten (3): 


Doai=0, Sofi=0, Soyw=0 


hat man, wenn der Differentialquotient nach x, von 0; durch 9O;,, be- 
zeichnet wird: 


ey im Xi + On = 0, ps Oin Yi =—_ 0, Bs Bim fi + Oi fim = 9, 


mithin: 
a) > On%= 0, > On fi= 0, >) Onys = 0 
fiir: 0; = 0. 


Man betrachte nun: 


’ TT 
T = fi, ki, ® : 


i> Om; 


Um die Polare PA Pee at 


er’ . . 
——.._ fiir 0; == 0 zu bilden, hat man 
OX, OX, 


zu setzen: 
osiiee = 
b) au, bu, (fis bi Ons ae,” 
Da ferner: 
lh fh he he 
Ly Le Ly Ly | 
Yi Yo Ys Ys 


| 
| Hy Me Hy Me 





> 06 = 
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so wird: : 
| fix fox foe fax |’ fi te fs fs 
es car rwwn PT @ | By By Bs B, 
| YW Yo Ys 06; V1 Yo Us U4 
Hy My My % G@, Hy ay a, 
Setzt man die dem ersten Theil der rechten Seite von c) ent- 


sprechenden Werthe der 9,;, in b) ein, so ergiebt sich, von unwesent- 
lichen Factoren ; yaaa 


> uh > fa ze Ox; Ox, — Dif) > adm 


also als Beitrag zur zweiten Polare von TT’: 


D 0h S te Da Fh — Soho Dn hen. 


Aber dies reducirt sich auf Null. Denn es ist 


o*tT 
ta 0x, = (0.;, 2 Os: fir, fe, kes) » 
also 
ett 
0x; 0a, y= 9, 


nach a), ferner: 
fT. > > + . , 7 
a - fiz 1 a= (= 03: fix, 2 Os fits fs; ks) 8 = 0. 
Ox; Ox, 


Setzt man den zweiten Theil von c) in b) ein, multiplicirt mit 
2k, 2, 80 entsteht, wenn noch y; wegen 0; =) gleich vx; + wf; ge- 
setzt wird, von unwesentlichen Factoren abgesehen: 


e2TT’ 
> Zp 21 = _ m > 2 i= . 
By Bi 2,0, = afi - Ss a t+ B en ei a a 


Da es aber nur auf das Verhalten der zweiten Polare von TT’ in 


der Tangentialebene > 2:f;=0 von f ankommt, so wird in der- 
selben zu setzen sein: 


Deg tte Fas 
7" ta,55, al Oa, 0x, ’ 


was gezeigt werden sollte. 


Demnach betriigt die Zahl der Wendeebenen vermige f= 0, 


T=0, 1’ =0: 


4n(4 — 1) (6n — 7) — 6n(n? — n + 1) — 2n(n—1)?, 
oder 


W = 2n(n — 2) (8u — 5). 
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4. Zur Bestimmung der Ordnung des Tangentenkegels R werde 
untersucht, wie oft consecutive Tangentenebenen desselben (4) sich 
auf einer willkiirlichen Geraden: 


> Xia; =0, > X:p:=0 
Man hat also zu setzen: 


TT 
> X0ndn=0, > fda =0, at dx; =0, > kda=0, 


oder: 


schneiden. 


(2 x.0 ws fis Ge zh) =0. 


Bezeichnet man die letztere Gleichung durch 


>, Xm =0, 


so hat man aus den Gleichungen: 


(6a) > X,0,=0, >’ Xm =0, >) Xie, =0, >) XB =0, 
TT” = (m;, 9;, @;, Bi) = 9, 

welche mit TI=0O, f=0, 4n(m— 1) (7m — 8) Lésungen liefert. 

Aber auch hier enthilt TT” die Doppelcurve 0;, und fiir diese findet, 

wovon man sich auf einem analogen Wege iiberzeugen kann, eine 

Beritihrung der verschiedenen Curvenzweige statt, indem: 


Ga, = (2) BA) — Bs) (@f)) D) Gaga, *% 


ausfallt, Entfernt man demnach 6”(n? — »-+ 1) und die Zahl W, 
so ist: 


R =6n(n— 1). 


5. Wir wenden uns jetzt zu der in gewissem Sinne dualistischen 
Betrachtung. Soll ein Punkt y der Brennfliiche angehéren, so muss 
in den Gleichungen: 


(7) oy: = wa + fi 
y sich nicht indern, wenn man unendlich wenig von « auf der Fiche 
f fortschreitet. Dies liefert die Bedingungen: 


(8) 0 y= dun + wd + > fader, 


welche mit den Gleichungen: 


> fide =0, S kde =0 


verbunden, die Bedingung: 
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| 2, fite fio fis fis 

| % fie foot fos foi 
(9) (% fis fes fase fs 
1% fia fea fa fu te 


Oo f h fh fh 
Die in w quadratische Gleichung (9), welche man mit Hiilfe eines 
an einer anderen Stelle auseinandergesetzten Verfahrens*) in der Form: 
(10) Au? + Bu+C=—0 
schreiben kann, in welcher: 
A=) f?, B=Diflut Df? D fi, Ca-aap dD *, 
(wo A die Hesse’sche Determinante von f bezeichnet) bestimmt auf 


dem Strahle z;, f; die beiden Punkte, in denen er die Brennfliche be- 


rihrt. A, B,C sind respective von den Graden 2(n — 1), (8n — 4), 
(4m — 6). 


6. Die Ordnung N der Brennfliche entspricht der Zahl der Punkte 
(7) auf der willkiirlichen Geraden: 


a,=0, b,=—0. 
Dies liefert, wenn (a;) = 2a;f;, die Bedingungen: 
f=, az(b;) — bz (ay) = 0, 
vy = A(a,)* — Baz(as) + Ca,? =0, 
mithin, wenn das doppelt ziihlende System: 


ss 0, (as) —_ 0, f= 0 
ausgeschieden wird: 





N = 2n(n — 1) (20 — 1). 


7. Die Classe R der ebenen Schnittcurve der Brennfliiche in der 
Ebene a, = 0 kann man folgendermassen bestimmen. Es werde unter- 
sucht, wig viel Tangenten man von einem willkiirlichen Punkte der 


letzteren an jene Curve ziehen kann. Den Punkten der letzteren sind 
die der Curve 


f=—0, == 0 
zugeordnet. Soll nun das Ebenenbiischel 
a, + AB, = 0 


sowohl den Punkt (1) als auch einen ihm benachbarten Punkt der 


Brennflache in der Ebene a, —0 enthalten, so hat man die Glei- 
chungen: 


*) Mathem. Annalen IX, §, 67. 
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> fdr =0, > vide =0, > kde, 
> (ae (a) — (ej) az) d(Bx(a,) — (8) az) 
— >) (Bela) — (B) az) d(e (a) — (a) az) = 0. 


Werden die Differentiale eliminirt, so entsteht eine Fliche y’ —0 
von der Ordnung 7»—8. Diese schneidet f und w in 4n(n— 1) (7n—8) 
gemeinsamen Punkten. Es ist jedoch a, —0, (a;) =O eine gemein- 
same Doppelecurve von y und 7’, und man kann zeigen*), dass die 
beiden Curven, welche w und yw aus f ausschneiden, sich in ihren 
n(n — 1) Doppelpunkten gegenseitig beriihren. Bezeichnet man ferner 
die Ordnung der Riickkehreurve der Brennflache durch P, so ist 

R= 4n(n — 1) (7n — 8) — 6n(n — 1) — P. 

8. Wir bestimmen jetzt direct die Ordnung der Riickkehreurve P. 

Durch die Gleichungen (7) wird fiir «= — & ”). die Richtung einer 


Hauptkriimmung bestimmt, welche einem Punkte der Curve f= 90, 
¥ =O entspricht. Die Richtung der letzteren wird im Allgemeinen 
von dieser verschieden sein. Fallen beide zusammen, so ist y ein Punkt 
der Riickkehreurve.**) 

Mithin hat man zu untersuchen, wie viel Lésungen die Gleichungen : 
f=0, y=90, 
Mfite fe fis fis 
®y fir foo te fos fas 











(11) wv’ =| 2%; fis fas fos tu fos =(Q, 
Z fis foes fea fra tu 
go 2 ay dp by 
| Ox, OX, O%, OM, 
fiir 
Sige 
Oe ~~“ (az) 
besitzen. 


Nun ist ~” vom Grade 7m — 8 und enthilt dreifach die Curve 
a, = 0, (as) =, sie schneidet demnach f in einer Curve, welche 
iiberall da dreifache Punkte besitzt, wo f—=0, ~» = 0 Doppelpunkte 
hat. Aber man kann zeigen, dass zwei der Tangenten des dreifachen 
Punktes mit denen des betreffenden Doppelpunktes coincidiren, d. h. man 
hat von 4n(m—1) (7m —8) zuniichst 8(n — 1) unwesentliche Lésungen 
zu entfernen. Um die Uebereinstimmung der zweiten, resp. dritten 
Polaren von ~ und yw” zu zeigen, bemerke man zunichst, dass: 


*) Vgl. Nr. 8. 
**) Vgl. Math. Ann. IX, 8S. 123. 








568 A. Voss, 


ie i Hey =A = (a: fix ye)? — Ba, (> aif yn) + Ca,’. 


San’? 


Um ferner Tate tar Yr YiYm 2a bilden, hat man in (11) 
(4) 


—=— ~~ m setzen und y” dreimal zu differenziren. Dies giebt, 
zx 


wenn nur zwei Verticalreihen der Determinante angedeutet werden: 


Hy Ay fy — > afay | 


Ly Ay fi» 
©, ayfis 
(12) Ly Ay fy |” 


0 2A >) as fix >) asfix ye — Bay > ar fies | 
— Ba, > asf ye+2C aya, | 


Wenn man aber die beiden ersten Terme der Glieder in der letztea 
Horizontalreihe durch geeignete Subtraction zerstért, wird die letzte 
Reihe gebildet von Gliedern der folgenden Form: 





a, ks 2 (az fox Ys)? — 2B XA (az fox yx) + 20a,] ) 
mithin wird 
Hy dy fy — P Asfek Yr | 


— Ye YiYn—= — =n — Ye Yi . 
OX, 0%,02,, Ye YiYn A, Kt OL, OL, Ye yi , dyfys 
| 
| Ty dy fig | 
| 0 a, | 
womit nachgewiesen ist, dass von den drei Zweigen der Curve yw” = 0, 


f = 0 zwei die Curve y = 0, f = 0 in den Punkten a, — 0, (a,) =—90, 
f = 0 berihren. 


Man hat ferner noch diejenigen Lésungen als unbrauchbare zu 
entfernen, fiir welche die simmtlichen Determinanten der Matrix:*) 


\%fute fie fis fa | 
| Be fio fete fos fog | 
| ®; fis fas fash foe 
1 fis fea faa faa te 








*) Die folgende Abzihlung ist den in Salmon-Fiedler II. A. S. 521 ent- 
wickelten Methoden nachgebildet, 
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(%) 


fir p= — —— verschwinden , wobei jedoch die a, 0, (a) =0 


entsprechenden nicht mehr in Betracht kommen. Bezeichnen wir , 
diese 5 Determinanten durch A, A, A, A, A;, so geben A, = 0, 
A, = 0 und f=0 


n(1 + 3(n — 1))? — 9n(m — 1) Lésungen. 
Von diesen sind diejenigen auszuschliessen, fiir welche die Deter- 
minanten 0,, 0,, 0,, 0, der Matrix: 
S St (& tt 
fis fos foe fos 
fis for fas faa 


verschwinden. Von den [1 + 2(n — 1)|* »—4n(m—1) gemein- 


samen Liésungen von 0,=—0, 06,=—0, f=O sind wieder die der 
Matrix: | 

1% fystu fs | 

t, fs fate | 


mit n[{l + (n — 1)]? — n(m — 1) — » Loésungen zu entfernen. Im 
Ganzen sind also 6n(m — 1)? — 2m(m — 1) unbrauchbare Liésungen 
zu beseitigen, wonach sich ergiebt; 


P = 2n(n — 1) (11m — 16). 


Derselbe Werth ergiebt sich auch aus Nr. 7., so dass der Rang 
der Centrafliche auf zwei villig von einander unabhiingigen Wegen er- 
mittelt ist. 

9. Die analytische Bestimmung weiterer Zahlen scheint auf er- 
hebliche Schwierigkeiten zu stossen. Die in den vorigen Nummern 
gefundenen Zahlen fiir Ordnung N, Classe M, Rang R, Ordnung 
der Riickkehreurve P, Classe der parabolischen Ebenen der Centra- 
fliiche W reichen aus, um nach bekannten Methoden die Ordnung 
der Doppelcurve, sowie Classe und Ordnung der Congruenz der Haupt- 
und Doppeltangenten der Fliche zu bestimmen. Fiir n = 2 hat man 
insbesondere: 

N=12, M=4, R=12, P=—24, W=—)0, 


die Doppeleurve wird vom 24. Grade, wie dies aus den analytischen 
Untersuchungen von Clebsch, Cayley und Salmon iiber die Centra- 
fliiche der Flichen zweiten Grades bereits bekannt ist. *) 


*) Vgl. Clebsch, Normalenproblem, Cayiey, On the Centro surface of 
the ellipsoid, Cambridge. Phil. Trans. 1873, sowie Salmon-Fiedler, II. A. 
8. 293. 


Mathemalische Aunalen. XVI. 37 
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10. Es sei endlich noch auf eine ausgezeichnete Curve vier- 
punktiger Beriihrung auf der Centrafliiche hingewiesen. Wenn die 
Discriminante der Gleichung (10) verschwindet, wird der entsprechende 
Strahl (1) vierpunktige Tangente der Brennfliche. Die Ordnung der 
aus den Beriihrpunkten gebildeten Curve ist gleich 4n(n — 1) (3 — 4). 
Man erkennt leicht, dass die Punkte der Curve f=0, D—=B?—4AC=0 
zugleich diejenigen auf f = 0 darstellen, deren eine Haupttangente die 


Fliiche 5S) x = 0 beriihrt. In den Kreispunkten der Vliche f, wo 


beide Haupttangenten jene Fliche zweiten Grades beriihren, muss 
daher auch D = 0 die Fliche f beriihren, und dementsprechend wird 
jene Curve vierpunktiger Beriihrung selbst in den entsprechenden 
Punkten der Centrafliiche Doppelpunkte besitzen. 


Dresden, 2, Februar 1880. 




















Zur Theorie des Riemann’schen Kriimmungsmasses. 
Von 


A. Voss in Drespen. 


In der merkwiirdigen Abhandlung, welche Riemann im Jahre 
1861 bei der Pariser Akademie einreichte, findet sich folgende Stelle: *) 


,Eixpressio ds = / Pp ai, dx; dx, spectari potest tanquam elemen- 


tum lineare in spatio » dimensionum.... Quodsi in hoc spatio a 
puncto w ducantur omnes lineae brevissimae, in quarum elementis 
initialibus variationes ipsarum « sunt ut «daz; + Bda;---, hae lineae 
superficiem constituent, quam in spatium vulgare ... evolvere licet. 
Quo pacto expressio ... erit mensura curvaturae hujus superficiei in 
puncto x.“ 

In den werthvollen Erliuterungen, welche Herr Dedekind zu 
diesem Riemann’schen Aufsatze hinzugefiigt hat, findet sich unter 
Zugrundelegung von Riemann gegebener Vorschriften die zugehdrige 
Rechnung entwickelt. Bei dem Interesse, welches die von Herrn 
Dedekind ausgefiihrten Transformationen haben, schien es mir wiin- 
schenswerth, den von Riemann an obiger Stelle ausgesprochenen 
Gedanken direct, ohne Anwendung besonderer Kunstgriffe, in seiner 
allgemeinsten Gestalt auszufihren. 

Die Differentialgleichungen der geoditischen Linien des Raumes 
von » Dimensionen M,, dessen Coordinaten durch 2,, %,, +--+, Lay 
dessen Liingenelement durch: 


3? = > Aix Ax; AX, 


bezeichnet werden, sind bekanntlich: 


= yj. dz, 
o =~ 2D tue Ge aE 


*) Riemann’s Werke p. 382, p. 261. 
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Dabei ist A die Determinante der aj, «;, die entsprechende 
Unterdeterminante, und: 


é 


a da Oa 
9 a mp ie 5 Pe. n n Pp é 
<Amnp dx, dx, + 02, 
Man erhilt aus (1): 
Bex dx, ada, dx 
(2) — Imani ” : : , 
dts : dt dt dt 


wo: 


(3) Innit = — > 


Vermége dieser Werthe kann man die Coordinaten der Punkte 
x, einer geodiitischen Linie, welche vom Punkte x, ausgeht, und der 





a Qa eed 
pk S y pk “pn'n 
Annp 2 Amn’ p Uinp' satya 
A Pt PA A 


0 
Ox, 


dx, s F 
die Anfangsrichtungen {|——) zukommen, in der folgenden Weise 
dt /»9 < © 


ausdriicken : 


@  mmattt(Zt) ts at)+ 6 (ae),+ 
Man kann als Anfangselemente fir sehr kleine ¢ die Gréssen 
¢(- a), ansehen, welche durch & bezeichnet werden sollen. Zieht 
man nun im M, nach m verschiedenen Richtungen Anfangselemente: 
EF, ¢=a- 1, 2---m, 


und setzt man aus ihnen linear das Element: 


ma EF u; = 


zusammen, so stellt der Ausdruck: 


1 a 1 
(5) 7 ed x,° + Nk — eo a Annp — Ym Yn 4 6 > Inn Ym Yn Hi 


in der Umgebung von x, einen durch von x, auslaufende geodéitische 
Linien gebildeten Raum von m Dimensionen M,, dar, dessen Coordinaten 
die U, U, +++ Um sind. 

Wird das Linienelement in diesem M,, durch: 





(6) dst = >) Aydu,dy 
bezeichnet, so ist: 

OL, OL, 
(7) Ay = Ps Ann Gu; Ou, ; 


Wir bestimmen nun die Ausdriicke: 








yon 


hing 
(8) 


Setz' 


ein, 
(9) 
mitk 


(9a) 
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ou 


un 
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[s ij ¢]4,*) | 
von denen die Bildung des Kriimmungsmasses in jenem Raume ab- 
hiingt fiir den Punkt “a dessen Coordinaten u;=—=0 sind. Zuniichst ist: 


0x, ms a, 
(8) Ag;; =~ p Ainm ie “Ou; 0 7) as = Ann - ‘a Gu, Ou, ou, 


04, 04, 
=i (See 


Setzt man hier die sich aus (5) ergebenden Werthe: 


(sat)— &, 


= 
( fal ) = — SD anny “tr 
du; du; /o wie ae Se Be 


ein, so erhilt man: 








(9) (Asjs)p = 0, 
me 04;; 
mithin auch wegen: Agi; + Agji = GQ 
s 
0A,, 
9a (S) == (),** 
Man bedarf daher zur Berechnung von: 
[s tj tla, 
nur des Werthes von: 
G A, ;; ? Px, é Ly 0: Sad | ex, ex, Ox, 
— Ainm ) Gu, Ou, Tu, Cu, Ou;,du, Ou, Ou, 
4 a> Bm we 7 als a BL 
OU,CUm% OU; Ou, Ou, ou, ou; Ou, 


a2» -” a 
ia *, a Ox, Oy Ox, 
imn Ou, ou, Ou; Gu, 
de ba, am a: = 0x, Cx, Ox, 
6%), Gu, OU, Ou, 
2 3 ; 
+ a {_ Pen _ Pay maf ity SF 
m™) 0U;,0u, OU,Ou; Ou; Cu, Ou; du, 


und erhilt durch geeignete Vertauschungen der Indices sofort: 








*) Vgl. diese Annalen XVI, 8. 139. 
**) Vgl. den scharfsinnigen Beweis, den Herr Dedekind fir m=vn fir 
diese Relationen a. a. O. gefiihrt hat. Der Ausdruck [s¢jt] ist dort durch 


z (jist) bezeichnet. 
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(10) oan} > PT = pic. 
Ou, jo m™™ OU; OU, Ou; OU, 
_— > } &" 4 5 et [ {tam Am! n' p a Aimm' Ann’ p + Annm' Ain'p 
@om da am 
4. Amn’ m' Ainp } —— ome Arn] ? 
mithin: 


04,,; a4 


(11) ( ou, “S5) = [sjitl4, = Po [Un m'n’]_ & EE EP 
Multiplicirt man (11) mit 
(du; du; — du; du;) (du, du; — du, Outs) 


und bezeichnet man die 2 &du,;, LE du; mit dy, Im, so ergiebt 
sich: 
Be [jit] 4 (du; du;— du; du,) (du, du,— du, du,) 


(12) > (4) 4it — A, A;;)y (du, du;— du, du;) (du, du,—du,du,) 





> [(Unm'n’], (dn, On, — an, n,,) (dn, On, — adn, On, ) 





> (4,,, Bn’ n' — Un! %% n') (d Nm’ 3 Nn — d Nn 6 Nm’) (@ n On,’ —d Nn’ 6 N,) 


Diese Formel liefert den Zusammenhang zwischen dem Kriimmungs- 
masse der beiden Riume M,, M,, im Punkte x. Das Kriimmungs- 
mass hat mithin fiir correspondirende Richtungen du, dy denselben 
Werth, auf welche Weise man auch aus geodiitischen Linien in der an- 
gegebenen Weise gebildete niedere Mannigfaltigheiten construiren mag. 

Ist nun m = 2, d. h. construirt man eine eigentliche Fliche in 
der M,, so ist die linke Seite von 12) bis auf einen Zahlenfactor das 
Gauss’sche Kriimmungsmass derselben im Punkte 2. Dann liefert 
aber (12) den Inhalt der Riemann’schen Behauptung. 

Wir wollen ferner eine der Riemann’schen analoge Transformation 
des Linienelementes in der M,, vornehmen. Bezeichnet man die Co- 
ordinaten eines dem Punkte u; =O ufendlich nahen Punktes durch: 


Ou; , 
so ist das Lingenelement fiir denselben: 
1 0? Ai . 
ds? = > (Au)y du; du; + ¥ Esl du,du,dujduj+---, 


da nach (9a) alle ersten Differentialquotienten der A;; fiir u; = 0 
verschwinden. Fiir den zweiten Differentialquotienten aber hat man 
die Formel: 














rgiebt 


n,) 

nungs- 
nungs- 
aselben 
er an- 
- mag. 
che in 
or das 
liefert 


nation 
ie Co- 
urch: 


U4; = 0 
it man 











Ueber das Riemann’sche Kriimmungsmass. 


( BA; ; ) ks (a mo SE 
du, du, /, Ou, @ 


sodass wieder nur die Berechnung von (10) erforderlich ist. Nun er- 
hilt man aus (5) 


Pax 1 m gn 
(goin) — > g. ‘7 ¢! (Ginm+Ginm+ Gmin +Jmnt+IJnmi+Gnim)s 


( b Ou, Pa, ) 
““" Gu; du, du, du, ), 


1 Qs 
ara > ot et E (Qmnp' Ayyn' + Ainp’ Anvn' + Gimp’ Gnyn’) — 


mithin: 





a 
+ (Qmn'y Qinp' + Gin'vOnmp' + Ann'v Aimy’) - 


1 OOnny ee = 2) 
-+G Ga, + + Fe, )|? 


Ly, 











also wenn man diesen Werth in (10) substituirt: 


(24) 
Ou, 0 


" en’ l 2 1 1 a 
— Ps e g {2 Cinm Um! n' p — 3 An'np Um m— 3 Anm' m amp} a 





[2 2nw 1 tae _ 4 ine }) 
\3 Oxy ; 3 6x, 
woraus: 


(13) (snes )=- a ; > eee [[tn' mn} +. (In'nm’}q| . 


Hieraus aber findet man sofort: 


MAy 
> (sez Gin) Bu, duds dy 
Ou, 


= -—— ; za [lnm n'a (dm 0 %n—ANn 0 Nw) (dy 0 Yn’ —don, Amn’), 





oder: 
(14) ds 3? = ds,? 
ae i: > [Umm n'a (Aqm Nn — An ONm) (Ag ONw— Ayn Oy.) + - 


und ferner, wenn man mit (11) vergleicht: 
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aA; 
bi (se tar), Ou, Ou, du; du; 





(15) 
= — 2 > [sjitls, du du; — du;du) (du, du — du du). 


Formel (14) stellt, wenn man m= vn setzt, die von Riemann an- 
gegebene Form des Liingenelementes im M, dar, (15) dagegen liefert 
die von Herrn Dedekind am angefiihrten Orte hergeleitete Um- 
formung.*) 


*) Es sei mir erlaubt, einen Druckfehler in dem Aufsatze ,,Differentialaus- 
driicke u. Kriimmung‘“‘, Math. Ann. XVI, zu berichtigen. S. 137, 138, 139 ist tiber- 
all, wo links zwei Indices j stehen, das zugehérige »-Zeichen fortgeblieben. 
Formel A) (S. 139) muss also heissen 


02 h EQ 
> a 4 —_ > Re 2 4 = U8. W. 
ou eu, 


P 
Auch fehlt 8, 139, Z.12 v. o. der Divisor A. 


Dresden, den 14. Februar 1880. 
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Ueber die Flachen mit constanter negativer Krimmung. 
Von 


L. Braneout in Miinchen. 


Ich habe in meiner Dissertation*) eine Methode veréffentlicht, um 
aus einer bekannten Fliiche mit constanter negativer Krimmung un- 
endlich viele solche Fliichen abzuleiten. Die Methode besteht darin, 
die gegebene F'liiche als einen Mantel der Evolute einer Fliche zu 
betrachten und den zweiten Mantel zu construiren. Genauer gesagt, 
gilt die folgende Eigenschaft: Man betrachte auf einer Fliche von con- 


stanter negativer Kriimmung — Re em System von parallelen geoditi- 


schen Linien, und trage auf jeder Tangente dieser Linien vom Be- 
riihrungspunkte aus die constante Strecke R ab. Der Ort der End- 


punkte dieser Strecken ist mit derselben constanten Kriimmung — 


behaftet. 

Die urspriingliche und die neue Fliche bilden zusammen die Evo- 
lute einer Fliiche, deren Normalen die Tangenten jener geoditischen 
Linien sind. Fragt man, was fiir eine Fliche der zweite Mantel ist, 
wenn die geoditischen Linien, statt parallel zu sein, aus einem reellen 
und im Endlichen liegenden oder imaginiiren Punkte der Flache ver- 
laufen, so lautet die Antwort: Der zweite Mantel ist auf die Rotations- 
fliiche der verkiirzten, respective der verlingerten Tractrix abwickelbar. 
Diese Resultate kénnen folgendermassen bewiesen werden: 

Es sei S eine beliebige Fliiche, und auf ihr (G) ein einfach un- 
endliches System von geodiitischen Linien G, Die Tangenten aller 
dieser Linien bilden die Normalen einer Reihe von Parallelflichen 2. 
Die Fliche S ist ein Mantel der Evolute der Fliichen 2; den zweiten 
Mantel S’ bezeichne ich als die Complementdrfliche von S in Bezug 
auf die geoditischen Linien G. Ist S und das System (G) der geo- 
ditischen Linien gegeben, so kann man die Complementiirfliiche con- 


1 
“RE 





*) Pisa, 1879. 
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struiren, indem man auf jeder Tangente der Linien G vom Beriihrungs- 
punkie aus eine Strecke gleich der Differenz r, — r, der beiden Haupt- 
kriimmungsradien der Evolvente Z abtriigt. Nun ist diese Differenz gleich 
dem geodiitischen Kriimmungsradius der orthogonalen Trajectorie der 
Linien G, welche durch den Beriihrungspunkt jener Tangente hin- 
durchgeht.*) ‘Triigt man also auf jeder Tangente der geoditischen 
Linien G vom Beriihrungspunkte aus eine Strecke gleich dem geoditi- 
schen Kriimmungsradius der entsprechenden orthogonalen Trajectorie 
ab, so bildet der Ort der Endpunkte jener Strecken die verlangte 
Complementirfliche S’. Verwerthet man nun einen Satz von Bel- 
trami**) iiber die Construction des geoditischen Kriimmungsradius 
einer beliebigen Linie auf einer Fliiche, so kann man auch folgender- 
massen verfahren. Wir betrachten auf der Fliaiche S das System (Z) 
von Linien, deren Tangenten den Tangenten der Linien G im Sinne 
des Dupin’schen Satzes conjugirt sind.. Legen wir nun in allen 
Punkten, wo eine solche Linie LZ die Linien G trifft, die Tangenten 
dieser letzteren, so bilden diese Tangenten eine Developpable. Durch- 
liuft die Linie L ihr ganzes System, so beschreibt die Riickkehrkante 
dieser Developpablen die Complementirfliche S’ von S. 

Ich gehe nun zu dem besonderen Falle iiber, in welchem die 
Fliche S aus einer Rotationsfliiche durch Deformation hervorgeht. Es 
soll ferner vorausgesetzt werden, dass die geodiitischen Linien G die 
Transformirten der Meridiancurven seien. Mit dieser Hinschriinkung 
folgt nun leicht aus dem bekannten Satze von Weingarten*), wie 
ihn Beltrami in der oben citirten Abhandlung aufgefasst hat: 

Ist eine Reihe von Flichen auf eine und dieselbe Rotationsfliche 
abwickelbar, so sind auch die Complementirflichen auf einander wnd 
auf eine Rotationsfliche abwickelbar. 

Ferner sei bemerkt, dass durch die Construction selbst eine Cor- 
respondenz zwischen den Punkten der Fliche S und der Complementir- 
fliche S’ festgestellt wird. In diesem Sinne sind die Transformirten 
der Parallelkreise der entsprechenden Rotationsfliichen auf S und S’ 
eutsprechende Curven. 

Wenn nun S mit constanter Kriimmung behaftet ist, so giebt es 
der genannten Bedingung entsprechend nicht nur ein einziges System 
(G), sondern unendlich viele solche Systeme, da eine solche Fliche 
bekanntlich in unendlich vielen Weisen durch Biegung in sich selbst 
verschoben werden kann. 


*) V. Dini, Ricerche sopra la teoria delle superficie. Atti dei XL. Fi- 
renze 1869. 


**) Ricerche di Analisi applicata alla Geometria. Giornale di Battaglini. 
Volumi II e III. 
***) Journal von Crelle. LIX. Band. 8. 382. 
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Ist insbesondere die Kriimmung der Fliche S eine negative Con- 
stante, so findet Folgendes statt. Ist (G@) ein System von geoditischen 
Linien, die aus einem Punkte P der Fliche S verlaufen, so kann die 
Fliche S durch Biegung in die Gestalt einer Rotationsfliiche in der 
Weise gebracht werden, dass die geodiitischen Linien G in Meridian- 
curven tibergehen. Je nach der Natur des Punktes P bekommt man 
aber drei verschiedene Typen von Rotationsflichen, und zwar je nach- 
dem der Punkt P unendlich entfernt, reell und im Endlichen oder 
imaginir ist. Diese drei Fille kénnen durch die drei folgenden For- 
meln fiir das Linienelement der betreffenden Rotationsflichen charak- 


terisirt werden *) : 
2u 


ds? = du? +e dv?, 


ds? = du? + k? sinh? ‘ ) dv’, 


ds* = du? + k? cos i (+) dv’, 

wo — Be die Kriimmung der Fliche und & eihe willkiirliche Con- 
stante ist. Betrachten wir nun die Fliiche S als einen Mantel der 
Evolute einer Fliche 2, etwa in Bezug auf r,, so lehrt der Wein- 
garten’sche Satz, dass die entsprechende Relation zwischen den 
Hauptkriimmungsradien 7,, r, von 2 je nach den drei Fiillen die. fol- 
gende ist **): 

1—rH=R 

rj —r, = Righ Sts 

yf Reoth nite > * 
wo ¢ eine willkiirliche Constante bezeichnet. 

Berechnet man nun nach der Formel von Weingarten: 


dry 


ds,? = dr? + e Sir dv? 
das Linienelement des zweiten Mantels der Evolute, so bekommt man: 


2re 


ds,?*=drZ+te *® dv?, 





ds,” = tg h! fufe dr? + pemen. eke , 
h2 mre 
cosh? 5, 
aoe a Mmte eee ee 
ds, cot h a or? + — ae 
sin h? -_ 


*) Beltrami 1, c. sowie Saggio di interpretazione della*Geometria non- 
euclidea. Giornale di Battaglini. Volume VI. 

**) Beltrami l.c. Dini, Sulle superficie di curvatura costante. Giornale 
di Battaglini, Volume III. 


- 
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Im ersten Falle hat also der zweite Mantel dieselbe constante negative 


Kriimmung — — Zugleich gestaltet sich in diesem Falle die Con- 


struction der Complementirfliche sehr einfach, indem der geodiitische 
Kriimmungsradius der orthogonalen Trajectorien constant und gleich R 
ist. Man braucht also nur auf jeder Tangente der parallelen geodiiti- 
schen Linien vom Beriihrungspunkte aus die constante Strecke R ab- 
zutragen, und zwar dem Sinne nach wie die geoditischen Linien nach 
dem gemeinsamen unendlich entfernten Punkte laufen. Der Ort der 
Endpunkte dieser Strecken bildet ebenfalls eine Fliche von constanter 
negativer Kriimmung. 

Sucht man im zweiten und dritten Falle die Gleichung z = g(r) 
der Meridiancurve der entsprechenden Rotationsfliche, wo die z- Axe 
die Rotationsaxe und x der Radius des Parallelkreises ist, so bekommt 
man fiir den zweiten Fall 





CVRE—U FRR) 
(1) z=9) =f ESE ae, 
und fiir den dritten, 
wo deine willkiirliche Constante bezeichnet. Setzt man nun respective: 
R . R 
os Tre sin 3, r= Aa sin 3, 


so erhalt man fiir die verlangten Meridiancurven die folgenden Formeln: 


1 
- Te sin 3, z= R flog tg > 3 + cos o\, 


5 9 


- 


- ae sin 3, z= R {log tg 5 d+ cos ot. 


Nun ist bekannt, dass die Formeln 
r=Rsin#, sas t [log tg | + cos #} 


eine Tractrix liefern, deren Tangente gleich R und deren Asymptote 
die z- Axe ist. 

Die erste Curve ist also nichts anders als eine orthogonale Pro- 
jection der Tractrix auf eine Ebene, die durch die Asymptote geht. 
Dagegen hat die zweite Curve ihrerseits als orthogonale Projection die 
Tractrix. Wir wollen diese Curven respective als verkiirzte und ver- 
léingerte Tractrix bezeichnen. In beiden Fallen kann man den Winkel 
uw, welchen die Ebene der verkiirzten oder der verliingerten Tractrix 
mit der Ebene der Tractrix selbst einschliessen, beliebig zwischen 0 


a . 
und — annehmen, da respective 
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cos w= V1 — 2? R? 


ist und 4 alle Werthe zwischen 0 und oo annehmen kann, 

Wiihrend aber die verkiirzte Tractrix die Reihe der betreffenden 
Meridiancurven vollstiindig erschépft, ist dies bei der verlimgerten 
Tractrix nicht der Fall. Die Formel (1) giebt namlich eine verkiirzte 
Tratrix fiir jeden Werth von 4. Um dagegen aus der Formel (2) eine 


" : 1 
verlingerte Tractrix zu bekommen, muss man 0 <4 < R Voraus- 


setzen. Ist 4 = +e , so entsteht die logarithmische Curve 2 = R log r. 


tA 1 7 ; : s 
Fiir 4 > bekommt man eine neue Reihe von Curven. Geometrisch 


kénnen wir Folgendes sagen. Aus der Rotationsfliche einer verktrzten 
Tractrix schneide man ein beliebiges Stiick zwischen zwei Meridian- 
eurven aus.. Dann hefte man durch Biegung die beiden Riinder zu- 
sammen, indem man der Fliiche aufs Neue die Gestalt einer Rotations- 
fliche ertheilt. Die neue Meridiancurve ist ebenfalls eine verkiirzte 
Tractrix; nur ist der betreffende Winkel w grésser geworden. Zer- 
schneidet man dagegen diese Rotationsfliiche liings einer Meridiancurve 
und trennt durch Biegung die beiden Riinder des Schnittes auseinander, 
indem man der Fliche wieder die Gestalt einer Rotationsfliche ertheilt, 
so entsteht ebenfalls als Meridiancurve eine verkiirzte Tractrix; der 
betreffende Winkel uw ist aber kleiner geworden. 

Wendet man dasselbe Verfahren auf die Rotationsfliche der ver- 
laingerten ‘l'ractrix an, so entstehen im ersten Falle verlingerte Tractri- 
xen, deren betreffender Winkel w kleiner und kleiner wird. Im zweiten 
Falle bekommt man zuerst verliingerte Tractrixen, deren zugehdériger 
Winkel w grésser und grésser wird, dann die logarithmische Curve 
und durch weitere Fortsetzung derselben Operation eine ganze Reihe 
von neuen Curven. 

Wir kénnen die erhaltenen Resultate in folgendem Satze zusammen- 
fassen : 

Die Complementiirfliche einer Fliiche mit constanter negativer Kriim- 
mung in Bezug auf ein System von geoddtischen Linien, die aus einem 
Punkte der Fléche verlaufen, ist auf eine Rotationsfldche abwickelbar, 
die zur Meridiancurve eine gewdhnliche Tractrix, eine verkiirete oder 
eine verlingerte Tractrix und zur Axe die Asymptote hat, je nachdem 
der gemeinsame Punkt der geodiitischen Linien unendlich entfernt, reell 
und im Endlichen oder imagindr ist. 

Ist nun eine Fliiche S von constanter negativer Kriimmung und 
auf ihr ein System von geodiitischen Linien, die aus. einem (reellen, 
imaginiiren oder unendlich entfernten) Punkte der Flichen verlaufen, 
nebst ihren orthogonalen Trajectorien bekannt, so kann man Formela 


582 L. Brancar. Ueber Flichen constanter Kriimmung. 


herstellen , die alle geodiitischen Systeme der drei besprochenen Arten 
liefern.*) Man kann also ohne Integrationen einfach unendlich viele 
neue Flichen mit constanter negativer Kriimmung bestimmen, so wie 
zweifach unendlich viele Flichen, die auf die Rotationsfliche der ver- 
kiirzten. oder der verliingerten Tractrix abwickelbar sind. Was ins- 
besondere die neuen Flichen S’ mit constanter negativer Kriimmung 
betrifft, so sei bemerkt, dass auf diesen Flichen ein System von Trans- 
formirten der Parallelkreise der Rotationsfliche der Tractrix sofort 
bekannt ist. Man braucht also nur eine gewdhnliche Differential- 
gleichung erster Ordnung zu integriren, um ein System von parallelen 
geoditischen Linien zu finden.**) Dann kann man aus S’ unendlich 
viele neue Fliichen mit constanter negativer Kriimmung ableiten u. s. w. 
Wenn man z. B. die Rotationsfliche der Tractrix zu Grunde legt, so 
erhalt man fiir die Coordinaten der Complementirflichen die folgenden 
Formeln : 


sin & ; 
“= 2R i+ (w hats (cos v ot v sin v) : 
sin & , 
y = 2R T+ +k) sin? u (sin v + v COs v) 3 
1 2 cos & 
= R \log tg “+ sy Hants |’ 


Ist hier k= 0, so erhilt man eine Fliche mit constanter negativer 
Krimmung — iz - Wenn aber k > 0 oder k <0, so entsteht eine 


Classe von Klichen, die auf einander und auf die Rotationsfliche der 
verkiirzten, respective der verlingerten Tractrix abwickelbar sind. 

Besonders einfach gestaltet sich die Complementiirfliche, wenn 
man das System der geoditischen Linien orthogonal einer Meridian- 
Tractrix wihlt. Eine solche Complementiirfliiche ist auf die Rotations- 
fliche der verlingerten Tractrix abwickelbar. Ihre Gleichung in cylin- 
drischen Coordinaten ist die folgende: 


rd = R cosh sr 


Es zeigt sich nun, dass dabei die Parallelkreise der Rotationsfliche der 
verliingerten Tractrix in die Curven r = const. iibergehen, d. h. in eine 
gewihnliche auf concentrische Kreiscylinder gebogene Kettenlinie. Eine 
gewisse Meridiancurve geht dabei in die hyperbolische Spirale 2 = 0 tiber. 





*) Beltrami. Saggio etc. 1. c. 
**) Nach einer brieflichen Mittheilung von Prof. Lie an Prof. Klein ist diese 
Differentialgleichung immer integrirbar. [April 1880, L. B.] 


Miinchen, den 7. Februar 1880. 
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Zur Theorie der zahlentheoretischen Functionen. 


Von 
Grora Canror in Halle a. d. Saale. *) 


Kine kiirzlich von Herrn R. Lipschitz in den C. R. der Pariser 
Akademie (8. Dec. 1879) verdffentlichte Notiz tiber die Siitze 





(1) > fn) n-* = (&(9))? 
(2) > g(n)n- = £(s)£(s—1) 
3) Zon 1, 


(wo £(s) => n~-*, f{(m) die Anzahl der Divisoren von n, g(n) die 


Summe derselben, p(n) die Anzahl der Zahlen ist, welche rel. prim 
zu 2 und kleiner als m sind; wo in den Summen der Buchstabe n, wie 
auch im Folgenden die Buchstaben v, uw, v,, v,, ... etc. alle positiven 
ganzen Zahlen zu durchlaufen haben, wenn nicht Besonderes iiber sie 


bestimmt wird) : 


brachte mir eine Untersuchung wieder in Erinnerung, welche ich 
vor einer lingeren Reihe von Jahren unter dem Eindrucke der Arbeit 
Riemanns: Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen 
Grésse (Monatsb. d. Berl. Akad. Nov. 1859) ausgeftihrt und in welcher 
ich nicht nur jene, sondern auch noch allgemeinere Sitze entwickelt 
und Folgerungen aus ihnen gezogen habe, wovon ich hier Einiges mit- 
theilen méchte. . 

Die oben angefiihrten Siitze und alle desselben Charakters beruhen 
auf der von Lejeune Dirichlet hiaufig gebrauchten Euler’schen 
Identitit : 


(4) T] > v@or-e = > vm -n, 


P 





*) Abgedruckt aus den Nachrichten der K. Ges. d. W. zu Géttingen. 
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wo der Buchstabe a die Zahlen 0, 1, 2, 3,... zu durchlaufen hat, 
wihrend in dem Producte der Buchstabe p alle Primzahlwerthe 
2, 3, 5, 7, 11, ... erhilt; es bedeutet w(n) irgend eine Function von 
nm, welche der Functionalgleichung: 


(5) v(m) w(n) = (mn) 


geniigt, wenn m und » rel. prim zu einander sind. 

Unter y() verstehen wir im Folgenden diejenige zahlentheoretische 
Function, welche, wenn m durch kein von 1 verschiedenes Quadrat 
theilbar ist, die Werthe + 1 oder — 1 erhilt, je nachdem die Anzahl 
der in » aufgehenden Primzahlen gerade oder ungerade ist; in den 
iibrigen Fallen hat y(n) den Werth 0. Man hat alsdann: 


» Y bi os wires eS 7 
(6) Pp y(n)n-* = 


Die Gleichung (3) liisst sich in folgender Form schreiben: 


= ele P 4 p(v)y—* = Zz n-n-* 
7 . 


n 


und ergiebt, wenn beide Seiten verglichen werden, den bekannten Satz: 


(7) > 9) =n, 


wo die Summation iiber alle Zahlen v auszudehnen ist, welcher der 
Gleichung vu = nm geniigen, d. h. tiber alle Divisoren v von n, 
Multiplicirt man aber die aus (3) fliessenden @ Gleichungen : 


. u —s — S(s—1) , , —(s a fis) “oe 
2 Pre) ¥e Ey 29% re eet 
§(s-+e—2) 
, (+e—1) —. 8° 
2 Oem ¢(s-+e—1) 
in einander und mit der -Gleichung: 
> ete? = E(ste—1), 
%@ ; 
so erhilt man den allgemeineren Satz: 
(8) D>) vet gg. v8 vt, (0) (m1) «+ P(%_1) = HE. 
Ven Vag vce *o—1 


Hier ist die Summe auszudehnen iiber alle verschiedenen Lésungen 
M%,V;,*** Me—+ der Gleichung: 


Vy Vy Vy *** Ve-iMe = N. 


Dass dieser Satz (8) auch auf rein zahlentheoretischem Wege als eine 
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585 
Folge von (7) (freilich nicht durch Potenzirung) abgeleitet werden 
kann, geht schon aus dem bekannten Umstande hervor, dass der Satz 
(7) fiir die Function y(n) bestimmend ist, indem nur y(n) dieser 
Gleichung geniigt. 

Ist fo-s(m) die Anzahl jener Lésungen, so geniigt fp1(m) der 
Functionalgleichung (5), und wenn p eine Primzahl ist, so hat man: 


Zahlentheoretische Functionen, 


a) _. (#1) (a2) «++ (a+) 
(9) Glo ate Tee 


Daraus folgt unter Anwendung von (4): 
(10) > fe-a(n) n= (Kis)e#. 
Im engen Zusammenhange mit fo_:(m) steht eine Function Q,_;(n), 


die auch der Functionalgleichung (5) unterworfen ist und fiir welche, 
wenn p eine Primzahl ist: 





1 9)... —(a—1 —2)---(a— 
(11) Oo-1(p*) = (a+ ) (a-+-2) then ss ) (a 0) ; 


Man erhilt bei Anwendung von (4): 


i act 


und es ergeben sich nun aus (6), (10) und (12) ‘leicht die Sitze: 
(13) Dif) = feam)s ++ {ve =a. 
(14) DB Oea() = fealm)s +++ fonett— n}. 
(15) 2 M(t) fy-1(%) = Og-a(m); +++ {vet = np, 


Wir haben hier neben jede dieser Formeln in Klammer, {: +} die 
Gleichung gesetzt, welcher in der betreffenden Summe die Buchstaben 
v, w unterworfen sind. 

Im Besondern erhilt man aus diesen Sitzen folgende Resultate: 


es ist O,(p") = 2; 0,(p*) = 305 ©,(p*) = 2(@?+1); 
Q,(p*) = @(a® +5) ; 


versteht man daher, wenn » = p*g?r’ ---, unter @(m) die Anzahl der 
verschiedenen Primzahlen p,q, r,-+- unter x(n) das Product aBy---, 
unter 4(n) das Product (@?+ 1) (6?-+1)---+; unter A,(m) das Product: 
(a5) (B25) +++, #(1) = 1; 4(1) = 4,(1) = 1; so hat man: 


Mathematische Annalen. XVI. 38 
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(16) f(n) = >) 200 +++ {opt =n}. 
(17) f,(n) = >) 30°) x(v) -- + {up =n}. 
(18) fy(n) = >? 200 av) ++ fopt—=nt. 


(19) fy(n) = =>) (2)? x(v)ay(v) «+» {vp> =n}. 


Durch Vergleichung der Formeln (1), (2), (3), (10) ergeben sich noch 
die Sitze: 


(20) g(n) = > () fw); +++ {vp = n}- 
(21) nf(n) = >) or) 9(u); «++ (ou = n}- 
¥, Me 


@2) =D fe)gw)= Deh; «++ {eu =n}. 


Bei Anwendung der Formel (4) findet man noch folgende Siitze: 





£ - 2 8 
(23) > a(n)” .— _&(s) Neon n i 
' —s —, §(28) 
(24) > | e(n)n- £28) | 
») _»  £(8) £(28) 
(25) > 6 (n)n-* am £0) E38) 


wo, wenn = p*g?r? ---,: @(m) = (— 1)*+#+"+-, und 


6 (n) as TT - et ‘ 3+ ew. Te o (1) = 6(1) =1. 


Zu diesen Formeln kénnten wir noch manche anderen hinzufigen, 
welche sich aus demselben Principe ergeben und verschiedene Folge- 
rungen zulassen; es wiirde dies jedoch hier zu weit fiihren. 

Um die hier vorkommenden zahlentheoretischen Functionen 9 (), 
f(n), g(m), n(n), ete. --- in analytische Formen zu bringen, bedienen 
wir uns einer Methode, welche derjenigen verwandt ist, welche Le- 
jeune Dirichlet, Riemann-und Kronecker (vergl. Monatsb. 
d. Berl, Akad. Febr.1838, Nov. 1859 und Jan. 1878) in ‘hnlichen 
Fallen gebraucht haben. *) 

Sei ~(m) irgend eine zahlentheoretische Function der ganzen, po- 


*) Man vergleiche noch: Dirichlet, Ueber die Best. d. mittleren Werthe etc. 
Abh. d. Berl. Ac. 1849; ferner Dirichlet, Sur l'usage etc. Crelle J. Bd. 18 
und Recherches etc. Crelle J, Bd. 19 u. 21. 
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sitiven Zahl n, welche nur die Bedingung erfiillt, dass die unendliche 


-Reihe: 


(26) pa v(n)n-* = F(s) 


fiir solche complexe Werthe von s=u-+ vi, in welchen u positiy 
ist und eine angebbare Grenze tiberschreitet, absolut convergirt. Sei 
6 ein reeller positiver, im Folgenden als constant gebrauchter Werth 
von s, fiir welchen jene Bedingung erfiillt ist, so dass sicher die 
Reihe: 


(27) F (6+s) = b w(n)n-% + n-s 


fiir alle Werthe von s =u - vi, in welchen wu nicht negativ ist, ab- 
solut convergirt. 

Wir betrachten die Function /’(s) fiir die Werthe von s, fir 
welche die Reihe (26) convergirt, als bekannt, was beispielsweise fiir 
die Annahmen y(n) =/(), g(), p(m), x(m) durch die Sitze (1), 
(2), (3), (23) erfiillt ist, und suchen aus F(s) einen Ausdruck fiir 
w(n) zu gewinnen. 

Zu dem Ende fihren wir hiilfsweise eine Function G(x) durch 
die fiir alle Werthe von x, deren reeller Theil nicht negativ ist, ab- 
solut und gleichmissig convergente Reihe ein: 


(28) G(x) = >) w(n)n-% en, 


Es ist bekanntlich, unter [(s) die bekannte Euler-Legendre’sche 
Function verstanden: 


n~-* [(s) — fev wv dz, 
0 
und daher: 


F(o-+s) - f(s) = (4@ a! dee. 
v0 
Setzt man hierin 7 = e”, s=u-+vi, wo uSO, so kommt: 


+0 
F(6+s) - F(s) = {Ge evute) dy. 


Diese Gleichung werde mit a e—‘en dv multiplicirt und nach v in den 


Grenzen —oo und + oo integrirt. Unter Anwendung der bekannten 
Fourier’schen Formel: * 
+n +a 


fea) =f fav fr) eo» dy 
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auf die Function f(y) = G(e") - ev” erhalt man: 
se | Fot+s) f(s) emit dy = Ger) e 


und wenn man in dieser Gleichung y durch y = log = ersetzt: 
+,” 
(30) G(e) — . {Fo+8) T(s)-2-* dv. 


Durch diesen Ausdruck ist die Function G(x) auf die als bekannt 
vorausgesetzte Function F’(s) allerdings, wie aus der Ableitung hervor- 
geht, zuniichst nur fiir reelle positive Werthe von x zuriickgefiihrt; 
man ist aber nach den bekannten neueren analytischen Fortsetzungs- 
methoden im Stande, daraus die Function G(#) auch fiir die itibrigen 
Werthe von x auszudriicken. 

Betrachten wir daher G(x) fiir rein imaginiire Werthe von ~ als 
bekannt und setzen x = ti, so folgt, nach geliufiger Weise, aus (28): 


22 
(31) v(n) = - { (ti) enti dt. 


Auf eine umformende Behandlung dieser Formeln (30) und (31) méchte 
ich bei einer spiiteren Gelegenheit eingehen, wo es sich zeigen wird, 
wie dieselben zur Bestimmung der asymptotischen Gesetze der betref- 
fenden zahlentheoretischen Functionen ~(m) dienen kénnen. 


Halle a.d.8., im Januar 1880. 
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Fir die Jahre 1880 bis 1883 sind von der fiirstlich Jablonowsky’- 
schen Gesellschaft in Leipzig folgende Preisaufgaben gestellt worden: 


Mathematisch-naturwissenschaftliche Section. 


1. Fiir das Jahr 1880. 


Nachdem durch die embryologischen Untersuchungen der letzten 
Jahre der Nachweis erbracht ist, dass der Kérper simmtlicher Thiere 
— mit Ausschluss der sog. Protozoen — in aihnlicher Weise aus einigen 
wenigen Keimbliittern sich aufbaut, entsteht die Frage, ob der Antheil, 
welchen diese Blitter an der Entwickelung der einzelnen Organe und 
Gewebe nehmen, iiberall genau der gleiche ist oder nicht; eine Frage, 
die dann naturgemiiss weiter zu der Untersuchtng fiihrt, ob dieser 
Antheil durch die specifischen Eigenschaften der Keimblitter oder 
durch gewisse secundiire Momente (etwa die Lagenverhiltnisse der 
spiiteren Organe) bedingt sei. In Anbetracht der grossen Bedeutung, 
welche die Entscheidung dieser Fragen fiir die Auffassung der thierischen 
Organisation hat, wiinscht die Gesellschaft 

eine auf eigene Untersuchungen gegriindete Kritik der Lehre von 
der Homologie der Keimbliitter. 
Preis 700 Mark. 


2. Fiir das Jahr 1881 


wird die, urspriinglich fiir 1877 gestellte, in diesem Jahr aber nicht 
beantwortete Preisfrage wiederholt. : 

Der nach Encke benannte und von diesem Astronomen wihrend 
des Zeitraumes von 1819—1848 sorgfiltig untersuchte Comet I, 1819, 
hat in seiner Bewegung Anomalien gezeigt, welche zu ihrer Erklirung 
auf die Hypothese eines widerstehenden Mittels gefiihrt haben. Da 
indessen eine genauere Untersuchung der Bahn nur iiber einen 


2 


beschrinkten Theil des Zeitraums vorliegt, iiber welchen die Beobach- 
tungen (seit 1786) sich erstrecken, und die von Asten’schen Unter- 
suchungen, wenigstens so weit dieselben bekannt geworden sind, noch 
zu keimem definitiven Resultate gefiihrt haben, so ist eine vollstdéndige 
Neubearbeitung der Bahn des Encke’schen Cometen um so mehr 
wiinschenswerth, als die bisher untersuchten Bewegungen anderer 
periodischer Cometen keinen analogen widerstehenden Einfluss verrathen 
haben. Die Gesellschaft wiinscht eine solche vollstiindige Neubear- 
beitung herbeizufiihren, und stellt desshalb die Aufgabe: 
die Bewegung des Encke’schen Cometen mit Beriicksichtigung aller 
stirenden Krdfte, welche von LEinfluss sein kinnen, vorliufig 
wenigstens innerhalb des seit dem Jahre 1848 verflossenen Zeit- 
raums zu untersuchen. 
Die ergiinzende Bearbeitung fiir die frithere Zeit behilt sich die 
Gesellschaft vor eventuell zum Gegenstand einer spiitern Preisbewerbung 
zu machen. Preis 700 Mark. 


3. Fiir das Jahr 1882. 


Fiir manche weniger erforschte Gebiete der Krystallographie hat 
sich das Studium der durch Einwirkung von Lisungs- und Corrosions- 
mitteln auf den Krystallfliichen erzeugten sog. Aetzfiguren in hohem 
Grade erspriesslich erwiesen. LEinerseits ist es wiinschenswerth, die 
zahlreichen, in dieser Hinsicht an Mineralien ond kiinstlichen Krystallen 
gemachten, und in sehr verschiedenen Zeitschriften seit einer langen 
Reihe von Jahren mitgetheilten, nur lose unter einander zusammen- 
hiingenden Untersuchungen kritisch zu sammeln und von einem be- 
stimmten wissenschaftlichen Gesichtspunkt aus zur einheitlichen Dar- 
stellung zu bringen, insbesondere aber auch die bisherigen Ermittelungen 
durch weitere neue zu vermehren und zu ergiinzen, wobei noch die 
friiher weniger erérterten Fragen Beriicksichtigung verdienen, in welcher 
Weise die Form der Aetzeindriicke von der Natur des Aetzmittels und 
von der Verschiedenartigkeit der Krystallflichen abhingig ist, ferner, 
wie sich die Aetzeindriicke bei isomorphen Substanzen verhalten. Anderer- 
seits ist es aber von noch héherer Bedeutung, wenn solche iltere und 
selbstiindige neue Untersuchungen dazu verwerthet werden, durch 
Entwickelung neuer allgemein giiltiger und berechtigter Siitze unsere 
Kenntnisse von den Cohisions- und Structurverhiltnissen der Krystalle 
zu erweitern und die Frage zu lésen, ob die Aetzfiguren die Form der 
den Krystall aufbauenden Moleciile wiedergeben. 
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Die Gesellschaft wiinscht daher 


eine Zusammenstellung unserer bisherigen Kenntnisse und der durch 
selbstiindige Untersuchungen nach den angegebenen Richtungen hin 
neugewomnenen Erfahrungen iiber die Aetefiguren der Krystalle, 
ferner eine daraus sich ergebende Ableitung allgemeiner Siéitze, 
welche fiir die Auffassung der Cohidsions- und Structurverhdltnisse, 
so wie der Molecularbeschaffenheit der Krystalle von Wichtigkeit sind. 


Preis 700 Mark. 


4. Fiir das Jahr 1883. 


Unser Mitglied, Herr W. Hankel, hat in seiner Abhandlung >iiber 
die photo- und thermoelektrischen Eigenschaften des Flussspathes« (im 
20. Bd. der Abh. der Kénigl. Siichs. Ges. d. Wiss., 12. Bd. d. Abh. der 
math.-phys. Classe) den Nachweis gefiihrt, dass auf farbigen Fluss- 
spathkrystallei durch die Einwirkung des Lichtes elektrische Span- 
nungen erregt werden. Diese photoelektrische Erregung der bezeich- 
neten Krystalle ist eine Folge der Einwirkung des Lichtes auf den in 
ihnen enthaltenen Farbstoff; die hierdurch eingeleiteten Vorgiinge 
werden durch die Structur der Substanz in bestimmter Weise beeinflusst, 
so dass die elektrischen Vertheilungen in strenger Abhiingigkeit von 
der Gestalt und dem Wachsthum der Krystalle erscheinen. Dieselben 
stehen ferner bei dem Flussspath in engster Beziehung zu den durch 
Temperaturinderungen erzeugten thermoelektrischen Spannungen, der- 
gestalt, dass beim Belichten dieselben Polaritiiten, wenn auch in grésserer 
oder geringerer Intensitiit, auftreten, wie bei steigender Temperatur. 
Ob bei anderen Krystallformen und namentlich bei anderen Farbstoffen 
die eben erwihnte Beziehung fortbesteht, liisst sich im Voraus nicht ent- 
scheiden. Fiir eine weitere Verfolgung der elektrischen Wirkungen des 
Lichtes werden wahrscheinlich nur sehr wenige Mineralien ausser dem 
Flussspathe tauglich sein; dagegen steht zu erwarten, dass es gelingen 
werde, auf kiinstlich dargestellten, mit geeigneten Farbstoffen impriig- 
nirten Krystallen die photoelektrischen Erscheinungen hervorzurufen. 

Die Gesellschaft stellt daher als Preisaufgabe: 


DiesNachweisung und nihere Bestimmung der durch Einwirkung 
des Lichtes auf’ kiinstlich dargestellten wnd mit geeigneten Stoffen 
gefarbten Krystallen hervorgerufenen photoelektrischen Spannungen, 
so wie ihrer Beziehung zu den durch Temperaturtinderungen er- 
zeugten thermoelektrischen Erregungen. 


Preis 700 Mark. 








Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht 
die Gesellschaft im besonderen Falle ausdriicklich den Gebrauch einer 
anderen Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder franzisischer 
Sprache zu verfassen, miissen deutlich geschrieben und paginirt, ferner 
mit einem Motto versehen und von einem versiegelten Couvert begleitet 
sein, das auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trigt, inwendig 
den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Die Zeit der Ein- 
sendung endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und die 
Zusendung ist an den Secretiir der Gesellschaft (fiir das Jahr 1880 
Geh. Hofrath Prof. Dr. G. Curtius) zu richten. Die Resultate der 
Priifung der eingegangenen Schriften werden durch die ,,Leipziger Zei- 
tung“ im Mirz oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 

Die gekrénten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Ge- 
sellschaft. 


W. Roscher, Prises. 
G. Curtius. W. Hankel. A. Leskien. R. Leuckart. 
W. Scheibner. G. Voigt. F. Zarncke. F. Zirkel. 











S 
S 
§ 
: 
§ 
. 
Ss 
kd 
~ 
8 


























| 
=| 
~'*F 


269 











Lith. Eschebach & Schachr Lewpxry, 









































ZL. Burmester. 











Lith.» Exchebach be Schaefer, Le 










































































th.o_Exchebach & Schagfér, Leipuig, 








